Indledning.
Den moderne sandsynlighedsteori, hvis aksiomatiske basis blev formuleret af rus-
seren A.N. Kolmogorov i 1933 i bogen Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrech-
nung, er bygget op omkring et tripel ofte betegnet (2, F, P).
Her er € en ikke-tom meengde tit omtalt som det basale udfaldsrum, da det i
mange sammenhaenge er relevant at taeenke pa de enkelte punkter i {2 som mulige
udfald (elementar udfald) af det komplekse (tilfeeldige) system, man gnsker at be-
skrive. Det eksplicitte valg af €2 varierer meget. Hvis det f.eks. drejer sig om kast
med en terning, er det naerliggende at lade € veere meengden {1,...,6}, hvor-
imod det i forbindelse med prisfastseettelse af f.eks. obligationer er naturligt at
lade Q2 veere en delmaengde af maengden af ikke-negative funktioner defineret pa
et interval [0, 7], hvor T er den tidshorisont, man gnsker at benytte.
F, der betegnes modellens hendelsessystemet, bestar af de samlinger af elementar
udfald, vi er interesserede i. D.v.s.et element A i F en sakaldt hendelse er en
delmaengde af ). F er derfor en delmaengde af meengden af alle delmeengder af
Q, d.v.s. maengden

{A|ACQ}.

Denne kaldes ogséa potensmangden over €2, og betegnes ofte 2. Notationen beror
pa, at 2% kan opfattes som meengden af funktioner fra Q — {0, 1}, og relationen

295 f = {we Q| f(w) =1}

definerer tydeligvis en bijektion mellem 29 og {A|A C Q}.

Det forlanges, at F opfylder flg. tre betingelser

1)QeF

2)Ac A= AeF

) U, A, € Fhvis Ay,... A,,--- € F.

Kravene 1),2) og 3) udtrykkes kort ved at sige, at F er en o-algebra i €.

Triplets sidste del er det sakaldte sandsynlighedsmal P, d.v.s.en funktion fra
F — [0,1]. Dens veerdi P(A) pa en heendelse A € F kaldes sandsynligheden for
A eller synonymt sandsynligheden for at A indtreffer. Udover kravet om, at alle
sandsynligheder skal ligge mellem 0 og 1, kraeves yderligere

1) P(Q) =1
2) P(Ux  An) =302, P(A,) hvis Ay, ... A,,--- € F er parvis disjunkte.

n=1
1) udtrykker, at den sikre heendelse indtreeffer med sandsynlighed 1, og 2) omtales
som den tellige additivitet. Denne medfgrer, som vi senere skal se, det intuitivt
lettere forstaelige begreb endelig additivitet, d.v.s.

P(AUB) = P(A)+ P(B) for disjunkte heendelser A, B € F.



Omvendt kan 2) d.v.s. teellelig additivitet erstattes med et krav om endelig addi-
tivitet samt voksende kontinuitet, d.v.s.

P(A,) 1T P(A) hvis Ay C Ay C--- ogA:UAn.

n=1

Potensmaengden over €2 er klart en o-algebra i {2, og man kan undre sig over,
hvorfor man ikke altid lader denne udggre heendelsessystemet, d.v.s. antager at
enhver delmeengde er en haendelse. Men for ’store’ €0, f.eks. Q2 = R, er ’antallet’
af delmaengder af ) sa utroligt stort, at den teellige additivitet for alle seet af
parvis disjunkte meengder kun kan veere opfyldt under meget strenge krav, som
udelukker mange interessante mal.

For at kunne udvikle den gnskede maengde sandsynlighedsteori ma vi fgrst gen-
nemga lidt abstrakt mal og integralteori. Dette foregar i et generelt malrum
(E,E, 1), hvor (E,E) er et sakaldt maleligt rum, d.v.s.en ikke-tom maengde ud-
styret med en o-algebra, og p er et mdl pa &, d.v.s. i : € — R, opfyldende

1) =0 og p(lJ An) = w(A,) for parvis disjunkte A4;,..., A,,... € E.
n=1 n=1

Stoffet, der svarer til de forste 8 afsnit i noterne, omhandler ligeledes de sakaldte
malelige funktioner, et begreb der i en sandsynlighedsteoretisk sammenheeng sva-
rer til stokastiske variable. Gennemgangen forventes at strackke sig over forste
kvarter, d.v.s.indtil efterarsferien. I andet kvarter vender vi os mod studiet af
et sandsynlighedsfelt (2, F, P). Det vigtige begreb uafhengighed indferes, og
integralteorien udnyttes til at definere begrebet middelverdi. Efteraret afsluttes
med en diskussion af eksistens af specifikke malrum, d.v.s. konstruktion af mal
med forudgivne veerdier pa seerligt psene meengder. Et vigtigt eksempel er her
konstruktionen af lengdemalet pa den reelle akse R ud fra dets vaerdier pa inter-
vallerne.



Malelige rum.

Den matematiske ramme for malteorien er et sakaldt maleligt rum (E,E), be-
staende af en ikke tom meengde F og en delmeengde £ af 2F, maengden af alle
delmaengder af E, som opfylder

(1) EEE, (2) AcE = Aeé& og (3) (AZ)221QC€:> UAIES
i=1
Elementerne i £ kaldes ofte de malelige meengder. A betegner her komplementet
til Ai F, d.v.s.
A :=FE\A={ec€ FEle¢ A}

Da A = (A°)¢ kan (2) sekvivalent formuleres som: A € £ & A° € €.

Et meengdesystem i F, eller synonymt maengde af delmaengder af F, som opfylder
(1),(2) og (3), d.v.s.indeholder hele meengden E samt er stabil under komple-
menteer og teellelig foreningsmaengde dannelse (C-stabil og Je-stabil), kaldes en
o-algebra af delmeaengder i E eller kort en g-algebra i E. Et maleligt rum er altsa
en maengde udstyret med en o-algebra af delmaengder.

Da E¢ = () ses af (1) og (2) at enhver o-algebra indeholder den tomme maengde
0, og da

UAZ:UBZ hvorBi:Ai/\nizl,
=1 1=1

sikrer (3) ligeledes stabilitet under endelig foreningsmaengde dannelse (| f-stabil),
d.v.s.

(4): Ay,..., A, €€= UAi ef.
i=1
Et meengdesystem A i E, der opfylder punkterne (1), (2) og (4), kaldes en algebra
i E. Enhver g-algebra er derfor specielt en algebra, hvorimod eksempler (se ne-
denfor) viser, at der findes algebraer, der ikke er o-algebraer. Simpel induktion
viser, at (4) akvivalent kan formuleres som

A BEE=AUBECE.

Da maengdeoperationerne feellesmaengde og differensmaengde dannelse kan dannes
ved hjalp af foreningsmaengde og komplementaermaengde dannelse via formlerne

ANB = (A°UB°° og A\B=ANB = (A°UB)°
har vi flg. resultat vedrgrende algebraer og o-algebraer.

Lemma 1 FEnhver algebra A er stabil under endelig fellesmaengde samt mang-
dedifferens dannelse, d.v.s.

A BeA=ANBeA og A\Be A

Yderligere er en enhver o-algebra stabil under tellelig fellesmangde dannelse.
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Bevis. Formlerne AN B = (A°U B¢)¢ og A\B = (A°U B)* viser, at enhver
algebra er stabil under endelig feellessmaengde samt maengdedifferens dannelse.
D.v.s. Nf-stabil og \-stabil. Tilsvarende viser flg. identitet geeldende for vilkarlige
meengder Aq, Ay, - - -

ﬂ A = (U Af) )
=1 =1

at o-algebraer er stabile under teellelig feellesmaengde dannelse () c-stabil). For
hvis A;’erne er elementer i en o-algebra &£, geelder dette ogsa Af’erne og dermed
den teellelige foreningsmaengde 2, A tillige med dens komplement. %

Ovelsel. St £ = R. Definer
B:={ACR|Aeller A° er teellelig } og A:={A CR|A eller A° er endelig }.

Vis at B er en g-algebra, og at A er en algebra, men ikke en o-algebra. O

Hvis grundmaengden F indeholder mere end to elementer, findes der mindst to
forskellige o-algebraer i E' nemlig maengdesystemerne {0, E} og 2F. Disse udger
h.h.v.den mindste og den stgrste o-algebra i F, thi for enhver anden o-algebra
EiFer

{0,E}y C & C 2"

De er dog sjeeldent interessante, thi den fgrste er generelt for lille og den anden
for stor, i hvert fald hvis E er overteellelig, d.v.s. ikke teellelig.

Det er ikke sveert at se, at hvis & og & er g-algebraer i F, sa gaelder dette ogsa
EiN&E:={Bc2¥|Bec& ogBe&,),

da

(1) EEElﬂé’g daEEgl ogEGc‘,’g.

(2) Ac&ENE = A& ogdermed A€ & fori=1,2 = A€ & NE,.

(3) (Ap)n>1 CENE = (Ap)n>1 C & og dermed U2 A, € & for i = 1,2, d.
v.s. Upy An € E1NEs.

Argumentet generaliserer ueendret til en vilkarlig familie af o-algebraer, hvilket
abner mulighed for, at definere o-algebraer af typen 'mindste’ o-algebra der in-
deholder et givent st af meengder . Ordet 'mindste’ skal her forstas i h.h.t.
inklusion. For da 2F er en o-algebra, som indeholder G, er der ved definitionen

o(G) = ﬂ F

hvor F gennemlgber alle o-algebraer, som indeholder G, d.v.s.G C F,

defineret en o-algebra i F, og o(G) er den mindste, der indeholder G, da den
pr. definition er indeholdt i enhver o-algebra F, som indeholder G. o(G) er derfor
lig G, hvis G er en o-algebra, d.v.s. specielt

a(0(G)) = a(9),
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og ligeledes er

U(gl) C U(QQ) hvis G C Go.

0(G) omtales naturligt nok som den af G frembragte o-algebra; og da en o-algebra
som naevnt er C-, Jc- og () c-stabil, er

G°UG,UGs Co(G)
og dermed, da G er indeholdt i bade G, og Gs,
0(G) = a(G°) = a(G,) = (Gs)-

Vi har her brugt notationen

QC:{GC|G€Q}, Qg :{UGZ‘GZEQ 221}, Q5 :{ﬂGZ]GZGQ ZZ 1}
i=1 =1
Eksempler. Det overlades til leeseren at eftervise de ubeviste pastande.
1) o({A}) = {4, A0, E}.
2) Hvis {Ay,..., A, } udger en endelig partition af E, d.v.s.er parvis disjunkte,
AiNA;j=0fori+#j, o5 E=Ul A er
c({Ar,...,A})={BCE|B=|JA, I C{1,...,n}}.
el
Antallet af elementer i 0({4,...,A,}) er derfor hgjst 2", med lighedstegn hvis
Ai#Dfori=1,...,n.

Argument. Lad G betegne {A;,...,A,}. Da hgjresiden netop er G,, er den in-
deholdt i 0(G), og der vil derfor geelde =, hvis G, i denne situation udggr en
o-algebra. Men dette fglger af formlerne

i€{1,...,n} i€l iele n=1 i€l i€eUse In
Resultatet generaliserer med samme argument til fglgende.
3) Hvis (4;);>1 udger en teellelig partition af E, d.v.s. A;’erne er parvis disjunkte
og =2, A er
iel
Hvis A; # 0 for mere end endelig mange 4, er o((4;);>1) overteellelig.

Hvis meengderne i 2) og 3) ikke er disjunkte, er situationen mindre gennemskuelig.
Betragt f.eks. et vilkarligt endeligt seet {A;,..., A,}. Til enhver af de 2™ forskel-
lige delmaengder I af {1,...,n} tilordnes en maengde By bestemt ved

il iel¢



Det overlades til laeseren at indse, at det herved fremkomne seet {Bj,..., Ban}
udggr en endelig partition af £, samt at

o({A, ..., A}) = o({Bi, ..., Ban}).

Antallet af elementer i o({Ay,...,A,}) er derfor 2™, hvor m er antallet af ikke-
tomme B;’er, d.v.s.m = 2", hvis ingen af B;’erne er tomme.

Notation. En o-algebra & siges at veere tellelig frembragt, hvis € = 0((An)n>1)
for en folge (A,)n>1 C 2F.

Bemeerk at enhver teellelig frembragt o-algebra & er pa formen €& = o(A), hvor
A er en algebra indeholdende hgjst teellelig mange elementer, f.eks.

A:GﬁﬂmwwAﬁLhWS:awmmﬂ

I mange teoretiske sammenhaenge er det givne system G stabil under endelig
gennemsnit (synonym for feellesmeengde), d.v.s.

ABeG=ANBeg.

Denne situation er speciel vigtig, fordi ¢(G), som vi nu skal se, her kan beskrives
pa en alternativ simplere made. For lettere at kunne formulere resultatet, der er
kendt under navnet Dynkin’s Lemma, indfgres flg. notation.

Notation. D C 2 kaldes et d-system, hvis D opfylder flg. tre punkter

a) E €D

b) ABeDogBCA=A\BeD

¢) (Ap)n>1 €Dog A, C A1 = U2, A, €D.

Da B¢ = E\B sikrer a) og b) stabilitet under komplementaermaengde dannelse.
Punkt c) udtrykkes kort ved at sige, at D er T-stabil, d.v.s. lukket under teellelig

voksende forening. Da D er stabil under komplementaermaengde dannelse, er den
ligeledes | -stabil, d.v.s.lukket under teellelig aftagende gennemsnit.

I overensstemmelse med det tidligere defineres for ethvert G C 2%
D(G) = ﬂ D

hvor D gennemlgber alle d-systemer, som indeholder G, d.v.s.G C D.
Simple argumenter viser, at D(G) er det mindste d-system, som indeholder G.
Med denne notation pa plads geelder.

Lemma 2 Dynkin’s Lemma.
Huvis G C 2F er stabil under endelig gennemsnit, er o(G) = D(G).



Bevis. Da enhver o-algebra er et d-system, er inklusionen O klar, og den anden
folger pr. definition af o(G), hvis vi viser, at D(G) er en o-algebra, d.v.s. opfylder
(1),(2) og (3) pa side 3. Her er (1) og (2) allerede klaret. Hvad angar (3) viser
den generelle identitet

Us.-U(Un).

n=1 =1 \k=1
at (Jc-stabilitet og |f-stabilitet er det samme for T-stabile maengdesystemer,
og da D(G) er T-stabil, mangler vi derfor kun at vise, at D(G) er stabil under
endelig foreningsmeengde dannelse. Men da D(G), som naevnt, er stabil under
komplementaermaengde dannelse, er dette sekvivalent med at vise stabilitet under
endelig faellesmaengde dannelse, d.v.s. AN B € D(G) for alle A, B € D(G).
Lad hertil G € G veere givet. Betragt flg. delmeengde af D(G)

D(G) :={BcD(G)|BNG cDG)}.

Udnyttes at D(G) er et d-system, ses umiddelbart at D(G) ligeledes er et d-system,
og da den pr. antagelse indeholder G, er den lig D(G). D.v.s. GN B € D(G) for
alle G € G og B € D(G). Velg dernaest et A € D(G) og definer tilsvarende

D(A) = {BeDG)|ANBeDG).

Ifplge det netop viste er G C D(A) C D(G), og da D(A) tilsvarende ses at vaere et
d-system, er D(A) = D(G). Da dette geelder for ethvert A i D(G), har vi hermed
vist den gnskede stabilitet under endelig feellesmaengde dannelse. &

Vi vil i det folgende mgde mange 'minimal’ o-algebraer. Et forste vigtigt eksem-
pel er den sakaldte produkt o-algebra £ @ F pa produktrummet F x F', dannet
ud fra to givne malelige rum (F, &) og (F,F). Udtrykt i den ovenfor indforte
notation er

EQF =c({Ax B|Ae€& BeF}),

d.v.s. produkt o-algebraen er den mindste o-algebra i E x F', der indeholder alle
produktmeaengder, hvis sider er malelige. Skgnt saledes frembragt af produkt-
mengder er det veerd at understrege, at £ ® F indeholder maengder, som ikke
er af produkttype. Bemaerk at maengden af kasser med malelige sider er stabil
under endelig gennemsnit, idet

(A; x By) N (A x By) = (A; N Ay) x (B, N By).

Proceduren udvider umiddelbart til situationer med endelig eller endog teellelig
mange faktorer. For at spare plads bruges ofte notation som ([T, F;, ®, &),
og hvis faktorerne er ens skrives f.eks. £2 i stedet for £ ® £.

Vigtig regel. For at vise, at alle elementer i en o-algebra af typen ¢(G) har en
given egenskab p, er det nok at vise, at ethvert G € G har egenskaben p, samt at

&, = {A C E'| A har egenskaben p}
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udgger en o-algebra i E. Thiisa fald har vi altsa, at G C &, og dermed o(G) C &,
da &, er en o-algebra. Hvis G er stabil under endelig gennemsnit, er det nok at
vise, at &, er et d-system.

Ovelse 2. Vis at et maengdesystem £ C 2F er en o-algebra, hvis og kun hvis &
er bade en algebra og et d-system.
Definer for ethvert G C 2F

Mo(G) == M

hvor M gennemlgber alle T| -stabile maengdesystemer indeholdende G.

Overvej at Mo(G) er 1] stabil og konkluder her ud fra, at Mo(G) er det mindste
meengdesystem, der indeholder G og er T stabil.

Vis dernaest at Mo(A) = o(A), hvis A er en algebra.

Vink: Vis at Mo(.A) er en algebra, d.v.s. C-stabil og U f-stabil. Kopier bevistek-
nikken i Dynkin’s lemma. O



Borel o-algebraer.

Lad (S,d) betegne et metrisk rum. Vigtige eksempler er som bekendt R eller
mere generelt R udstyret med den seedvanlige Euklidiske metrik. Lad U/ betegne
meengden af abne delmaengder af S, d.v.s.en delmaengde U C S ligger i U hvis

VeeUdr>0: blx,r) CU,

hvor b(x,r) = {y € S|d(z,y) < r} er den abne kugle med centrum z og radius
r.(Overvej at b(z,r) er aben.) Ud fra de abne meengder defineres den sakald-
te Borel o-algebra B(S) som den mindste o-algebra, der indeholder alle abne
meaengder, d.v.s.
B(S) :=a(U).

Da mengdesystemet U = {G°|G C S aben} pr. definition netop er meengden
af lukkede delmeengder af S, kan B(S) akvivalent beskrives som den mindste o-
algebra, der indeholder alle lukkede delmaengder af S. Hvis ikke andet eksplicit
siges, er det altid Borel o-algebraen, man benyter i et metrisk rum, og ligesom
meengden af abne maengder sendres den ikke ved skift til en sekvivalent metrik.
Hvis (S,d) er separabel, d.v.s.der findes en teellelig delmeengde (x;);>; € S, sa at

VeeSVr>03i>1: x; € b(x,r)

(man udtrykker dette ved at sige, at (z;);>1 er teti S), kan B(S) ogsa beskrives,
som o-algebraen frembragt af alle abne kugler i (S,d). Thi hvis (x;);>1 er en
teellelig taet meengde i S, gaelder for enhver aben delmeengde U i S, at

U= U b(x;, i h).

(4,3), bzi,i—H)CU

Bevis. (teenk pa R med den saedvanlige metrik)

Lad z € U veere givet. Da U er aben, findes der et j > 1, sa at b(x,j7!) C U.
Velg nu z; € b(z,(25)7!) og betragt kuglen b(z;, (25)7!). De grundlaeggende
egenskaber ved en metrik, specielt trekantsuligheden, sikrer, at

x € b(z;, (2§)7") Cb(x,57") C U,

hvilket viser den postulerede lighed. &

I separable metriske rum er enhver aben maengde altsa en teellelig foreningsmeaeng-
de af abne kugler, og Borel o-algebraen er derfor frembragt af de abne kugler.
Bemeaerk at argumentet mere preecist viser, at

B(S) = o({b(z:,j ") |i,j = 1}),

d.v.s. B(S) er taellelig frembragt, hvis (S, d) er separabel.
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Lad os for et gjeblik se, hvad dette betyder i tilfzeldet R og R"™. Disse rum
er separable, thi Q og Q", d.v.s.punkterne i R™ med rationale koordinater, er
teellelige teette delmaengder af h.h.v. R og R™. Dette betyder, at

BR)=o({]a,b[| — oo <a<b<ool),

thi intervallerne af formen ] a,b[ for —0o < a < b < 0o er netop de abne kugler i
den Euklidiske metrik, da

b(z,r) =]x —r,x+r|[ og dermed ]a,b[=b((a+b)/2,(b—a)/2).

Tilsvarende er

B(R”):a({ﬁ]ai,bi[] —o<a<b<ocoi=1,...,n}),

i=1

hvor
n

H]ai,bi[:{(xl,...,xn)GR"]ai<xi<bii:1,...,n}.

i=1
Det flerdimensionale tilfzelde indses lettest ved at bruge metrikken

doo(z,y) == 112512( lz; —yi|  for z = (2i)1<i<n, ¥ = (Wi)1<i<n € R™.

do er @kvivalent med den Euklidiske metrik pa R", og de tilhgrende abne kugler
er af formen [[",]a;, b; [, hvor kantleengden b; — a; er uathengig af i.

Men der findes mange andre frembringersystemer. F.eks. viser identiteterne ¢-
verst side 5 sammen med ligheden

la,b[= U a+1/n,b—1/n],

at B(R) ogsa er frembragt af meengden af lukkede intervaller (detaljerne overlades
til leeseren). Til senere brug fremheaeves specielt flg. resultat. Bemeerk at de to
frembringersystemer begge er stabile under endelig gennemsnit.

Lemma 3 B(R) er frembragt af mengdesystemet {(—o0,b]|b € R}, og tilsva-
rende er B(R"™) frembragt af {I[}-,(—00,b;]|bi e Ri=1,...,n}.

Bevis. Vi viser kun det endimensionale tilfeelde. Det generelle gar analogt. Lad
B betegne o({(—o0,b]|b € R}). Da (—o0,b] er en lukket meengde, er

B C o({lukkede maengder}) = B(R).

D.v.s.det drejer sig om at vise, at B er stor nok, f.eks. at den indeholder ethvert
abent interval | a,b[. Men dette fas for alle a < b af ligheden

la,b[= (—o0,b[\(— D 00,b—1/n] N (—o0,al’.
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Ovelse 3. Definer for alle i € Z™ og k > 1
D =116 —1)-27%4;-277).
j=1

Vis at maengden af disse akseparallelle dyadiske kasser frembringer B(R™), samt
at {DF|i € Z", k > 1} U {0} er stabil under gennemsnit. O

Hvis (S,d) er et metrisk rum, er det naturligt at udstyre produktrummet S”
med en sakaldt produktmetrik. En metrik d pa S™ kaldes en produktmetrik,
hvis d-konvergens af en punktfglge i S™ er sekvivalent med d-konvergens af de n
tilhgrende koordinatfglger, d.v.s.

lillgrlgk:g i(S”,ci)<:>1ilgnxk7i:xii:1,...,n i(S,d).

hvor z,, = (k1,...,%kn) 0g £ = (T1,...,%,). Bemerk at S™ er separabel i
enhver produktmetrik, hvis S er separabel. F.eks.er

{(@hys ) [ R > 1 =1, n},
taet i S, hvis (zg)r>1 er taet i S. Vigtige eksempler pa produktmetrikker er

n n

doo(ga Q) = fg?g%d(xzayz% dl(lag) = Zd(%,yz) 0g dQ(la y) = Zd<xzay1)2

i=1 =1
for T = (-ri>1§i§n7 g = (yi)lgign e S, (Taenk over dette)

Da S™ kan opfattes bade som et produktrum og et metrisk rum, er B(.S)"™ og B(S™)
to naturlige o-algebraer pa S™. Det er derfor oplagt at undersgge deres indbyrdes
sammenhaeng. Seetning 1 nedenfor viser, at der altid gaelder B(.S)" C B(S™), men
hvis S er separabel, gaelder der, som vi nu skal vise, lighedstegn.

Proposition 1 For ethvert separabelt metrisk rum (S,d) er B(S)™ = B(S™) for
n > 2. Specielt er B(R™) = B(R)"™ for n > 2.

Bevis. Af overskueligheds grunde betragtes kun tilfeeldet n = 2. Da Borel o-
algebraen er uatheengig af, hvilken produktmetrik der anvendes, udstyres S x S
med metrikken d.,, d.v.s.

dw(lay) = d(xhyl) \4 d($27y2) Z = (‘rlvxZ)a Yy = (ylny) €S XS,
Kuglerne i denne metrik er produktmaengder, idet
b(xz,r) = b(xy,r) X b(za,7) for r >0, z = (21,22) €S X S.

Da S er separabel, er S x S, som nevnt, separabel i d,, -metrikken. Enhver aben
meengde U C § x S er derfor en teellelig foreningsmaengde af produktmaengder
og dermed element i B(S) ® B(S) = B(S)?. D.v.s.

B(S?*) =c({U|U C S x S aben}) C B(S)>.
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For at vise den anden inklusion betragtes meengdesystemet
B, :={AecB(S)|AxS € B(5%}.
Formlerne
SxS=8% A°xS=(AxS)Eog (GAi)xS: G(AixS).
i=1 i=1

viser, at By er en o-algebra; og da U x S er aben i S? og dermed element i B(S?)
for enhver aben maengde U, indeholder B; alle abne maengder og udggr derfor
hele B(S). Tilsvarende vises

S x B € B(S?) for alle B € B(S),
og derfor
Ax B=(AxS)N(S x B) € B(S?) for alle A, B € B(S),

hvilket pr. definition af B(R)? viser den manglende inklusion. &

Ovelse 4. Lad (5, d) betegne et metrisk rum. Vis at enhver lukket maengde F
er et teelleligt gennemsnit af abne meengder. Vink: Vis og udnyt at

F = ﬂl G, hvor G, := | b(z,1/n).
n= zeF

Overgang til komplementet viser derfor, at enhver aben maengde er en tellelig
foreningsmaengde af lukkede maengder. Deducer herudfra, at B(S) = Mo(G),
hvor G enten er maengden af alle abne maengder h.h.v. maengden af alle lukkede
maengder. Vink: Kopier fremgangsmaden i Ovelse 2. O

Lad mig som afslutning bare neevne, at hvis A er en ikke-tom delmeengde af et
metrisk rum (5,d), sa er (A,d) igen et metrisk rum, og den tilhgrende Borel
o-algebra B(A) opfylder

B(A) = {ANB|B e B(S)},

d.v.s. B(A) C B(S) hvis A € B(S). Ligheden skyldes, at en delmeengde U C A
er aben i (A, d), hvis og kun hvis

U=ANU hvor U er aben i (S,d).

Bemeerk at (A, d) er separabel, hvis (S, d) er separabel. For hvis (x,),>1 er teet
i(S,d), sa er, idet y betegner et fast punkt i A, (ynx)ni>1 taet i (A, d), hvor for
givne n, k > 1 punktet y, 5 er valgt i h.h.t.

Ynk € ANb(z,,1/k) hvis denne maengde er ikke-tom og vy, = y ellers.
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Malelige funktioner.
[ det fglgende betegner (F,E) og (F,F) malelige rum. Som det er naturligt i
mange matematiske sammenhaenge, betragtes afbildninger mellem E og F', som
harmonerer med den givne malelige struktur. Disse sakaldte malelige afbildnin-
ger defineres som fglger.

Definition En funktion f : E — F' er malelig, mere preecist (€, F)—malelig, hvis
fUF) ={f(B)|BeF} CEdvs.

fY(B):={ec E|f(e) e B} €& foralle Bc F.

En funktion er altsa malelig, hvis og kun hvis urbilledet af enhver malelig meengde
i F'er en malelig meengde i E. I stedet for f~1(B) skrives ofte kort {f € B}.

Vi skal i dette afsnit udlede forskellige egenskaber ved malelige funktioner samt
i vigtige specialtilfeelde undersgge, hvordan malelighed eftervises. Som bekendt
bevares de geengse maengdeoperationer ved inversbilled-dannelse, specielt er

FHUA) = U (A) o A = £HA)
Dette viser, at for enhver funktion f: £ — F er
{f/(B)|BeF} og {BCF|[(B) €&}

o-algebraer i h.h.v. F og F' og dermed

for ethvert meengdesystem G i F'. For da venstresiden, som naevnt, er en o-algebra
i F, som omfatter f~!(G), er inklusionen D klar, og den anden fglger, da

{Bea(@)|f(B)ea(f(9))}

er en g-algebra i F', som indeholder G. En vigtig konsekvens heraf er flg. regel.

M1 Hvis F = 0(G) for et mengdesystem G i F, sa gelder for f : E — F, at
fer (&, F)malelig < f1(G) €& foralle G €g.

o-algebraen {f~!(B)| B € F} betegnes o(f) og omtales ofte som den af f frem-
bragte o-algebra. Bemseerk at den atheenger af . En simpel overvejelse viser,
at o(f) er den mindste o-algebra i E, som ggr f malelig, som funktion ind i det
malelige rum (F, F), d.v.s.

o(f) = B.

hvor B varierer over alle o-algebraer i E, hvor f er (B, F)-malelig.
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Hvis F er teellelig frembragt, geelder dette ogsa o(f), thi ifolge det ovenstaende
er

F=0((A)nz1) = o(f) = a((f " (An)uz1)-

Tilsvarende betegner o((f;)ic;) den mindste o-algebra i E, som gor en familie
(fi)ier af funktioner malelige. f; er her for ethvert i en funktion fra F ind i et
maleligt rum (F;, F;). Her geelder derfor, at

o((fi)ier) = o({fi ' (A) li € I, A€ Fi}).

Hvis (Fy,F1) er endnu et maleligt rum og f : E — F og g : F' — F} er givne
funktioner, fglger af reglerne for dannelse af urbillede, at

(go f) N (B)=f g '(B)) foralle BC F}.
Dette viser umiddelbart folgende vigtige resultater angaende malelighed.

M2 Malelighed bevares ved sammensetning, d.v.s. hvis f er (€, F)-malelig, og g
er (F,F1)-malelig, sa er go f (€, F1)-malelig.

M3 f er (€,0(g))-malelig, hvis og kun hvis g o f er malelig m.h.t. (€, F).

Den sidste regel generaliserer til situationer med flere afbildninger.

Tilfeeldet (F, F) = (R, B(R)) er seerligt vigtigt, og i forbindelse hermed indfores
en speciel notation idet maengden af malelige reelle funktioner defineret pa (E, &)
betegnes M(E), d.v.s.

M) :={f: E—R|fer (£ BR))-malelig}.
Sammen med Lemma 3 viser M1, at der for f: £ — R geelder
feME) & {f <z} e forallexreR.

Ifplge geengs notation skrives kort {f < z} i stedet for f~!((—o0,z]). Benyttes
andre frembringersystemer opnas sekvivalente beskrivelser af elementerne i M(E).
De begraensede h.h.v. de ikke negative elementer i M(£), bruges sa ofte, at de far
en selvsteendig betegnelse

bM(E) :={f e M(E)|Tr <oo|f(e)] <r for alle e € E},
M(E)y :={f eM(&)]| f(e) >0 for alle e € E} og bM(E); :=bM(E) N M(E) 4.

I nedenstaende Lemma 4 og 5 formuleres og vises forskellige egenskaber ved den
vigtige funktionsklasse M(E). Men for at forsta beviset for Lemma 4 ma vi forst
studere to i sig selv interessante problemstillinger. Det drejer sig dels om male-
lighed i forbindelse med produktrum og dels om samspillet mellem malelighed og
kontinuitet.
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Vi starter med det sidste. I har i tidligere kurser studeret kontinuerte funktioner,
sa i sammenhaengen her er det naturligt at undersgge disse ud fra et malelig-
hedssynspunkt. Betragt derfor to malelige rum (51, B(S1)) og (S2, B(S2)), hvor
(Si,d;)’erne er metriske rum med tilhgrende Borel o-algebraer. De kontinuerte

funktioner fra Sy ind i S5 er her en interessant klasse, og da kontinuitet af en
funktion f : 57 — Sy , d.v.s.

Vee S Ve>030>0:di(x,y) <0 = do(f(x), fly)) <€
aekvivalent kan formuleres som
VeeS Ve>035>0:b(x,0)C ffl(b(f(:c),e))

ses, at kontinuitet medfgrer, at f~1(U) er aben i Sy, hvis U er aben i Sy. Flg. vig-
tige resultat er derfor en konsekvens af M1 og definitionen pa Borel o-algebraen.

Saetning 1 Lad (S;,d;) i = 1,2 betegne metriske rum. Da er enhver kontinuert
funktion f: Sy — Sy Borel malelig, d.v.s. (B(S1), B(S2))-malelig.

Ovelse 5. Lad (5, d) betegne et metrisk rum. Vis at B(S) = o(C(.5)), hvor
C(S) :={f:S — R| f kontinuert}.

D.v.s. en afbildning g fra et maleligt rum (£, £) ind i S er malelig m.h.t. (£, B(S5)),
hvis og kun hvis fog € M(E) for f € C(S). Vink: For enhver lukket meengde F’
er funktionen x — d(z, F) := inf cp d(x,y) kontinuert og F' = {d(-, F') = 0}. O

Lad derneest (E;, &) i = 1,2 veere malelige rum og betragt produktrummet £ x
FE5 udstyret med produkt o-algebraen £ ® &. Definer projektionsafbildningerne
PE, 08 PE, ved

pE,(€1,e0) :=€1 0g pg,(e1,es) :=ey foralle (e1,e9) € Ey X Es.
Ligheden
Ax B=(AXE)N(E x B)=pg (A) Npg(B) hvor A€ & og B € &,

viser, at & ® & = o(pg,, PE,), d.v.s. projektionsafbildningerne frembringer pro-
dukt o-algebraen. Resultatet generaliserer usendret til produktrum med mere
end to faktorer. Kombineres dette med Saetning 1 fas for ethvert metrisk rum
(S,d), at hvis S™ udstyres med en produktmetrik, er

B(S)" <€ B(S"),

da de n projektionsafbildninger fra S™ ind i S er kontinuerte og dermed Borel
malelige. Strukturen af produkt o-algebraen giver endvidere anledning til flg. re-
sultater vedrgrende produktrum. For at lette overskueligheden formuleres pastan-
dene kun for to faktorer. (E;, &) og (F;, F;) i = 1,2 betegner her malelige rum.
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M4 f=(f1,f2): E— Fi X Fy er (€, F, ® Fy)-malelig, hvis og kun hvis koordi-
natfunktionerne f; : E — F; er malelige m.h.t. (£, F;) fori=1,2.

M5 Huis g : By X Ey — F er malelig m.h.t. (£, ® &, F), er
g(-,ea) ser—gle,ea) og gler,-) e gler,e)

malelige fra Fy h.h.v. By ind i F for alle e € Ey og e; € Ey. Specielt er for
ethvert U € £ ® &y sektionerne malelige, d.v.s. for alle ey € Fy og e € Fy er

Uley) . ={e€ Ey|(e1,e) e U} €& og Ulex) :={e€ Ey|(e,e0) € U} € &.

Bevis. M4 fas af M2 og M3, da f; = pg, o f for i = 1,2. Fgrste halvdel af M5
folger ogsa af M2, idet

gler,) = gove, fore; € Ey og g(-,e2) = gote, for es € Ey,
hvor 1., ’erne er givet ved
Ve, () = (e1,€) for e € By og t,(e) = (e,ez) foree€ By,

og disse er ifglge M4 malelige m.h.t. (&3, & ® &) h.h.v. (£1,E ®E;). Resten folger
nu af lighederne

Uler) = ¢/ (U) og Ulea) =, (U),
da 1., og 1.,, som netop vist, er malelige fra Fy h.h.v. Fy ind i E} X Fj. &
Da B(R"™) = B(R)"™ indeholder M4 flg. vigtige konsekvens.

M6 Huvis f : E — R™ har koordinatfunktioner fi,..., fn, dv.s. f = (f1,.. ., fa),
geelder

fer (£,B(R"))-malelig & f; er (£, B(R))-malelig fori =1,...,n.

Vi er nu i klar til at formulere og bevise Lemma 4.

Lemma 4 M(E) er et reelt vektorrum, som yderligere er stabil under produkt og
punktvis max og min dannelse. D.v.s. hvis f og g er elementer i M(E), sa gelder
dette ogsa f+g, f-g, fNg, fVgogcf foralleceR.

Bevis for Lemma 4. Da beviserne er identiske, ngjes vi med at vise maleligheden af
f+g. Ifglge Md er e — (f(e), g(e)) malelig m.h.t. (£, B(R?)), og da (z,y) — x+y
er en kontinuert reel funktion pa R? fas af Seetning 1, at sammenszetningen,
d.v.s.e— f(e) +g(e) = (f +g)(e), ligger i M(E). o

Stabiliteten under punktvis max og min betyder, at M(E) = M(E)+ —M(E) 4, thi
for ethvert f € M(E) definerer

ff=fVv0 og f~:=—(fA0)
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to elementer i M(&),, som opfylder
f=f"=f og lfl=f"+f".

f* og f~ kaldes h.h.v.den positive og negative del af f. Bemeerk at f+ = z7(f)
og [~ =x7(f), hvor x* og 2~ er de ikke-negative reelle kontinuerte funktioner

T z— V0 og 27 x— —(zAD).

C'(S)-rum opfylder ogsa Lemma 4, men som vi nu skal se, bevares malelighed i
modszetning til kontinuitet under punktvis konvergens af fglger. M(€) har nemlig
yderligere flg. vigtige egenskab.

Lemma 5 For enhver folge (fn)n>1 @ M(E) er
C((fu)n>1) :={e € E| 1171111 fn(e) eksisterer i R} € o((fy)n>1) C &;
og funktionen fo : E — R defineret ved
hmn fn(e) hvis e € C((fn)nzl)
fole) ==
0 ellers,
er o((fn)n>1)-malelig, d.v.s. specielt er fo € M(E).

Bemeerkning. Anden del geelder usendret i ethvert metrisk rum (S, d) forudsat
C((fn)n>1) € &, hvorimod forste del kreever, at (S, d) er fuldsteendigt og separa-
belt. Nedenstaende bevis gaelder usendret i den mere generelle situation. Sepa-
rabiliteten sikrer her, at e — d(f(e), g(e)) € M(E) for ethvert par af funktioner
foggfra FindiS, som er malelige m.h.t. (£, B(5)). (Tenk over dette.)

Bevis. Lad (f,)n>1 € M(E) veere givet. Da R er fuldsteendigt, er

C((fu)n>1) = {e € E|(fn(e))n>1 er en Cauchy-folge i R}

_ kﬁ f_jl fj {e € E||fu(e) — fumle)] < 1/k},

hvilket viser forste del. Skrives kort C' i stedet for C((f,)n>1), er det for at vise
anden del nok at vise, at f_'(F)NC € & for enhver lukket maengde F' i R. Men
betegner som ovenfor d(-, F') den kontinuerte funktion

d(z, F) :;Ielllzlx —y| forallez eR

0g d(foo, F) 0g d(fn, F') sammensetningerne d(-, F') o fo, og d(-, F) o f,, ses, da
0 <d(fn, F)(e) = d(foo, F)(e) for alle e € C, at

[o ol e O lNe o]

FHF)NC ={d(fo, F) =0ynC = U N {d(fn, F) <1/E}NC.

k=1n=1m=n
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Pastanden er derfor en konsekvens af, at d(f,, F')’erne alle er malelige. &

I forbindelse med integralteorien er det bekvemt at kunne betragte funktioner
med veerdier i de udvidede reelle tal, d.v.s. meengden R := {—oo} UR U {c0}.
Udstyres R med o-algebraen B(R) frembragt af meengderne

{0}, {—0} og (—o0,z] forz € R

betegner M(€) meaengden af £-malelige funktioner med veerdier i (R, B(R)).

Notationen B(R) indikerer, at der findes en metrik d pa R, sa at B(R) er den
tilhgrende Borel o-algebra. d kan f.cks. veelges som

. lr —y| A1 z,y €R
(o) = {

1 ellers
Da en funktion f: E — R ligger i M(£), hvis og kun hvis
{-o< f<z}e& z€R,

kan M(E) opfattes som en delmaengde af M(E); og ved brug af de gaengse ud-
videlser af regningsarterne + og - samt max og min til R ses, at M(&) er stabil
under punktvis max og min samt produkt. Da oo + (—oo) ikke kan gives en
fornuftig mening, er M(€) derimod ikke et vektorum, men har summen af to
elementer i M(€) blot mening, f.eks. hvis begge er ikke-negative, sa er den igen
malelig, d.v.s. element i M(E) (teenk over dette).

Stabiliteten under max og min betyder, at dekompositionen i positiv og negativ
del stadig er mulig, idet vi til ethvert f € M(€) tilordner to elementer

fTi=fVvO0 og f~:=—(fA0)
i M(€)4, som igen opfylder f = f*— f~og |f|=f"+ f.

Det naeste resultat kompletterer Lemma 5 og formuleres derfor som et korollar
til dette.

Korollar Lad (f,)n>1 betegne en folge i M(E). Flg. funktioner er da elementer i
M(E), d.v.s. E-mdlelige med veerdier i de udvidede reelle tal,

sup fn, inf f,, limsup f,, liminf f,,
n n n n

hvor limsup,, f,, := inf,, (supys,, fr) og liminf, f, := sup, (infz>, fi).

Bevis. Det er nok at se pa de to fgrste, og disse folger af identiterne

{sup f, <z} = ﬁ{fngx} og {i%ffn<:c}: fj{fn<:c} forx € R
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samt lighederne

o0 o0

{sup fu = o0} = ({fu = —o0} og {inf fu = 00} = ({fu = 00} ©

n=1 n=1
Dvelse 6. Udnyt Korollaret til at give et bevis for Lemma 5 baseret pa lim inf,, f,,
og limsup,, f,. O

Notation. Til ethvert A € £ tilordnes funktionen 14, kaldet indikatorfunktionen
for meengden A, defineret ved

14(x) :=

1 hviszec A
0 hvis x € A°.

Da 14 kun antager veerdierne 0 og 1 og A = {14 = 1} og A° = {14 = 0}, er
14 € M(€), og forbindelsen mellem en mangde og den tilhgrende indikatorfunk-
tion er enentydig. Her ud fra defineres de sakaldte simple funktioner, betegnet
S(€), som underrummet i M(€) frembragt af alle indikatorfunktioner, d.v.s.

fesE) & f= (endelig)Zai-lAi a; € R, A; €€.

Opskrivningen er ikke entydig, og man kan altid finde en, hvor A;’erne udggr en
endelig partition. Dette er en konsekvens af karakterisationen

S(E) ={f eM(E)]| f(E) er en endelig maengde},

der tillige viser, at S(£) er stabil under produkt samt punktvis max og min,
d.v.s.for alle f,g € S(E) er

f-9,fVgog fAgeSE).

Skont S(&) er en forholdsvis ’lille” meengde af funktioner, spiller den en veesentlig
rolle. Dette skyldes ikke mindst fglgende simple, men vigtige resultat. Korollaret
fglger umiddelbart af lemmaet ved opsplitning i positiv og negativ del.

Lemma 6 Lad f € M(E), vere givet. Definer for ethvert n > 1

n2m

foo= 2 (B =1)/2" Lo ey 0 Lipony.
k=1

Da er (fn)n>1 CS(E)+, og fn(e) T f(e) for alle e € E. Huvis f er begranset, d.v.s.
0 < f <r < oo, konvergerer f, erne uniformt mod f, idet

sup|f(e) — fale)] <27 forn >,
eck
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Korollar For ethvert f € M(E) findes der en folge (fn)n>1 C S(E), sd at f, erne
konvergerer punktvis mod f, og konvergensen sker uniformt, hvis f er begrenset,
d.v.s. hvis 0 < |f| <r < 0.

Bevis for Lemma 6. Fglger af at f,, = ¢,(f) for n > 1, hvor ¢, : R — R er
givet ved

n2"l
on(T) = Z(k’ —1)/2" - Lye—1yjon,kyom) (@) + 1 1y oop(z) 2€RN>1 O
k=1
Til senere brug bemeaerkes, at
1 n2"
On(2) = 5 D~ Ljiyan, ool ()
2" =

for alle x € R og n > 1. Dette beror pa flg. simple omskrivning.

n2m n2" k—

Z(k - 1) ) 1}(/43 1)/2m, k/2”] Z Z 1] k—1)/27, k/2n}( )
k=1 k=2 j=1
n2"—1 n2" nam_—1
= Z Z L r—1)/20, k27 ( Z 15 jon ) (
J=1 k=j+1 j=1
n2"

=1

En vigtig konsekvens af Lemma 6 er flg. resultat. Det formuleres i to udgaver.
1) En delmeengde V C M(€), udggr hele M(E),, hvis

a1) V indeholder alle indikatorfunktioner.

b1) V er stabil under sum og multiplikation med positiv skalar.

c1) V er stabil under punktvis monoton konvergens, d.v.s.

(fn)nZl g V fn S fn—i—l for alle n = Supfn eV.

2) En delmeengde V' C M(&) udger hele M(E), hvis
ay) V indeholder alle indikatorfunktioner.
by) V er et vektorrum.

c2) V er stabil under punktvis monoton konvergens, forudsat greensefunktionen
er endelig, d.v.s.

Supfn €V hvis (fn)nZl - ‘/a fn < fn—i—l og {Supfn < OO} =F.
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D.v.s. for at vise at alle elementer i M(E) har en given egenskab p, er det nok at
indse, at maengden

{f € M(&) | f opfylder p}

opfylder punkterne as), by) og ¢3). Metoden, der er en funktionsudgave af Dyn-
kin’s Lemma og kendt under navnet ”Standardbeviset”, er yderst anvendelig. Den
kan forfines pa mange mader se f.eks. afsnit 1.49 i Hoffmann. En simplere men
ofte anvendelig generalisation er indeholdt i flg. resultat.

Monotone Klasse Lemma.

Lad V' betegne et reelt vektorrum bestaende af begransede reelle funktioner defi-
neret pa E. Antag at V indeholder alle konstante funktioner samt er stabil under
monoton voksende uniformt begraenset punktvis konvergens, d.v.s.

sup fn, € V hvis (fn)n>1 CV og fn < froy1 < M for et M < oo.
Da er bM(co(H)) C V' for enhver delmengde H C V', som er stabil under multi-
plikation, d.v.s. opfylder at f - g € H for alle f,g € H.

Ovelse 7. Faktoriseringssaetningen.
Antag at £ = 0(g), d.v.s.€ = g7 (F), hvor g er en funktion defineret pa F med
veerdier i et maleligt rum (F,F). Vis at

M(E) ={pog|py e MF)}
Vink til C: Anvend Standardbeviset. O

Ovelse 8. Antag &€ = o({Ay,...,A,}) for en partition Ay, ..., A, af E. Vis ved
brug af Faktoriseringssaetningen, at

M(E):{ZazlAlmleRl:l,,n}
i=1

D.v.s. enhver £-malelig funktion er konstant pa A;’erne. Dette er et specialtilfaelde
af et generelt princip, som siger, at hvis F er en o-algebra og A € F et F-atom,
d.v.s.

BNA=Aeller) foralleBeF,

da er enhver F-malelig funktion konstant pa A. O

21



Mal.

I mange sammenhaenge gnsker man at stgrrelsesangive maengder ved hjeelp af
ikke-negative reelle tal. Teenk f.eks. pa arealet af plane figurer, rumfang af rum-
lige legemer eller sandsynligheder af heendelser. Det matematiske veerktgj til en
sadan maling er et sakaldt mal eller mere preecist et o-additivt (synonymt teelle-
ligt additivt) mal pa en o-algebra.

Definition. Lad (E, £) betegne et maleligt rum. En funktion p : &€ — R kaldes
et mal pa &, hvis u(0) =0 og p er o-additiv d.v.s.

(U Ai) =D u(A;) for parvis disjunkte Ay, ..., A,, ... €&.
i=1 i=1

Mengden af mal pa o-algebraen £ betegnes m(&), og en simpel overvejelse vi-
ser, at m(&) er stabil under multiplikation med positiv skalar, endelig og teellelig
sumdannelse samt under restriktion, d.v.s. for ethvert u € m(€) og ethvert B € £
er ugp € m(€), hvor

up(A) == u(ANB) foralle Aeé.

Malene inddeles efter stgrrelse i h.h.t. fig. notation.

a) p er et endeligt mal (sandsynlighedsmal), hvis u(E) < oo (u(E) = 1).

b) p er et o-endeligt mal, hvis 3 (A4,) C € : U, An = FE og u(A,) < oo for alle n.
c¢) p er et sum-endeligt mal, hvis p = >, p;, hvor p;’erne er endelige mal pa €.
Endelige mal er klart o-endelige, og ethvert o-endeligt mal er sum-endeligt, thi
hvis p er o-endeligt og (A,) en tilhgrende overdaekning bestaende af maengder

med endeligt mal, sa er p1 = 3,51 pp, en beskrivelse af 11, som en sum af endelige
mal, hvor (B,,) er en disjunktgering af (A,,), f.eks.

n—1
B1 Z:Al og Bn:An\ UBl nZl

=1

Udover disse operationer indenfor m(£) kan mal flyttes fra et maleligt rum til
et andet ved hjelp af en malelig afbildning. Lad hertil (F, F) betegne endnu et
maleligt rum og f: E — F en malelig atbildning. Da urbilledet af en parvis dis-
junkt foreningsmeengde er den parvise disjunkte foreningsmeengde af de enkelte
urbilleder, definerer fastsaettelsen

pr(B) = pu(f~1(B)) BeF

for ethvert ;1 € m(€) et mal pa (F,F). ps (mange forfattere bruger betegnelsen
po f~1) kaldes billedmalet af pu ved afbildningen f. D.v.s.en malelig afbildning
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f inducerer en afbildning fra m(€) ind i m(F). Et endeligt mal afbildes herved
klart i et endeligt mal og ligeledes for sum-endelige, hvorimod o-endelighed ikke
ngdvendigvis bevares under dannelse af billedmal.

Spgrgsmalet om eksistens af mal med givne egenskaber udsattes til et senere
kapitel. Men vi vil dog straks indfgre de sakaldte punktmal. I modseetning til de
fleste mere interessante mal, kan disse defineres pa hele 2%.

Notation. For alle e € E betegner 6, afbildningen fra 2% ind i R, givet ved
6e(A) :=14(e) for alle A € 2F.

e kaldes punktmalet (Dirac malet) i punktet e. Et mal af formen Y, a; - d,, hvor
a; > 0oge; € Ffori>1 kaldes et diskret mal. Er summen endelig, bruger man
ofte betegnelsen simpelt mal. (Laeseren bgr eftervise, at der er tale om mal pa 2F)

Det er vigtigt straks at afdeekke de generelle egenskaber ved mal, der ligger gemt
i ovenstaende definition. Resultaterne samles i flg. lemma.

Lemma 7 Lad (E, &) betegne et maleligt rum. Ethvert element i m(E) har da
flg. egenskaber.

1) p er endelig additiv, d.v.s. p(UL, 4;) = S0 u(A;) for ethvert endeligt st
af parvis disjunkte Ay, ..., A, 1 E.
2) u er voksende, d.v.s. u(A) < u(B) for ethvert par A C B af maengder i £.

3) p er opad kontinuert, d.v.s. u(An) T u(Ups1 An) for enhver folge (Ap)n>1 @ &,
sa at A, C A,q for alle n.

4) p er nedad kontinuert pa p-endelige meengder, d.v.s. p(A,) | u(ﬂn>1 A,) for
enhver folge (Ap)n>1 @ E, sd at A, 2 A,qq for alle n og inf, u(A,) <
u

5) pu er endelig- og teellelig subadditiv, d.v.s. u(U; A;) < 3 u(A;) for enhver
endelig eller tellelig familie (A;) i E.

Bevis. 1) fas af den teellelige additivitet anvendt pa A;, ..., A4,,0,0,..., og 2) af
ligheden B = AU (B\A), som geelder da A C B.
3) Definer By := A; og B; := A;\A;_1 for i > 2, d.v.s. B;’erne er parvis disjunkte,
og

U UA og UB A, for alle n.

=1

Ifglge den endelige og tecllelige additivitet gaelder derfor, at

MQAZ-) UB =3l i>=n,rln§;u<3i>:npu<An>.

=1

4) Antag uden tab af generalitet, at u(A;) < oco. Definer B,, := A; \ 4, n > 1.
B, erne er da voksende, og B, T A1\N,>1 An. Ifolge 3) og den endelige additivitet
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gaelder derfor, at

(A1) — p(An) = u(Bn) T (AL \ () 4n) = n(Ar) — p([) An),

n>1 n>1

d.vs. p(Ay) | p(Nes1 An). 5) Ifolge 3) er det nok at vise endelig subadditivitet,
d.v.s. pr.induktion nok at vise at

(A1 U Asg) < p(Ar) + p(As).
Men dette folger af 1) og 2) samt ligheden A; U Ay = A3 U (A2\Ay). <&

Lemma 8 Det fgrste Borel-Cantelli Lemma.
Lad (Ap)n>1 C & og p € m(E) vere givet. Da gelder

Z ) < oo = u(hmsupA )=0 hvor limsupA4, =[] J 4.

n=1k=n
Bemerk at limsup,, A, = {>02, 14, = 00} = {e|e € A, for uendelig mange n}.

Bevis. Seet B, := Up2,, Ax, for alle n > 1. Daer (By,),>1 € € og B,11 C B, for
alle n, og da

B < p(A

ifglge subadditiviteten, fas af den viste udgave af 'nedad kontinuitet’, at

/L(hmsupA ﬂ B,) = hmpJ (Bn) < lim > p(Ag) =0.
k=n

Ovelse 9. Vis at p(limsup,, A,) > limsup,, u(A4,), hvis u er et endeligt mal, eller
mere generelt hvis p(U, An) < co. O

Preecisering af et mal p kraever i princippet kendskab til dets veerdi pa ethvert
element i £. Men o-additiviteten bevirker, at mindre kan ggre det, thi som
konsekvens af Dynkin’s Lemma geelder flg. vigtige entydighedsudsagn.

Proposition 2 To endelige mal o og v pa € med samme totale masse, d.v.s.
w(E) = v(E), eridentiske, hvis de stemmer overens pa et mengdesystem G, som
er stabil under endelig gennemsnit og frembringer €, d.v.s. A,B € G = ANB € G
og o(G) =¢€.

Korollar To mal i1 og v pa £ er identiske, hvis de stemmer overens pa et maeng-
desystem G, som er stabil under endelig gennemsnit, frembringer € og indeholder
en folge (Gp)n>1, sa at p(G,) < oo for allen > 1, 09 G, T E, d.v.s.G,, C Gpyq
og E=U, G,.
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Bevis. Ifglge antagelsen om samme totale masse og egenskaberne ved mal er
A:={Be&|uB)=v(B)}

et d-system, og da G C Aer & =0(G) C A, d.v.s. u = v. Vedrgrende korollaret
viser Proposition 2, at restriktionerne ug, og vg, er ens for alle n. Heraf fas iden-
titeten u = v ved graenseovergang, thi da mal er opad kontinuerte, konvergerer

pe, (A) = p(ANG,) 1 1(A) og tilsvarende vg, (A) T v(A) for alle A € £. &

Ved at kombinere Proposition 2 og Lemma 3 ses, at et ethvert endeligt Borel mal
1 pa R h.h.v. R" er entydigt bestemt ved funktionen

x+— p((—oo,z]) h.hv. gHu(ﬁ(—oo,xi}).

i=1
Med baggrund i Proposition 2 har flg. definitioner god mening.

Definition. For ethvert n betegnes med A, det entydigt bestemte o-endelige mal
pa (R", B(R™)), som opfylder

n

An (H]ai,bio = H (b —a;) forallea; <b;i=1,...,n.
i=1

=1

A kaldes Lebesgue malet pa R™, men i dimensionerne 1,2 og 3 bruges ofte be-
tegnelserne lengde-, areal- eller rumfangsmalet. Bemaerk at entydigheden sikrer,
at \,’erne er translationsinvariante, d.v.s.

M(A) =N (A+2x) forallez e R"og A€ BR").

@velse 10. Vis at A, om,; ' =r""-\,, hvor m, for r > 0 er afbildningen i R"
svarende til koordinatvis multiplikation med r, d.v.s.m,(z) = rz for zx € R". O

Definition. Lad (E,&,u) og (F,F,v) betegne o-endelige malrum. u ® v, om-
talt som produktmalet med marginaler p og v, betegner da det entydigt bestemte
o-endelige mal pa (£ x F, € @ F), som opfylder

p@u(Ax B)=u(A)-v(B) Ac& BeF.

Tilsvarende betegner 1y ® - - - ® u, det entydigt bestemte o-endelige mal pa pro-
duktrummet (Ey X -+ X E,, & ® -+ ® &,), som opfylder

M1®®MR(A1 X oo XAn>:,U1(A1):un(An)

foralle A; € & i=1,...,n. (E;, &, 1i)1<i<n er her givne o-endelige malrum.
Ovelse1l. Visat Ay = A, QA =N ®@ - Q@ A\ (= Ag"H)@) for alle n. O

Entydigheden er som nzevnt klar, hvorimod eksistensen er uafklaret. Vi skal dog
senere se, at bade Lebesgue malene og de indfgrte produktmal vitterligt eksisterer.
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Som allerede antydet udnyttes et mal y til at angive storrelse af maengder, sadan
at forsta at jo storre p(A) er, des ’storre’ er A. Det er derfor naturligt, at meeng-
der med mal 0 anses for at veere sma. Dette giver anledning til flg. notation.

Notation. Lad (F,&, u) betegne et malrum. En delmaengde N C FE siges at
vaere en p-nulmengde, hvis der findes et Ny € £, sa at N C Ny og u(Ny) = 0.

Meengden af alle g-nulmeengder betegnes N, d.v.s.
N, :={N C E|N er en p-nulmaengde}.
Leaeseren opfordres til at overveje, at
DeEN, N,NE={N€e&|u(N)=0} og N, er | Jestabil.

Endvidere er enhver delmaengde af en p-nulmaengde igen en p-nulmeengde.

Med dette begreb pa plads siges en egenskab p(e) atheengig af punkter e i E at
holde p-naesten overalt (pu-n.o.) eller synonymt for p-naesten alle (pu-n.a.) e, hvis

{e € E|p(e) ikke sand} € N,,.

F.eks. hvis f og g er funktioner defineret pa E, betyder f = g p-n.o.derfor, at
{e€ E| f(e) # g(e)} er en p-nulmeengde, og tilsvarende betyder f < g p-n.o. for
reelle funktioner f og g, at {e € E'| f(e) > g(e)} er en p-nulmeengde. Endvidere
betegnes for funktioner (f,,),>1 og f defineret pa E med veerdier i et metrisk rum
(S,d) med f, — f p-n.o., at

{e € E| fu(e) — f(e) i d-metrikken}® € N,.

Notation a’la f, T f p-n.o.for reelle funktioner betyder altsa, at f, — f p-n.o.
samt at f,, < fny1 pen.o. for alle n. Sidste del kan, da NV, er U c-stabil, sekvivalent
udtrykkes som, at f,, < f,.1 for alle n p-n.o. Det overlades trygt til lacseren at
tolke andre lignende udtryk.

Som vist i Lemma 5 bevares malelighed ved punktvis konvergens. Dette gaelder
generelt ikke for konvergens n.o. Men en simpel men vigtig konsekvens af Lemma
5 viser, at hvis

fn — f pn.o.for en folge (f,)n>1 € M(E) og en funktion f: E — R,
sa geelder for det i Lemma 5 konstruerede f.., at f = fo p-n.o. og
fn — foo p-n.0.

Skont nulmeengder i mange sammenhaenge anses for at veere sma og betydnings-
lpse, spiller de en ikke ringe rolle i malteorien. De giver blandt andet anledning
til folgende relationer mellem forskellige elementer i m(&).
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Notation. Lad u og v betegne elementer i m(E). v siges da at veere p-satureret,
hvis NV, C N, hvilket ackvivalent kan formuleres som

u(A)=0=rv(A)=0 for Acf.

Hvis NV, = N, siges p og v at veere @kvivalente (skrives p =~ v); og p og v siges at
veere singulere (skrives p L v), hvis der findes et A € &, sa at u(A) = v(A°) =0,
d.v.s.en malelig maengde A, sa at

AeN, og A°eN,.

For o-endelige mal er saturering identisk med det bedre kendte begreb absolut
kontinuitet, som vi senere skal indfgre.

v er pu-satureret, hvis v er p-kontinuert, d.v.s. hvis
Ve>03>0: pA) <o =rvA)<e forAecé&
eller aekvivalent

liyrln w(A,) =0= li7rln v(A,) = 0 for enhver folge (A,,)n>1 C €.

p-kontinuitet er generelt steerkere end inklusionen N,, C N,,, men ensbetydende
hermed, hvis v er et endeligt mal, idet der gaelder

N, C N, og v endeligt mal = v er p-kontinuert.

Ovelse 12. Vis dette. Vink: Argumenter modsaetningsvis, d.v.s. antag der findes
et € > 0 og maengder (A,)n>1 C &, sa at

w(Ay) <1/n* og v(A,) > e for alle n.

Betragt nu limsup,, A,, og udled en modstrid. O

I denne sammenhaeng er flg. resultat af en vis interesse.

Proposition 3 Lad p og v betegne elementer i m(E), sa at v er sum-endelig.
Da findes der to mal v, og vs i m(E), sa at v = v, + vs, 09 v, er u-satureret, og
vs 0g j er singulere. (v, vs) kaldes Lebesgue dekompositionen af v m.h.t. p.

Bevis. Da bade {m € m(€) | N, CN,,} og {m € m(E)|m L u} er stabile under
sum, kan vi uden tab af generalitet antage, at v er et endeligt mal. Definer

r:=sup{v(A)|Aec&, u(Ad) =0}
og veelg (A,) C &, sa at u(A,) = 0 for alle n og sup,, ¥(A4,,) = r. Definer

Vg = Ve OF Vg :':= V4.
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hvor A := U, A, d.v.s. u(A) =0 og v(A) = r samt v = v, + vs. Da v5(A°) =0,
er v, og p singuleere. For at vise, at v, er u-satureret, betragtes et B € £ med
wu(B) = 0. Viskal vise, at v,(B) = v(BNA°) =0. Men hvis v(B N A¢) > 0 er

V(AU(BNAY)) =v(A)+v(BNAS) >v(A) =r,

hvilket strider mod definitionen pa r, da u(A U (B N A)) = 0. &

Bemeerkning. Dekompositionen v = v, + v, er entydig i den forstand, at hvis
v = v + 1y, hvor vy er p-satureret, og vy og p er singuleere, sa er vy = v, og
Ve = . (eftervis dette)

Ovelse 13. Lad (E, &, u) veere et malrum og A C £ en algebra, sa at £ = o(A).
Vis at
Ve>0VBe&IB. e A: u(BAB,) < e.

Vink: Betragt
A:={Be&|Ve>03B.€ A: u(BAB,) < ¢€}.

Overvej at A er C-stabil samt 1 -stabil. Slut derefter ved hjalp af Ovelse 2. O
Dvelse 14. Lad p veere et mal pa (E, E). Definer I: S(€), — Ry ved

I(f):= Z@z’ - (Ay),

hvis f = Y, a; - 14, hvor summen er endelig, a;’erne ikke-negative og A;’erne
parvis disjunkte. Overvej at I er vel defineret.
Vis dernaest at [ er positiv addiditiv, d.v.s.

I{af +bg) = al(f) +bI(g)

for alle f,g € S(€)4 oga,be R,. O
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Mal pa metriske rum.

Lad (S,d) veere et metrisk rum og B(S) de tilhgrende Borel mengder. Da
B(S) pr.definition er frembragt af maengden af abne h.h.v. maengden af lukke-
de delmaengder af S, er ethvert endeligt Borel mal ifglge Proposition 2 entydigt
bestemt ved sine veerdier pa de abne h.h.v. de lukkede maengder, da begge disse
maengdesystemer er lukkede under endelig gennemsnit. Dette kan praeciseres,
idet der geelder.

Proposition 4 Lad u betegne et endeligt mal pa (S, B(S)). Da gelder for ethvert
A € B(S) flg. ligheder

sup{u(F) | FF C A, F lukket} = u(A) = inf{u(U)| A C U, U aben}.
Bemeerk at der trivielt geelder p(A) < pu(A) < 7i(A), hvor for alle A € B(S)
p(A) :==sup{u(F)|F C A, Flukket} og 7i(A) :=inf{u(U)|A C U, U aben}.

Resultatet bekrives ofte ved at sige, at p er indre requler m.h.t. de lukkede maeng-
der og ydre requler m.h.t. de abne maengder. Ved restriktion ses, at hvis S = R,
geelder resultatet usendret for ethvert mal, som er endelig pa ethvert endeligt
interval, d.v.s.specielt for Lebesgue malet.

Bevis. Vi skal vise, at A := {A € B(S)|u(A) = u(A) = 7i(A)} er en o-algebra,
der indeholder alle lukkede maengder. Bemaerk at A ligger i A, hvis og kun hvis
der for alle € > 0 findes en aben maengde U, og en lukket meengde F, sa at

FeCACU: og (u(Ue) — u(A)) V (W(A) — p(Fe) <e.

A er stabil under komplementaermeengde dannelse for hvis A € A og for et givent
e > 0 F, lukket og U, aben er valgt, sa at

FeC AC U og (u(Ue) — u(A) V (u(A) — pu(Fe)) <,
sa er U¢ lukket og F¢ aben og US C A° C F¢ samt
((FE) = p(A)) V(1 A%) = p(UE) = (u(Ue) = p(A)) V (u(A) = p(F)) < e,
da pu(B¢) = pu(S) — u(B) for alle B € B(S). A indeholder enhver lukket maengde,

for er F' lukket, er F' et aftagende teellelig gennemsnit af abne maengder, f.eks.

F= ﬁ{ﬂd(z,F} < 1/n},

n=1

og derfor element i A, da u er nedad kontinuert. Vi mangler dermed kun stabi-
liteten under teellelig foreningsmeengde dannelse. Lad (A4,),>1 € A samt € > 0
veere givet. Valg for ethvert n > 1 F), . lukket og U, . aben, sa at

Foe C© Ay CUne 08 (1Une) = p(An)) V (1(An) = p(Fr)) < € 2700,
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Seet
00 no oo
U. .= U Upe og F.:= U Foe, hvor ng > 1: p( U A,) < €/2.
n=1 n=1 n=no
U, er da aben, F, lukket og F, C U2, A, C U, d.v.s.resultatet da

o

Ue \ A, C @(Un,E\An) 0g GAR\FEQ Ej A, U @(An\Fn,E)

n= n=1 n=ng n=1

og dermed

(u(0) = (U 40)V (U 40) = (F) <

( i (1Une) — p(A))V (il U An) + z (4(A) — n(Fa))) < e ©

n=ng

Som det er bekendt fra R, siges en delmaengde K af et metrisk rum (5, d) at veere
kompakt, hvis enhver punktfelge (z,),>1 1 K indeholder en delfolge (,, )k>1, som
konvergerer mod et punkt i K. I R™ er de kompakte mangder netop de lukkede
og begrensede maengder. Da kompakthed defineres ved hjalp af konvergens af
folger bevares det under skift til en skvivalent metrik, og en simpel overvejelse
viser, at kompakte maengder generelt er lukkede, samt at

K kompakt og F' lukket = K N F' kompakt
0g
K; og K5 kompakte = K; U Ky kompakt.

Hvis (S,d) er et fuldsteendigt metrisk rum, gaelder flg. alternative kompaktheds
karakterisation.

K C S er kompakt < K er lukket og d-total begraenset,

hvor A C § siges at veere d-total begrenset, hvis A kan overdaekkes med endelig
mange kugler med vilkarlig lille radius, d.v.s.

Ve>03dzq,...,0,€ A: AC Ub(az‘k,e).
k=1

Kompakthedsbegrebet giver anledning til en skeaerpelse af ovenstaende resultat.

Korollar Lad (S, d) vere et polsk rum, d.v.s. et metrisk rum, hvor der findes en
ekvivalent separabel fuldstendig metrik. Da er ethvert endeligt Borel mal p indre
requler m.h.t. de kompakte mengder, d.v.s. for alle A € B(S) er

pu(A) =sup{p(K)| K C A, K kompakt}.
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Bevis. Da kompakthed, separabilitet og Borel o-algebra bevares ved overgang til
en xkvivalent metrik, kan og vil vi antage, at d er fuldsteendig. Set i lyset af den
ovenfor viste regularitet m.h.t. lukkede mangder er det nok at vise, at

u(F) = sup{u(K) | K C F kompakt}

for enhver lukket delmaengde F' C S. Men hertil er det nok at betragte tilfeeldet
F =S5, dv.s. vise

p1(S) = sup{p(K) | K C S kompakt},
thi for enhver kompakt maengde K og enhver lukket maengde F' er
KN F kompakt og F\ (KNF)CS\K.

Lad € > 0 veere givet og lad (z;);>1 betegne en folge af punkter, som er teet i S.
Tatheden betyder, at

S = fj b(x;, 1/n)

=1

for ethvert n, hvor b(x;, 1/n) betegner den lukkede kugle med centrum z; og ra-
dius 1/n, og da p er opad kontinuert, findes der for ethvert n > 1 et k, > 1, sa

ko c
i ((L_J b(x;, 1/n)) ) <e-27"

oo kn

K.:= () bz, 1/n).

n=1i=1

Betragt nu maengden

K. er pr.definition lukket og total begreenset og derfor kompakt ifslge oven-
staende karakterisation af kompakthed i polske rum; og da

u(S) — p(Ke) = p(KY) < iu (( ) 0w, 1/%)) ) <e

i=1
er pastanden vist. <&

Borel o-algebraen i et separabelt metrisk rum er, som tidligere vist, frembragt
af meengden af kugler. Det er derfor naturligt at spgrge om, hvorvidt et mal er
entydigt bestemt ved sine veerdier pa kugler. Spgrgsmalet er generelt vanskeligt
at besvare, da maengden af kugler er ikke stabil under endelig gennemsnit. Men
vi skal senere vise, at ethvert endeligt Borel mal i R™ er entydigt bestemt ved
sine veerdier pa Euklidiske kugler.
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Integralet, konstruktion og egenskaber.

Lad i det folgende (E, &, u) betegne et vilkarligt malrum, d.v.s. (E, ) er et ma-
leligt rum og p et mal pa €. Vi skal i dette afsnit konstruere det sakaldte integral
m.h.t. u. Integralafbildningen vil senere blive betegnet

fr [ fan.

men pa de naeste par sider skrives kort I. Da integralet er steerkt malatheengig,
ville en notation som I, vaere mere korrekt. Det er godt at teenke pa et integral
som et redskab til at male storrelsen af funktioner, pa samme made som et mal
angiver storrelsen af maengder.

Definition. Et integral m.h.t. u er en afbildning I fra M(€); — Ry med flg.
egenskaber. g, f og (fn)n>1 betegner her elementer i M(E),.

a) I er positiv additiv, d.v.s. I(af +bg) =a-I(f)+0b-I(g) for a,b € R,.

b) I udvider p, d.v.s. I1(14) = p(A) for alle A € £.

c) I er voksende kontinuert, d.v.s. I(f) = sup, I(f,) hvis f, T f p-n.o.

Som det fremgar af det nedenstaende konvergerer I(f,) T I(f) i ¢), d.v.s.sup,
kan erstattes af lim,,.

For vi viser, at der er et og kun et integral m.h.t. u, vises, at I udover a),b) og
c) tillige opfylder fglgende egenskaber. g, h, f og (f.)n>1 betegner her elementer

i M(€),.

d) I(f) = I(g) hvis f = g p-n.o., og derfor ifplge b) I(f) = I(1y) = u(@) =0
hvis f =0 p-n.o.

e) I er voksende, d.v.s. I(f) < I(g) hvis f < g p-n.o., og lighedstegn forekommer
kun, hvis enten I(f) = oo eller f = g p-n.o.

£) I(f) <oo= u(f =00) =0, dvs. f < oo pn.o.
g) ful [ pno.0g I(f1) <oo=I(fa) | I(f).
h) I(liminf, f,) < liminf, I(f,).

i) lim, I(f,) = I(f) og lim, I(|f, — f|]) =0, hvis f, — f p-n.o., og der findes et
h, sa at I(h) < oo og f, < h p-n.o.for alle n.

Bevis. d) Definer for alle n > 1 g, := f, d.v.s. g, T g p-n.o., hvorefter pastanden
folger af c).

e) Da I(f) = sup, I(f A n) og tilsvarende for g ifplge c), er det nok at vise
uligheden for begreensede f og g. Men for sadanne er g — f A g et vel defineret
element i M(€)4, 0gda gV f=f+(g— fAg) og I er additiv med ikke-negative
veerdier, er sagen klar, da g = ¢V f p-n.o. Sidste del i e) vises nedenfor.
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f) er en konsekvens af e) og b), idet a - 17—y < f for alle a € Ry. I beviset for
g) kan vi derfor antage, at f; eM(E)y, dvs.g, = fi— faANfrogg:=fi—fAf1
definerer elementer i M(€),, og da g, T g p-n.o.giver a), ¢) og lighederne

fi=gn+ fu N fr oo og fi=g+ fAf pno,
at I(fu N\ f1) L I(f A f1) dov.s.resultatet, da f = f A f1 og fu = fu A f1 pn.o.

h) Pr. definition af liminf har vi, at
igg fe 1 hmnlnf fn-
Punkterne c) og e) viser derfor, at
](limninf fn) = sup I(licgf fr) < sup Igf I(fx) = liﬂ}linfl(fn).
i) Da |f, — f] < 2h p-n.o.er det nok at vise forste del. Definer hertil for ethvert
1> 1 g = SUpgon fi. Da gy < hog gu | f pnio., fis af g), at
limsup I(f,) < limsup I(g,) = 11%11 1(gn) = I1(f)-

Men ifglge h) geelder ogsa I(f) < liminf, I(f,), og i) er derfor vist.

Vi mangler nu kun at vise sidste del af e). Hvis I(f) = oo er der ingenting at
vise. Antag derfor at I(f) = I(g) < oco. Ifglge f) kan vi antage, at bade f og g
kun antager endelige veerdier, hvorfor som for h := g — f A g er et vel defineret
element i M(E),, og da g = f+ h pn.o.er

I(g) = I1(f) + 1(h).
Pastanden er derfor en konsekvens af; at der for et givet h i M(E) geelder
I(h)=0=h=0 pno,
hvilket da n - h T 00 - Lm0y > Linsoy p-n.o. folger af uligheden i e), idet
plh>0) = I(1p>op) < supI(n-h) =supnl(h) =0. <

Punkterne a) og b) viser, at I er entydigt bestemt pa S(£)., for hvis f € S(E).
er pa formen Y ;a; - 14,, er

Specielt er

I(f) =Y u(f =), bvis f(B)={rs,....2,} CRo,

d.v.s. I(f) er en vaegtet sum, hvor hver funktionsveerdi indgar med en vaegt, der
svarer til p-malet af den maengde, hvorpa den pagaeldende veerdi antages.
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[ folge ¢) og Lemma 6 er I derfor entydigt bestemt pa hele M(&),, thi for ethvert
f € M(€)4 findes der en folge (fy)n>1 € S(E)+, sd at f, T f p-n.o.og dermed
I(f) = sup, I(fn)-

Vi mangler derfor kun at vise eksistensdelen i flg. udsagn.

Pa ethvert malrum (E, E, 1) findes der et og kun et integral m.h.t. p, d.v.s. preecis
en afbildning I fra M(E), ind i Ry opfyldende de definerende krav a),b) og c)
og dermed ogsa punkterne d),...,1) formuleret pa nestforegaende side. Specielt
geelder derfor for ethvert f i M(E)y, at

I(f) =sup{l(h)|h < f, h € S(E)+}.

Bevis. Da formlen er en umiddelbar konsekvens af ¢), e) og Lemma 6, udestar kun
eksistensen. Men som bemserket i Lemma 6 konvergerer ¢, (f) T f for ethvert f
i M(€) 4, hvor ¢, : R — R, er givet ved

n2m . 1 n2m
On(x) = D (k= 1)/2" - Ljgemy/on, /20 (%) + 1 Lo ool (2) = 57 D jjam, ol (2)
k=1 j=1

for allex € Rogn >1. D.v.s.

1 n2m

Gulf) = on > Lipsjemy € S(E)+,
j=1

og ifplge a),b) og c) er den eneste kandidat til et eventuelt integral derfor afbild-

ningen I : M(€), — R, defineret ved

n2"

I(f) ::sgpsn(f) hvor s, (f) ::;Zu(f>j/2”) n > 1.

Bemeerk at da

2u(f >3/2") < p(f>25/2) +u(f > (25 —1)/2"") forj=1,...,n2"

er

n+ s,(f) voksende, d.v.s. s,(f) 1 I(f).

Det er nu let vise, at I opfylder c). For hvis f; T f p-n.o. og dermed u(fr > 1) 1
wu(f >t) for alle ¢, ses at

5n(fk> < Sn(karl) Tkﬂoo 8n(f)7
hvoraf c) folger, idet

I(fi) = Slipsn(fk) < sup Sn(fre1) = I(frr1) k21
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og
I(f) = sup sn(f) = Sup sup Sn(fr) = SUp sup Sn(fr) = sup I( fr)-

I opfylder ogsa b), idet I(als) = al(14) for ethvert A € £ og a > 0. Thi for alle
7,n>1er
plaly > j/2") = p(A) hvis j/2" < a og 0 ellers,

og derfor, idet a(n) er det hele tal bestemt ved, at a(n)/2" < a < (a(n) +1)/2",

n2™

I(ala) = p(A) - sup o X_; 1jjon cf(@) = p(A) - sup a(n)* = a - p(A).

Tilbage star kun at vise, at I er positiv additiv, d.v.s.opfylder a). Men da [
opfylder c), er det ifplge Lemma 6 nok at vise positiv additivitet pa S(€),. For
hvis f,g € M(E)4 og (fn),(gn) er elementer i S(E), sa at f, T f og gn T g, sa
geelder for alle a,b € R, at af, + bg, T af + bg og dermed, hvis I er positiv
additiv pa S(€)4, at

I(af +bg) = sup I(afn +bgn) = sup (al(fn) +0I(gn)) = al(f) +bI(g).

For vi gar videre bemeerkes, at for enhver £-malelig partion Ay, ..., Ay af E er
k
I(f)=)_I(f14,)
i=1

for ethvert f € M(&) 4, da s,(f) = X8, su(f - 14,) for alle n, fordi

k k

p(f>3/2") =3 pw{f >35/2" N A) =D p(f-1a, > 5/2") foralle jn > 1.

i=1 i=1

D.vs.hvis f = ¥ a;- 14, € S(€)4 0g g = X1 bj - 1p, € S(E)4, hvor A/’erne
og Bj’erne hver isaer udggr en endelig partition, sa gaelder for a,b > 0

k

k l
Iaf +bg) = > I((af +bg)-1a) = > I((af +bg)- 14 -15) =

i=1 i=1 j=1

I
> (a i 1an;) +0-1(bj - 1a,nB,))

1 j=1

MN
Mw

>

=13

] aa,+bb) 1AﬂB

Il
—

7

l
I(g-1a, - 15,) = al(f) + bI(g).

J=1

Mw

k l
=ad > I(f-1a 1)+

i=1 j=1

N
Il
i

D.v.s. I er positiv additiv pa S(€) 4, og eksistens og entydighed af integralet m.h.t.
4 er hermed vist. O,
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Bemaerkning. En mere traditionel bevismetode gar som fglger: Definer I pa
S(€)4 som i Ovelse 14. Udvid dernzest I til hele M(E), via formlen

I(f) = sup{I(h)|h < f, h € 5(£)+}

og vis nu, at dette I er et integral m.h.t. u.

Indtil nu er integralet kun defineret pa ikke-negative funktioner, men som vi nu
skal se kan det udvides til en stor klasse af funktioner, som antager bade positive
og negative vaerdier. Det vil dog normalt ikke kunne udvides til hele M(&).
Definer hertil

L(p) == {f e ME) [ I(fT)NI(f7) < o0}
og

Li(p) = A{f e M(E) [ I(fH)VI(f7) < oo} ={f € M(E)|I(If]) < oo}.

L(p) bestar altsa af funktioner, hvor enten den ’positive’ eller den 'negative’
del ikke er ’for stor’, og L'(u) af funktioner, hvor ingen af delene er ’for store’.
Endvidere antager funktionerne i L*(y) kun reelle veerdier.

I’s positive linearitet viser sammen med identiteterne
+ _ + . + - T .
r5(a-) =ax*(:) hvisa > 0 og x5 (a-) = |a|2T(-) hvis a < 0,

at L(u) og L'(u) er stabile under multiplikation med vilkarlige skalarer, og da
|f + g < |f| + |g] ses, at L'(u) er et vektorrum, idet

f,g€ L' (p) = af +bg € L'(u) for alle reelle tal a, b.

L(u) er derimod ikke stabil under sum, men subadditiviteten af 2 og x~ sikrer
dog, at af + bg € L(u) for alle a,b € R, hvis blot f eller g ligger i L'(u).

Definer en afbildning fra L(x) ind i R ved fastszettelsen
[ Fdu=1(5%) = 1(57) for f € Lp).

Da fT = fog f~ =0 hvis f € M(£),, ses at der er tale om en udvidelse af I,
d.v.s.

M(E), C L(x) og /fdu—]f) for f € M(E),.

(Insker man at fremhaeve, at f er en funktion af en underliggende variabel skrives
f.eks.

/f w(de) 1 stedet for /fd,u

Vi er nu i klar til at formulere og bevise flg. hovedsaetning om integraler.
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Saetning 2 Lad (E, &, p) betegne et givent malrum. Afbildningen
[ [

fra L(p) ind i R, der kaldes integralet m.h.t. u, har flg. egenskaber. (fn)n>1, f,9,h
og k betegner her elementer i L(p) og a,b reelle tal.

1) Integralet er homogen, positiv og voksende, d.v.s.

/afd,u:a/fdu, 0§/gd,u, /hdug/k‘d,u

hvis g > 0 og h < k p-n.o., og der kan, hvis en af integralerne er endelig, kun
geelde lighedstegn 1 sidste ulighedstegn, hvis h = k p-n.o. Specielt gelder

| [ rdul < [151dp
2) Integralet er positiv additiv pa M(E) . og et lineert funktional pa L*(u) d.v.s.
/fdueR og /(af—i—bg)d,u:a/fd,u—I—b/gd,u hvis f,g € L*(p).

Sumformlen holder, blot en af funktionerne ligger i L'(u).

3) Monoton konvergens, d.v.s.

[ fadnt [ Fdp wis £,1 5 peno.og [ frdp> oo,

4) Fatou’s Lemma, d.v.s.
/limninf fndu < limninf/fn dp hvis f, > g p-n.o. og /gd,u > —00,
eller ekvivalent
/limnsup frndu > limnsup/fn dp hvis f, < g p-n.o. og /gd,u < 0.
5) Lebesgue’s Szetning om domineret konvergens, d.v.s.
li;ln/fnduz/fdu og li,{n/\fn—f!dMZO,

hvis f, — f p-n.0.0g | fu] < g p-n.o., hvor [ gdu < oo.
Bemarkning. Da I er voksende geelder for g € L(u) og f € M(E)

g < [ pn.o. og /gdu>—oo = f € L(p)
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og
|f] < g pn.o. og /gd,u<oo = [ € L(p),

I punkterne 3) og 5) behgver man derfor ikke at forudseaette, at f € L(u), da
dette folger af antagelserne.

Bevis. Udnyttes at 21 er voksende og x~ aftagende samt formlerne vedrgrende
2% (a ) omtalt ovenfor, oversazettes 1) umiddelbart til tilsvarende og allerede viste
egenskaber ved integralafbildningen . Uligheden folger af homogeniteten og den
voksende egenskab, da f < |f| og —f < |f].

Hvad angar 2), er integralveerdierne klart endelige tal, hvorimod lineariteten er
ny. Set i lyset af den viste homogenit er det nok at vise, at

/(f—i-g)du:/fdu—i-/gdu for f,g € L'(u).
Ved opsplitning i positiv og negativ del har vi for givne f og g

(f+9) =(f+g) =" =)+ —9),
og dermed
(f+9)"+f +g =(+g) +f +g"
Da I er additiv, fas derfor at
I(f+9)")+I(f)+1(g) =I((f+9)7) +I(fT) + 1(g"),

hvilket, da tallene er endelige, ved omordning giver det gnskede. Laeseren bgr
overveje, at ligheden kun kreever, at en af f eller g ligger i L'(pu).

Punkterne 3) og 5) vises ved at oversaette udsagnene til de tilsvarende pastande
c),g) og i) omhandlende I. 4) folger af 1) og 3).

3) Antagelserne samt kontinuiteten og monotoniteten af x* og x~ bevirker, at

forf fo Lfog fi < fi peno. samt I(f) < oo.

Heraf fas 3), da punkterne c) og g) sikrer, at
I TI(fT) og I(f,) LI(f).

4) Da de to udsagn ifplge homogeniteten er sekvivalente, vises kun den fgrste. Da
g < infy>, fi <liminf, f, p-n.0.og [gdp > —oo er

liminf f, og (’ir>1f fr)n>1 alle elementer i L(u).
Punkt 4) folger derfor af 1) og 3), idet

]ir>1f fr Tliminf f, og g < ér>1f fr < fn p-n.o. for alle n.
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5) Det er nok at vise den forste pastand, da den anden er et specialtilfeelde heraf.
Antagelsen og kontinuiteten af x* og z~ sikrer, at ff — T og f~ — [~ u-
n.o. samt

fa Ve Slfal <97 pmeo.og I(g") < oo,

og dermed lim, I(f,;/) = I(f*) og lim, I(f,) = I(f~) ifelge punkt i). 5) er nu

umiddelbar, da begge graenseveerdier er endelige. &

Bemeerkning. Hvis f € L(u) har endeligt integral, er f endelig y-n.o., og f = f ji-
n.o., hvor

F=F L) € L' ()-

For ethvert f € L(u) og A€ E er f-14 € L(u) (overvej) og

/Afdu ::/f-lAdu.

Man taler her om ’integralet af f over A’. Hvis (E,€&) = (R,B(R)) og A =]a,b]
indfgres yderligere

b
/ fdu:= fdpu.
a Ja,b]

Korollar Beppo Levi’s Saetning.

Lad (fu)n>1 C LY (1) vere givet, sd at S50, [|fal du < co. Da er 320, fn(e)
konvergent 1 R for p-n.a.e, og

500 € L*(p) samt /soo dp = Z/fndu,
n=1

hvor so er dannet som i Lemma 5 ud fra ($p)n>1, hvor s, :==>p_, fr n > 1.

Bevis. Definer for ethvert n

k=1

d.v.s. (gn)n>1 C L' (1) 0g 0 < g,, < gny1 for alle n. Ifglge Monoton konvergens og
lineariteten geelder

/Supgnduzsup/gnd,u: Z/’fk|du< 0,
" " k=1

og dermed sup, g, = Y52, |fe] < oo p-n.o. Fuldstendigheden af R medfgrer
derfor at >0° | fn(e), d.v.s.lim, s, (e), eksisterer i R for p-n.a. e, og udnyttes at

sul = 1D fel <D0 |fel <supg, for allen

k=1 k=1

folger resultatet af Lebesgue’s Sesetning. O

39



Ud fra g kan man, som tidligere vist, danne nye mal ved f.eks. restriktion og billed-
mal dannelse, og det naeste resultat beskriver sammenhaengen mellem integraler-
ne for sadanne neert beslegtede mal. Punkt B), som omhandler integration med
billedmal, er seerligt vigtigt og omtales ofte som Den lille transformationssatning.

Saetning 3 Lad (E, &, p) betegne et givent malrum.
A) For ethvert A € € er L(pa) ={f € M(E)|f-14€ L(p)} og

[Fdua= [ f-1adu for f e Lina),

B) Lad (F,F) vere et maleligt rum og ¢ : E — F en malelig afbildning. Da er

Lius) = {f €M(F) | fope Lw} og [ fdu,= [Fopdu for [ € Lin,).

C) Antag =¥, a; - p; for elementer a; > 0 og p; € m(E). Da er
L(p)={f e M) | Zai/frdm < oo eller Zai/f_dm < o0}

09

[rdn=3a [ fau for f e L)
Bevis. Vi viser kun B), idet de to andre beviser er analoge. Da

(fle) " =["(p) og (f¥)” = [ (»)
for f € M(F) folger pr. konstruktion af integralet, at det er nok at vise, at

/fd/@,:/f(go) du  for alle f € M(F),.

Men dette fglger umiddelbart ved brug af Standardbeviset, da Seetning 2 sammen
med definitionen pa billedmal viser, at

Vie {f eNMF)| [ fdu= [ fowdu}

opfylder betingelserne a;), by) og ¢1) pa side 20. &

Vi far brug for endnu et resultat af denne type. Thi lad stadig (£, £, i) betegne
et malrum og betragt for givet g € M(€), maengdefunktionen v defineret ved

v(A) ::/Agdu:/g-lAdu for Ae €.

Da 1,405 = 14 + 15 for disjunkte maengder A og B, sikrer integralets additivitet
pa M(€), sammen med saztningen om Monoton konvergens, at v er et mal pa &,
d.v.s.

v(0) =0 og v(|JA)=> v(4) for parvis disjunkte A,..., A4,,... € €.

i=1 i=1
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v betegnes ofte g du. I denne sammenheeng gaelder nu
1) v er p-satureret, d.v.s. u(A) =0=v(A) =0for A e &.
2) v er et endeligt mal hvis [ gdu < 0.

3) v er et g-endeligt mal, hvis p er o-endeligt og g < oo p-n.o.
Bemeerkning. v er altid sum-endeligt, hvis p er o-endeligt.
Bevis. 1) og 2) er abenbare. Lad (A,),>1 C & vaere givet, sa at u(A,) < oo for
alle n og U,>1 A, = E. Definer for n, k > 1
Bn,k = An N {g < k}

Integralets positivitet sikrer, at v(B,x) < k- u(A4,) < oo for alle n og k, og da
E =U,x Bnr U {g = oo} er pastanden vist, thi da v ifplge 1) er p-satureret, er
v(g =00) =0da u(g =o00) =0. <&

Med baggrund heri siges et mal v pa (E, &) at veere absolut kontinuert m.h.t. p,
skrives v < i, hvis der findes et g € M(E), sa at

V(A):/Agdu for Ae €.

g kaldes den Radon-Nikodym afledede af v m.h.t. u, eller kort den afledede eller
teetheden af v m.h.t. u, og betegnes ofte dv/dpu.

Det er oplagt af interesse at vide, i hvor hgj grad g er entydigt bestemt ud fra v
og p. Et brugbart svar er indeholdt i fglgende overvejelser.

Proposition 5 Lad (E, &, u) betegne et malrum og lad f, g € L(u) vere givet,
sa at

/ fd,ug/gd,u for alle A € €.

A A
Da er f < g pu-n.o. hvis f,g € L'(p), eller hvis pu er o-endeligt.

Korollar 1 For ethvert mal v pa (E,&), som er absolut kontinuert m.h.t. i, er
den Radon-Nikodym afledede dv/du, entydigt bestemt op til p-nulmaengder, hvis
enten v er et endeligt mal, eller p er o-endeligt.

Korollar 2 To funktioner f,g € L'(u) er p-identiske, d.v.s. f = g u-n.o., hvis

/fdu:/gd,u for alle A € G,
A A

hvor G er Nf-stabil, indeholder E samt frembringer £, d.v.s. 0(G) = E.

Korollar 1 er klar, og nr.2 fglger af Proposition 2, idet man fgrst ved linearitet
og opsplitning i positiv og negativ del reducerer til ikke-negative f og g.

Bevis for Proposition 5. Antag at f, g € L'(u) og dermed f - 14, g - 14 samt
fANg= [ Llip<gy + g Ligepy indeholdt i L (p) for alle A € €. D.v.s.

[ingan= [ gau+ [ gdp=[  fdu+ fap= [ fap.
{f<g} {9<f} {f<g} {9<f}
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Men da f > f A g og integralet er voksende, ma der gaelde

/f/\gduz/fdu

og dermed ifglge Seetning 2 punkt 1 f = f A g < g p-n.o.
Antag derneest at p er o-endeligt, og lad (A4, ),>1 C £ veere givet, sa at

(A,) <oo forallen>1 og A, C A1 TE.

Vi skal vise pu(g < f) = 0. Hertil er det, da

{o<ft= U {g<n<r<fi= U G{g<m<r2<f}ﬂAn

r1,m2€Q r1,m2€Q n=1

nok at vise, at u({g <r; <ry < f} NA,) =0 for alle n > 1 og alle rationale tal
r1 < ry. Men da integralet er voksende, er

S n Tz ulfg <ri << fyN AL
r1<r2 n

og
/ gdu <ri-u{g<r <re < f}NA,)
{g<ri<ra<fINA,

og derfor ifglge antagelsen

ro-p({g<rm<ro< f}NA)<ri-u{g<ri<ra < f}nNA,).

Men da
w{g <r <re< f}NA,) <u(A,) < oo,

er dette kun muligt, hvis p({g <r; <ro < f} NA,) =0. Dvs.u(g < f) =0 og
dermed f < g p-n.o. &

Det neeste resultat omhandler integration m.h.t. til et absolut kontinuert mal.

Saetning 4 Lad (E, &, u) betegne et givent malrum, og lad v € m(E) vere absolut
kontinuert m.h.t. i med Radon-Nikodym afledet g € M(E),. Da er

L) ={f eME)|f ge L} og [fdv=[f-gau for [ e L),
Bevis. Da g er ikke-negativ, er

(f-9)"=f"-g og (f-9~=f -g foralle f.

Pr. konstruktion af integralet er det derfor nok at se pa ikke-negative funktioner,
d.v.s. vise

/fdu:/f-gd,u for f € M(E),.
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Men dette fglger af Standardbeviset ved forst at betragte indikatorfunktioner,
derngest simple funktioner o.s.v. Detaljerne overlades til lseseren. &

velse 15. Lad situationen veere som i Ssetning 4. Vis at ¢ > 0 v-n.o., samt at
v og u er sekvivalente, hvis ogsa ¢ > 0 p-n.o. 0

Vi afslutter kapitlet med at se lidt neermere pa malrummet (R, B(R), \). Mere
preecist er vi interesseret i sammenhaengen mellem det netop definerede Lebesgue
integral, og det fra tidligere kurser kendte Riemann integral. Som bekendt er en
funktion f: R — R Riemann integrabel over et endeligt interval [a,b], hvis
—00 < sup Z m; - (tl — tifl) = inf Z M; - (tz — tifl) < 00,
T Tz
hvor sup og inf tages over alle endelige inddelinger 7 : a =ty < ... < t, = b af
intervallet [a,b], og
i = inf t Mz: t .:].,...,
mi = inf_ f(t) og , S f(t) i n
for enhver inddeling 7 : a =ty < ... <t, =0b. Den felles veerdi betegnes i givet
fald R/’ f(z) dz og kaldes Riemann integralet af f over intervallet [a,b].

Den teette forbindelse mellem Riemann integralet og stamfunktionsbegrebet bety-
der, at mange Riemann integraler kan beregnes eksplicit. Set ud fra et beregnings-
synspunkt er det derfor af abenbar interesse at vide, at Lebesgue integralet er en
udvidelse af Riemann integralet, idet der geelder folgende resultat.

Riemann versus Lebesgue integral.
Lad f : R — R veere Borel malelig. Huvis f er Riemann integrabel over et endeligt
interval [a,b], sd er f -1, € L' (A1) og

/f “Apap dA = R/ab f(z)dx.

Bevis. Pr.definition af Riemann integralet er f - 1(,5] en begreenset Borel funk-
tion, d.v.s.element i L'(\;), og for enhver endelig inddeling 7 : a = tg < ... <
t, = b af intervallet [a,b] med m; og M; som ovenfor definerer

iﬂ- = Z mi . 1}ti71»ti[ Og ?ﬂ— = Z M’L ' l[tz‘flvti]
=1

i=1

to simple Borel funktioner, sa at f™ < f- 145 < 7". Egenskaber ved Lebesgue
integralet sikrer derfor

Sy (t— i) = /i”d)\l < /f.1[a,b}dx1 < /?”dAl = M, (t—ti),
=1 =1

hvoraf den gnskede lighed let udledes. &

Det netop viste resultat er med til at begrunde, at man i forbindelse med integra-
tion med \; ofte skriver dx i stedet for d)\; .
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Uligheder.
Lad fortsat (F, &, u) betegne et malrum. Vi skal i dette afsnit beskeeftige os med
integraluligheder. Vi har allerede mgdt en sadan ulighed nemlig

[ rdul < [11du for f € Lip).

Denne vil vi nu generalisere, og vi starter med én set ikke blot med nationale
gjne meget interessant ulighed.

Proposition 6 Jensen’s ulighed.

Lad (E,&,u) betegne et sandsynlighedsfelt, og lad f € L'(u) vere givet, sd at
w(f € J) =1, hwor J er et interval i R. Da er o(f) € L(u) for enhver Borel
funktion @ : R — R, som er konveks pa J, og

/fdueJ og w(/f@)é/w(f)du

Bevis. Betegnes J’s venstre og hgjre endepunkt a og b, er a < f < b p-n.o. og
derfor ved integration (i er et sandsynlighedsmal)

a<m<pb hvorm::/fd,u.

Da f € L'(u) er m € R, d.v.s.m = a betyder a € R og u(f = a) = 1. a og
dermed m ligger derfor i J og ¢(f) = ¢(a) p-n.o., d.v.s.¢(f) € L(p) samt

p(m) = p(a) = /so(f) dp

m = b klares analogt. Vi kan derfor antage, at m €]a,b[C J, og da ¢ er konveks,
findes der som vist i appendikset en reel konstant ¢,,, sa at

o(x) > ep(x —m) 4+ @(m) for v € J d.vs. o(f) > p(m) + cn(f —m) p-n.o.
Da p(m) + ¢, (f —m) € L'(u) viser dette, at ¢(f) € L(p) samt
/so du>/ m) + cm(f — m))duzso(m)+cm/fdu—cm-m=so(m),

da integralet er voksende og lineser pa L'(u). &
Bemaerkning. Resultatet geelder usendret for ¢ med veerdier i R U {oo}.

Korollar Lad (E, &, 1) betegne et sandsynlighedsfelt. Afbildningen

pe ([1sran)

fra Ry ind i Ry U {oo} er voksende for alle f € M(E).
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Bevis. Det er nok at se pa f € M(€),. Lad derfor et sidant f samt 0 < p; < py
vaere givet. Da funktionen x +— 2P2/P1 er konveks pa intervallet [0, 00), geelder
ifolge Jensen’s ulighed for ethvert n > 1, at

(Jumra) ™ =(furmra) ™= ([ ra)™

Hvoraf pastanden fglger ved brug af seetningen om Monoton konvergens. <&

Bemaerkning. Lad (E, £, 1) betegne et sandsynlighedsfelt og f et element i M(&).
I forleengelse af korollaret er det oplagt at spgrge om veerdien af graenseveerdierne

1/p 1/p
tn ([ 177an) " og tim ([ 177 dn)
pToo pl0

Simple uligheder viser, at

d.v.s.

1/p
tin ([ 117 ) = sup (M > 01 (] > M) > 0},

og brug af logaritmefunktionen samt Lebesgue’s Sasetning viser, at
1/p
li%</|f]pd,u> :exp(/log\f]d,u) hvis f € [ J LP(p).
p p>0

Jensen’s ulighed holder kun for sandsynlighedsmal, dog kan der ved passende
normering udledes et ’lignende’ resultat for endelige mal. Men en udvidelse til
uendelige malrum er ikke mulig. Derimod holder de vigtige Holder’s og Minkow-
ski’s uligheder i alle malrum. Formuleringerne kraever lidt ny notation. Bemaerk
at der for p = 1 er overensstemmelse med tidligere indfgrt notation.

Notation. For ethvert p > 0 defineres

L7(n) = {f € M(E)| [ 11 dy < o0},
Ulighederne
jazl? = [a]?|2, |+ yl? < 2(jaf? + |ylP) for z,y,a € R

viser, at LP(p)-rummene er vektorrum, d.v.s.stabile under addition og multipli-
kation med skalar, og da

|zt < |x|P? 4+ 1 for z € R og p; < po

er LP2(p) C LP*(p), hvis p er et endeligt mal og p; < ps. D.v.s.1 endelige malrum
bliver LP mindre, nar p bliver stgrre. For uendelige malrum, d.v.s. u(E) = oo, er
der ingen tilsvarende alment gyldige inklusioner mellem LP(u)-rummene.
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Proposition 7 Holder’s ulighed.
Lad positive reelle tal p og q veere givet, sa at 1/p+1/q = 1. For alle f,g € M(E)

. /|f| lgldp < (/|f|pdu)1/p- </I9I"du)1/q

Specielt er f-g € L' (u), hvis f € LP(u) og g € L(p).

Bevis. Det er klart nok at se pa ikke-negative funktioner, og da uligheden er op-
lagt, hvis hgjresiden er uendelig eller f = 0 p-n.o., kan vi uden tab af generalitet
antage g € Li(p) og f € LP(pu) samt pu(f > 0) > 0 og dermed m := [ fPdu > 0.
Definer

v(A) ::é/Afpd,u for Ae €.

Som tidligere vist er v et mal og pa grund af normeringen derfor et sandsynlig-
hedsmal. Bruges nu Korollaret til Jensen’s ulighed pa den ikke-negative funktion
w=g- f17P 150 fas ifolge Seetning 4, da 1 < g,

1 1/q 1 1/q
/g-fd,u:/udl/g(/uqdy> = / gq-fq“_p)-fpdu :
m ml/q {f>0}

og dermed den gnskede ulighed da ¢(1 —p) = —pogl1—1/g=1/p. &

Positive tal p og ¢, som opfylder 1/p+1/q = 1, siges at veere konjugerede. Specielt
er 2 konjugeret med sig selv, og tilfaeldet p = 2, d.v.s. uligheden

Jit vt ([uean) - (foan) ",

er ogsa kendt under navnet Cauchy-Schwarz’s ulighed.

Proposition 8 Minkowski’s ulighed.
Lad 1 < p < oo veere givet. For alle f,g € M(E) er

(Jiraran)” = (] v+ (ura)”

Bevis. Tilfeeldet p = 1 overlades til laeseren. Lad derfor p > 1 og f og g veere
givet. Ligesom ovenfor kan vi uden tab af generalitet antage, at f og g og dermed
ogsa f + g ligger i LP(u). Da q(p—1) =per |f + g|P~! derfor indeholdt i L7(p),
hvor ¢ er det til p konjugerede tal. Ved brug af trekantsuligheden fas, at

J1 gl du < [15+g7 - 1fldu+ [1f + gl - lgl dp.

Men ifglge Holder’s ulighed er

/|f+g]p_1.|f|d'u§ (/|f|pdﬁb>1/p- </|f_|_g|q(p—1)dlu)l/q
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0og
-1 1/p (r—1) 1/q
/|f+9!p 'lgldué(/\g\pdu> -(/!f+g\” du) ,

hvilket sammen med ligheden p = ¢(p — 1) ved addition giver

/Wf%—mpdufé((/ﬁf@du>wp+—</ﬁgwdu>hw>-(/ﬂf4—gwdu>wq

Hvoraf resultatet fas ved forkortning, da tallene er endelige og 1/p=1—1/q. &

Bemeerkning: Vi har kun formuleret Holder’s og Minkowski’s uligheder for funk-
tioner i M(E), men de kan selviglgelig uden videre formuleres for elementer i
M(€). Dog skal f + g omgas med en vis omhyggelighed.

I modseetning til Holder’s og Minkowski’s uligheder geelder den sidste ulighed, vi
skal betragte, for alle p > 0.

Proposition 9 Markov’s ulighed.
For alle p > 0 og alle f € M(E) er

1
p(f1 21 < o [ 117 dp for >0,

Bevis. Lad p > 0 og t > 0 veere givet. Igen behgver vi kun se pa ikke-negative
funktioner. For et sadant f € M(E), fas ifolge egenskaber ved integralet, da

t 1>y < f ogdermed - 1gp5y < f7,

at
WMUZOZ/ﬁ4WMW§/ﬂW“

hvoraf resultatet fglger. &

Da argumentet kun udnytter, at ¢ — t¥ er voksende pa R, har man en 'Markov
ulighed’ for enhver voksende funktion ¢ : R, — R,.

Ifglge Markov’s ulighed er limy .o p(| f| > t) = 0 for ethvert f € U,~o LP (1), og
som en udvidelse af de indfgrte LP-rum defineres

L) = {f € M(€) | Jim (1] = 0) = 0},

L%(p), der som naevnt, omfatter LP(u) for ethvert p > 0, er tydeligvis stabil under
addition og multiplikation med skalar, d.v.s. L°(u) er et funktionsvektorrum. Hvis
p er et sandsynlighedsmal eller mere generelt et endeligt mal, er L°(u) = M(E),
hvorimod L°(u1) er en sgte delmeengde af M(E), hvis f.eks. p er o-endelig men
u(E) = oo.
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Produktmal, eksistens og egenskaber.

Lad (E, &, u) og (F,F,v) betegne to o-endelige malrum. Som tidligere indfort,
betegner 1 ® v det entydigt bestemte mal pa &€ ® F, hvis veerdi pa en produkt-
mengde A X B er u(A) - v(B). 1 dette afsnit vises, at produktmalet vitterligt
eksisterer, samt hvordan integraler m.h.t. dette mal kan beregnes. Hertil far vi
brug for flg. lemma.

Lemma 9 For ethvert U € E R F er x — v(U(x)) E-malelig og tilsvarende er
y — w(U(y)) F-malelig. U(x) og U(y) betegner her h.h.v.z ogy sektionen af U.
Mere generelt gelder for ethvert f € M(€E @ F),, at

v [ flay)vidy) € M) ogy — [ flay) u(da) € M(F),.
F E
Bevis. Ifglge M5 er

y— f(z,y) € M(F), for x € E og x — f(z,y) € M(E), for y € F,
for alle f € M(£ ® F),, og da

V(U) = [ Lo(ey)idy) © € B og p(UW) = [ Lo(e.y)plde) ye F

for alle U € £ @ F, viser Standardbeviset ved brug af stabiliteten af M(£), og
M(F), under endelig sum og teellelig sup-dannelse, at det er nok at vise, at

z— v(U(x)) E-malelig og y — u(U(y)) F-malelig for alle U € £ @ F.

Vi viser det fgrste. Da v er o-endelig, findes der (B),>1 C F, sa at B, T F og
v(B,) < oo forallen. D.v.s. v(U(x)NB,) Trv(U(x)) for allex € EoglU € EQF,
og det er derfor nok at vise, at for givent n > 1 er D,, = £ ® F, hvor

D, :={U €& F |z v(U(x) N B,) € M(E)}.

Men da M(E) er stabil under graenseovergang samt et vektorrum, er D,, et d-sy-
stem og derfor hele £ ® F, da den indeholder enhver produktmangde, idet

v((Ax B)(x)NB,) =v(BNB,) 1a(x) e E, Ac&, BeF. <
Da positive malelige funktioner er integrable, er der ved fastssettelsen

() i= [ v(U@) pldz) og M) = [ u(U()v(dy)

for U € £ ® F, derfor defineret to ikke-negative maengdefunktioner pa £ @ F.
Formlerne for sektionsdannelse, integralets linearitet samt Monoton konvergens
viser, at bade m og m er mal pa £ ® F, og da det ovenstaende sikrer, at

m(A x B) = (A x B) = u(A) - v(B)
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for enhver produktmeengde A x B, har vi dermed pavist eksistensen af produkt-
malet 4 ® v samt ligheden p ® v =m =m. D.v.s.foralle U € £ R F er

peuU) = [ vU@) plde) = [ pU) vidy)
eller eekvivalent

/EXFlUd,MQZ)V:/E{/F 1y(x,y) v(dy)} p(dx) :/F{/E 1y(z,y) p(dx)} v(dy).

Udnyttes igen integralets linearitet samt Monoton konvergens ses ved brug af
Standardbeviset, at denne integrallighed udvider til alle ikke-negative malelige
funktioner, og vi har hermed vist flg. seetning, hvor fgrste del normalt tilskrives
Tonelli og anden Fubini. Det er vigtigt, at malene i det mindste er sum-endelige.

Saetning 5 Tonelli-Fubini.
Produktmdlet u ® v eksisterer, og for ethvert f € M(E @ F), er

[ fanev=[{[ sy ooty = [([ f@m)vidn)} ),
specielt er

pe ) = [ nUE)dy) = [ pU@)pdr)  UeEeF.

E

Endvidere er f € M(E @ F) element i L'(n ®@ v), hvis og kun hvis
LA V@) v(dy)} ) og dermed [ { [ 17(@.)] uda)} w(dy)
er endelig. I givet fald er u(E\A]) = v(F\AL) =0, hvor
Al = {z e B| [ /(w9 v(dy) < 00} = {x € Ely = f(,y) € L'))

AL ={y e F| [1f(z.y)|ulde) < oo} = {y € F|a = flay) € L' ()},

og der galder Il € LY (u) og I e LY(v) samt beregningsformlen

[EXFfdM®V=fEff($)u(da:) =/FI{(y) v(dy),

hvor

@)= [ flayuldy) 1ye) zek
0g

13 (y) rzéf(ﬁ,y)u(dx)-lfl;(y) y€eF.
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Bemaerk at Fubini’s Seetning er seerlig simpel for f € L'(u ® v) hvor A{ =F og
Ag = F. F.eks. hvis u og v er endelige mal, og f er begraenset. Opskriv formlen.

Da A\,y1 = A, ® A for n > 1 er eksistensen af Lebesgue malet pa R” ifplge
Tonelli’s seetning et spgrgsmal om eksistens af Lebesgue malet pa R.

Integrationsformel.
Lad (E,E, 1) betegne et o-endeligt mdlrum. For ethvert f € M(E), er

/"f¢L /‘ (f > ) M (dt).

D.v.s. dat— pu(f >t) er aftagende, at
Soulf > 8) < [ Fdu <Y plf > k)4 p(f > 0),
k=1 B k=1

Bevis. Lad f € M(£), vere givet. Da den sidste pastand folger ved brug af
simple uligheder, ser vi kun pa den fgrste. Definer

H:={(e,t) e ExR|0<t< f(e)},
d.v.s. H er ’omradet under grafen’. H er en produktmalelig maengde, idet

H= |J{f>ax]0,q € E2B(R),

9€EQ+

hvor Q er de rationale tal, og H(t) = ) for ¢t < 0 samt
H(t)={f>t} t>0 og H(e)=]0,f(e)] e€ E.

D.vs. ~
pen(H) = [ p(HE) M) = [~ u(f > 1) (@)

pe M) = [ M) p(de) = [ fle)utde) = [ fap.

hvilket er den s@gte lighed. &

I tilfeeldet ' = R og p = Ay og dermed p ® A\; = A9 har vi undervejs vist det
vel kendte udsagn om, at integralet af en ikke-negativ funktion er lig arealet af
omradet under grafen.

0g

Da t — p(f > t) er aftagende og ikke-negativ og dermed Riemann integrabel
over ethvert endeligt interval, viser sammenhangen mellem Lebesgue og Riemann
integralet, at ligheden ogsa kan formuleres som

/f@ Ug/ f>tﬁ-Mﬂ”Zuf>m ",

k=1

Integranten ¢ — u(f > t) kan erstattes af t — p(f > t), da u(f >t) # u(f > t)
for hgjst teellelig mange ¢, d.v.s.en Aj;-nulmaengde (teenk over dette).
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Konvergensformer.

[ dette afsnit indfgres i tilknytning til et givent malrum (F,&, ) tre konver-
gensformer for fglger af reelle malelige funktioner, og relationerne mellem dem
studeres. Begreberne defineres for reelle funktioner, men specielt de to fgrste
generaliserer uden videre til situationer, hvor funktionerne tager veerdier i et ge-
nerelt separabelt metrisk rum (5, d), blot skal | - — - | her erstattes af d(,-).
Notation. Lad (f,)n,>1 og f betegne elementer i M(E). Vi siger og skriver da

a) Konvergens p-n.o.
fo — f pn.o. hvis |fu(e) — f(e)] —n_oo 0 for p-n.a. e.
b) Konvergens i p-mal.
fo— f 1 p-mal hvis u(|fn — f]| > €) —n_0o 0 for alle € > 0.
c¢) Konvergens i p-p-middel (0 < p < 00).

fu — [ 1 p-p-middel hvis /|fn — flPdp —n—s 0.

(Hvis p = 1 siges kort p-middel, og hvis p = 2 bruges ofte vendingen p-kvadratisk
middel.)

For alle tre konvergensformer betyder vendingen ’lim,, f,, eksisterer’, at der findes
et fiM(E),saat f, — f pa den relevante facon.

Da R er et vektorrum, og vi derfor kan addere funktioner samt multiplicere med
en skalar, er det veerd at bemeaerke, at de tre konvergensformer alle harmonerer
med den lineaere struktur, idet en linearkombination af konvergente fglger konver-
gerer mod den tilsvarende linearkombination af greenseveerdierne. Ligeledes kan
vi give mening til en uendelig sum, idet dette som ssedvanligt oversaettes til et
sporgsmal om konvergens af den tilhgrende afsnitsfglge.

Graenseveerdierne er entydigt bestemt p-n.o. for hver af de tre konvergensformer.
For hvis — betegner enten konvergens p-n.o., p-mal eller u-p-middel, geelder

fo— fog fn—9= f=gpuno.

Dette er abenbart for konvergens p-n.o., hvorimod det for de to andre kraever et
argument baseret pa trekantsuligheden. F.eks. har vi for alle ¢ > 0 ogn > 1 at

p(lg — fl =€) < pullg = ful > €/2) + pllfu — f] > €/2),

hvoraf greenseovergangen n — oo viser, at u(|lg — f| > €) = 0 for ethvert € > 0,
og dermed f = g p-n.o. Tilsvarende for konvergens i p-middel er

Jlo =117 du <2 [1g = ful? dut27 [ 1fa = 117 i = 0

d.v.s. [|g — f|P du = 0, hvilket igen betyder, at f = g p-n.o..

Det naeste resultat beskriver relationerne mellem de indfgrte konvergensformer.
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Proposition 10 Lad (E, &, p) betegne et malrum og lad p > 0 samt elementer
(fa)n>1 09 f i M(E) vere givet. Da gelder

1) fo— f @ p-p-middel = f, — f i pu-mal.

2) fo— [ i p-mal = 3 (ng)r>1 delfolge sa at f,, — f p-n.o.
Huis pu er et endeligt mal, d.v.s. u(E) < oo, gelder yderligere
3) fo— f p-no= f,— fip-mal

4) fo — f i pu-p-middel = f, — f i p-r-middel for 0 <r < p.

Bevis. 4) folger af Korollaret til Jensen’s ulighed, og da

ulfa =1z < [ g = fPdu

for alle n og € ifplge Markov’s ulighed er 1) ligeledes klar. Vi mangler derfor kun
at vise 2) og 3).

3) Hvis f, — f pn.o.er N2, Url, {|fx — f| = €} en p-nulmaengde for ethvert
€ > 0, thi pa denne maengde konvergerer f, ikke mod f; og da u er et endeligt
mal, gaelder derfor for alle € > 0, at

nw(lfn = fl =€) < u(fj{!fk —fl>€}) ln-w u(ﬁ fj{!fk — fl>¢€}) =0.

k=n n=1k=n
2) Veelg en delfglge (ng)r>1, sa at p(Ay) < 27% for k > 1, hvor
Ay =A{|f — fu.l > 1/E} for k > 1.

Ifglge Borel Cantelli Lemmaet er p(limsup, Ax) derfor lig 0, hvilket netop er det
gnskede, thi hvis e ¢ lim sup,, Ay holder uligheden

f(e) = fur ()] < 1/k

for alle panzer hgjst endelig mange k, d.v.s. fra et vist trin at regne. <&

Som en ofte benyttet konsekvens af 1) og 2) fas
fo—f og fn > g pn.o.forallen = f > g pn.o.

Konvergensformen kan her enten vaere p-n.o., p-mal eller i p-p-middel.

Proposition 10 indeholder alle alment gaeldende implikationer mellem de indfgrte
konvergensformer. Men som Lebesgue’s Seetning viser, er det under visse om-
steendigheder muligt at slutte konvergens i middel ud fra konvergens n.o. Dette
aspekt vil vi nu undersgge neermere. Hertil far vi brug for et nyt begreb nemlig
uniform integrabilitet. Uniform integrabilitet kan defineres i vilkarlige malrum,
se Hoffmann afsnit 3.22, men da vi kun skal ggre brug af det i sandsynlighedsfel-
ter, koncentrerer vi os om endelige malrum, hvor tingene er simplere.
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Definition. Lad (F,&, u) betegne et endeligt malrum. En delmeengde H C
L' () siges at veere p-uniformt integrabel hvis

Ve>03K >0: sup |f|dp <.
fer HIfIZK}

Bemaerk at H C L'(u) er p-uniformt integrabel, hvis og kun hvis {|f|| f € H}
er p-uniformt integrabel.

Dvelse16. Vis at H C L'(p) er p-uniformt integrabel, hvis H er en endelig
maengde eller mere generelt hvis |f] < g for alle f € H for et g € L*(p).

Dvelse 17. Vis at H C L'(u) er p-uniformt integrabel, hvis og kun hvis der for
ethvert € > 0 findes et M, < oo, sa at H C B (M,) + Bi(¢), hvor for alle r > 0

Boo(r) :={f € M(E)[|f] <7 pm.0.} og Bi(r):={f € M()] /Ifldu <r}.

I beviset for hovedsaetningen benyttes en alternativ beskrivelse af uniform integra-
bilitet. Kriteriet er inspireret af falgende kontinuitetsprincip, hvis bevis overlades
til laeseren.

e :>/d< 1'/d:0.
f () |fldp < oo og u(hlﬂOAf“

Lemma 10 Lad (E, &, 1) betegne et endeligt malrum. En delmaengde H C L*(p)
er p-uniformt integrabel hvis og kun huvis

i) sup/|f|du<oo og i) Ve>036>0: sup/]f|d,u§ehvis,u(A)§5.
fer ferJA

D.v.s. H er uniformt integrabel, hvis og kun hvis H er begreenset i L', og inte-
gralet over en given mangde er lille uniformt for funktioner 1 H, hvis pu-malet af
mangden er lille nok.

Korollar 1 Hvis Hy, Hy C L*(u) er p-uniformt integrable er ligeledes Hy U Ho,
Hy+Ha = {f1 +f2’fi eH;i= 1,2} 0g {g S Ll(u)‘ﬂf eH: ]g] < ’f| ,u—n.o.}

p-uniformt integrable.

Korollar 2 Lad (f,)n>1 betegne elementer i L*(p). Da er {f,|n > 1} uniformt
integrabel, hvis f, — 0 i p-middel.

Bevis. Antag at H er p-uniformt integrabel. For alle K > 0 og f € ‘H geelder for
ethvert A € £

d g/ d +/ A < K - u(A) + du.
J 151 e it [Pl < KA+ [l

Da der i fglge den uniforme integrabilitet findes et K; > 0, sa at sidste led er
mindre end 1, ses ved at s®tte A = F | at H er begraenset i L'(p), idet

sup [ 1f]dp < Ky u(B) +1 < o0
feH
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og hvis vi for givet e veelger K. sa at supjey [(p>x.y [f1dp < €/2 geelder for
A€ & med pu(A) < €¢/(2K,) at

d:/ d+/ du < K. - u(A) +¢/2 < e
J 1 d e Mt [l 1(A) +e/

for alle f € 'H. For at vise den manglende del af Proposition 10 lader vi for givet
€ > 0 ¢ vaere bestemt i h.h.t.ii). Markov’s Ulighed

w12 K) < = [17]du < sup [ |f]ds/ K for f € N

viser, at vi kan bestemme et K. > 0, sa at sup ey p(|f| = Kc) < 0 og dermed
pr.valg af 0

Sup/ Ifldp <e. <
fer HIfIZzKe}

Korollar 1 overlades til leeseren. Betragt derfor Korollar 2. Da lim,, [ |f,|du =0
folger 1) umiddelbart, da enhver konvergent reel talfplge specielt er begraenset.
For alle ng > 10g A € £ er

sup/A|fn|du§ sup A|fn|du+sup/|fn|dy§[42|fn]du+sup | f| dpa.
n n=1

1<n<ng n>ng n>ng

Dette viser ii). Thi givet € > 0 bestemmes et ng, sa at sidste led er mindre end
€/2, hvorefter integrabiliteteten af >1'%, |f,,| sikrer, at vi kan vaelge § > 0, sa at

sup/ |fuldu <€ hvis u(A) <6. <
n JA

Saetning 6 Lad (E, &, u) betegne et endeligt malrum og (fn)n>1 09 f elementer
i M(E). Flg. pastande er da ekvivalente.

a) fo— f @ p-mal og {fn|n > 1} er p-uniformt integrabel.

b) (fn)n>1 09 f er elementer i L'(u) og f,, — f i p-middel.
Korollar For ethvert p > 0 er flg. pastande ligeledes akvivalente.
a)y fo— [ i p-mal og {|fn|"|n > 1} er p-uniformt integrabel.
b)p (fu)n>1 0g f er elementer i LP(u) og f, — f i p-p-middel.

Bevis for seetningen. b) = a): Konvergensen f,, — f i y-mal er vist i Proposition
10, og da
fo — f1p-middel < (f, — f) — 01 p-middel

er {f, — f|n > 1} ifolge Korollar 2 ovenfor uniformt integrabel, og derfor ifplge
Korollar 1 ogsa {f,|n > 1} da

|ful < |fu— fI+|f] for allen > 1.
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a) = b): Ifglge Proposition 10 findes der en delfplge (ny)i>1, sa at |fn, | — | f| u-
n.o., d.v.s. f € L'(u) da

/|f| dp < limkinf/ | fa] dp < Sgp/ | ful dp < o0

ifplge Fatou’s Lemma. Korollar 1 og ulighederne | f— f,,| < |f|+| /x| for n > 1 viser
derfor, at {f — f. |n > 1} er p-uniformt integrabel. Men for ethvert 0 < € < K

et [ |fu — f| dp lig med

/{Ifnf|<6} = Fl g {e<|fn—fI<K} o = Fldp {fn—fI>K} o = Fl g

<e-p(BE)+ K- p(lfn— f] =€) +sup |fo — fIP dp.
n {|fn_f|>K}

Dette sikrer, at lim, [|f, — f|du = 0. Thi for € og K valgt, sa at forste og
tredie led er sa lille som gnsket, konvergerer det midterste mod 0 som fglge af
konvergensen i mal. <&

Bevis for korollaret. Lad p > 0 veere givet. Antag b),. Konvergensen f, — f i
p-mal er vist i Proposition 10, og da

fo — f1p-p-middel & |f, — f|P — 01 g-middel
er {|fn — f|?|n > 1} uniformt integrabel, og derfor ogsa {|f.|P |n > 1} da
\fulP < 2P| f, — fIP+2P|f|P for allen > 1.

Antag omvendt a),. Ifglge Proposition 10 findes der en delfglge (ng)r>1, sa at
| for [P — | f| pn.0.0g dermed f € LP(u) da

J 117 dp < vimint [ (£, dpe < sup [ £, dp < oc.

Ulighederne | f — f,|P < 2P (| f|P+| fn|P) for n > 1 viser derfor, at {|f— f.|[P|n > 1}
er pu-uniformt integrabel. Men da

Wf = fal? > €)= ullf = fal > €/%) og |f = ful? 2| ful” + 27| fIP
for alle € og n er
{|f = ful?|n > 1} uniformt integrabel og |f — f.[°F — 0 i p-mal.

Pastanden fglger nu umiddelbart af setningen. <&

Seetning 6 gor det interessant at kunne afggre, om en given maengde af funktioner
er uniformt integrabel. I denne sammenhaeng er flg. resultat nyttigt.
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Proposition 11 Lad (E, &, 1) betegne et endeligt malrum. H C L*(u) er p-u-
niformt integrabel, hvis der findes en funktion ¢ : Ry — R, sa at

lim @/(x) =0 og sup [ (lf])du < 0.
feH

F.eks. er H p-uniformt integrabel, hvis H er begranset i L*(u) for et a > 1, d.v.s.
sup/|f\o‘du < 00.
feH

Bevis. Positiviteten af integralet sikrer for ethvert K > 0 og ethvert f € H, at

|/ x
d:/ A, gsup—/ dyi,
/{|f>K}|f‘ H= Jussry PV 217D = 2R e@) AT
hvilket viser det gnskede, da limg_, sup, x x/¢(x) = 0. &

Det naeste resultat, der geelder i vilkarlige malrum, anviser et andet seet af betin-
gelser, der sikrer konvergens i middel ud fra punktvis konvergens.

Saetning 7 Scheffe’s Lemma.
Lad (E, &, u) betegne et malrum og (fn)n>1 09 f givne elementer i L'(u), sd at
fn — f p-n.o.eller f, — f pu-mal. Da gelder

fo— f i p-middel < lirrln/|fn|du:/|f|du.

Bevis. Implikationen =, som fglger af uligheden | |f| — | f.|| < |f — fal, udnytter
hverken, at f, — f p-n.o.eller f, — f p-mal.

Hvad angar <) behandles kun n.o.-tilfeeldet, da mal-tilfeeldet kan udledes heraf
ved brug af et delfglgeargument baseret pa Proposition 10 punkt 2). Da z — |z|
er kontinuert, konvergerer |f,| — |f| p-n.o. Skriv nu

Jo = Fo - Ypaiczimy + Jn Lgas2ipy = hn + Ea,
og tilsvarende

|fal = 1fal - Ly pa<oiry + Lfnl - Lgpas210y = [hal + [Kal.

Da |h,| < 2-|f] og h, — [ og derfor |h,| — |f| p-n.o., viser Lebesgue’s Seetning,
at h, — f og |h,| — |f| i p-middel. Det sidste medferer specielt, at

lim [ [kl dye = tim [(1fal = hal) dpe = Tien [l dp = Timn [ 1] dys = 0.

D.v.s.k, — 0 i p-middel, og ved addition af de to konvergente L'-fglger (h,),>1
0g (kn)n>1 folger derfor at f,, — f i p-middel. O

Vi afslutter kapitlet med at se lidt nsermere pa konvergens i mal. Resultaterne
formuleres for reelle funktioner, men geelder 'usendret’ for funktioner med vaerdier
i et fuldsteendigt separabelt metrisk rum (S, d).
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Lemma 11 Lad (E,&, ) betegne et malrum og (fn)n>1 en folge af elementer i
M(E). Da gelder flg. pastande.

a) Hvis der findes en folge (€,)n>1 C Ry, sa at
zen <00 og Z”Ofn - fn+1| Z En) < 00,

eksisterer der et f € M(E), sa at f, — f p-n.o.og i p-mal.
b) frn — 0 u-n.o.og i u-mal hvis der findes en folge (€,)n>1 € Ry sa at

€ — 0 0og Y u|fal =€) < o0

Bevis. a) Definer
Ay ={|fa — fos1] = €en} forn>1.

Antagelserne og det forste Borel-Cantelli Lemma viser, at p(limsup,, A,) = 0, og
for e ¢ limsup,, A, er |fn(e) — fur1(e)| < e, fra et vist trin at regne, d.v.s.

2 €)= fara(e)] < oo,

hvilket ifplge fuldsteendigheden af R sikrer at talfolgen (f,,(e)),>1 er konvergent
i R. D.v.s.lim, f,(e) eksisterer i R for y-n.a.e. Lad f betegne det i Lemma 5
definerede f... f er da malelig, og det netop viste betyder, at f, — f p-n.o. For
at vise at der ogsa er konvergens i y-mal, lader vi € > 0 veere givet, og ng veelges,
sa at Y psp, € < € Da fi — f p-n.o. geelder for alle n

’fn - f‘ = h]gn |fn - fkl < Z |fk — fk+1’ U-1n.0.,
k=n
d.v.s.for n > ng er

w(|fo = fI > €) < u(D | fr = feral > €)
k=n

< 1Al = fenal > @) < 32 0l — Fonal > ) — e 0,
k=n

k=n
hvoraf konvergensen i pu-mal fglger.
b) Definer A,, := {|f.| > €.} for n > 1. Igen er p(limsup, A,) =0, og da

{n>1||fu(e)] > €} er endelig

for ethvert e ¢ limsup,, A, folger, at f,,(e) — 0 for alle e ¢ limsup,, A,, og dermed
pu-n.o. Konvergensen i p-mal er abenbar, da

hm (] fu] =2 €) <lmp([fo| = €,) =0 forallee>0. <

Vi er nu i stand til at vise, at konvergens i mal samt p-middel for en folge (f,,)n>1
kan afggres uden forhandskendskab til en eventuel graensevaerdi. Der gaelder nem-
lig folgende fuldsteendighedsudsagn.
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Proposition 12 Lad (E,E, p) betegne et malrum og lad (fn)n>1 betegne en folge
af elementer i M(E). Da eksisterer lim,, f,, i u-mal hvis

lim wp(|fn — fm| =€) =0 for alle e > 0.

Bevis. Antagelserne sikrer eksistens af en delfglge (ng)r>1, sa at
(| frp — fin] = 27%) < 27% for alle m > ny, og alle k > 1,

d.v.s. specielt
(] fry, = Frgal = 27F) < 27% for alle k > 1.

Ifplge Lemma 11 findes der derfor et f i M(E), sa at f,, — f p-n.o.ogi p-mal.
Dette er graensefunktionen, vi sgger, thi givet ¢, > 0 kan vi veelge et k, sa at

278 < (€N6)/2 og pllf — farl > €/2) < 6/2;

og for ethvert m > ny geelder derfor

:u(|f - fm| > 6) S ;u(lfnk _fm| > 6/2) +;u(|f - fnk| > 6/2)

< (| fr = ol > 27F) +6/2 <27+ 6/2 <6,
hvilket viser den gnskede konvergens. O

Korollar Lad (E, €&, ) betegne et malrum og lad (f,)n>1 betegne en folge af ele-
menter i M(E). For ethvert p > 0 eksisterer lim,, f,, i u-p-middel, hvis

lim /|fn — falPdu=o0.

m,n— o0

Bevis. Markov’s ulighed viser, at (f,,),>1 opfylder betingelsen i Proposition 12,
og propositionerne 10 og 12 sikrer derfor eksistensen af et f € M(E) og en delfplge
(ng), sa at f,, — f p-n.o. Heraf fas ved brug af Fatou’s Lemma at for n > 1 er

J1f = £ du timint [1£,, — fulf dp < swp [ 15 Ful d

hvilket ifglge antagelsen giver det gnskede resultat. &

Konvergens i mal er pr. definition et spgrgsmal om, at bestemte maengder har lille
mal. Det er derfor klart ud fra tidligere overvejelserne om indbyrdes kontinui-
tet af mal, at konvergens i mal er sammenfaldende for ackvivalente endelige mal.
D.v.s. hvis p1 og us er to aekvivalente endelige mal pa (E, ), sa konvergerer en
folge (fn)n>1 1 pi-mal, hvis og kun hvis den konvergerer i pio-mal. Det tilsvarende
geelder naturligvis ogsa for konvergens n.o., hvorimod situationen er mere kom-
pliceret for konvergens i p-middel.
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Til slut skal det naevnes, at konvergens i mal er metrisk, d.v.s.svarer til konver-
gens i en metrik. Denne egenskab, der er vigtig i mange bevissammenhaenge,
geelder ogsa for konvergens i p-middel, men derimod ikke for konvergens n.o. Da
vi primeaert skal beskaeftige os med konvergens i mal i forbindelse med sandsynlig-
hedsmal, ngjes vi med flg. overvejelser. Definer

dolf.9) = [1f =gl Aldp for f,g € M(E).

En simpel overvejelse viser, at der herved, hvis p er et endeligt mal, er defineret
en metrik (pseudo) pa M(E). Trekantsuligheden beror pa, at

(x+y)AN1<zAl+yAl forallez,y e Ry,

Der geelder nu flg. resultat.

Lemma 12 Lad (E, &, 1) betegne et endeligt malrum og lad (fn)n>1 09 f betegne
elementer i M(E). Da galder

Fo— f i pemdl = do(f, fn) —nsee 0 < /|f—fn|A1d,u—>n_,oo 0.
Bevis. Da
fo— fipmal = |f— f,] A1 —0 ip-mal

og {|f — fal A1|n > 1} er uniform integrabel, da funktionerne alle er domineret
af 1, folger = umiddelbart af Seetning 6. For ethvert ¢ > 0 og ethvert n viser
Markov’s ulighed, da z — x A 1 er voksende pa R, at

pllfa =112 S plfa = FINTZ eAD) < (A [ 11— fI A 1dg,

hvoraf den anden implikation folger. <&

Bemeaerkning. x — = A 1 kan erstattes af enhver anden begraenset, voksende og
konkav funktion, som er 01 0. F.eks. z +— arctanz eller x — z/(1 + z).

Som en simpel anvendelse af Lemma 12 vises flg. resultat.

Proposition 13 Lad (E, &, ) betegne et endeligt - malrum og lad (fn)n>1 09 f
betegne elementer 1 M(E), sa at f, — f i pu-mal. Da konvergerer ¥(f,) — ¥ (f)
i p-mal for enhver kontinuert funktion ¢ : R — R, og konvergensen sker ogsa i
w-1-middel, hvis enten 1 er begranset, eller (V(fn))n>1 er p-uniformt integrabel.

Bevis. Lad ¥ betegne en kontinuert reel funktion. Ifslge Lemma 12 skal vi vise

do(Y(fn),¥(f)) — 0 for n — oo.
Men gaelder dette ikke, eksisterer der et € > 0 og en delfplge (ng)r>1, sa at

do(V(fn,), ¥(f)) > € for alle k >1

samt ifglge Proposition 10 en yderligere delfglge (k;);>1, sa at
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fnkl — [ p-n.o., og dermed W(fnkl) —(f)] A1 — 0 pn.o.,

da 1) er kontinuert. Ifglge Lebesgue’s Seetning konvergerer derfor

Ao s 0(1) = [ [0(fu) = 0 ALdi =0 for 1 — o0,

hvilket strider mod valget af delfglgen (ng)g>1. Hvis ¢ yderligere er begraenset,
eller (¢(fn))n>1 er uniformt integrabel, er

{l(fn) —(f)||n > 1} p-uniformt integrabel,

og da, som netop vist,

[¥(fn) = ()] = 01 p-mal,

folger resten af Seetning 6. &

Bemeerk at beviset kun udnytter, at ¢ er kontinuert ps-n.o., d.v.s. at maengden
af punkter, hvori ¢ ikke er kontinuert, er en pp-nulmeengde. /15 er her billedmalet
dannet ud fra p og f.

Laeseren opfordres i denne forbindelse til at overveje, at for enhver Borel funktion
h: R — R er maengden af diskontinuitetspunkter, d.v.s.

{z € R|h ikke kontinuert i x},

en teellelig foreningsmeengde af lukkede maengder, d.v.s. specielt en Borel maengde.
Overgang til komplementet viser derfor, at

Ch, := {z € R|h kontinuert i x}

er et talleligt gennemsnit af abne maengder.
Vink til et bevis. Vis og udnyt at et punkt x er et diskontinuitetspunkt for h,
hvis og kun hvis

dm>1,Vn>13z,yeR: |z —y|V]x—z <1/nog|h(y) —h(z)| > 1/m.

Lad mig endnu en gang understrege at hovedparten af det, der i dette afsnit er
sagt om reelle funktioner, kan ved at udskifte |-—-| med d(-, -) usgendret oversaettes
til funktioner, som tager veerdier i et separabelt metrisk rum (5, d). Dette gaelder
blandt andet Lemma 12 og dermed Proposition 13, hvilket specielt viser, at kon-
vergens i p-mal af stokastiske funktioner med veerdier i et separabelt metrisk rum
(S, d) bibeholdes ved overgang til en sckvivalent metrik. D.v.s. konvergens i p-mal
afhaenger ikke eksplicit af den valgte metrik.
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LP-rum.

I dette afsnit vil vi ganske kort se naermere pa LP-rummene med seerlig veegt
pa L?. Lad derfor (E, &, 1) betegne et givent maleligt rum. Vi har tidligere for
ethvert p > 0 indfert

LP(n) = {f € M(E)| [ 177 du < oo},
og vi observerede, at LP(u) er et vektorrum, d.v.s.
af +bg € LP(u) hvis f,g € LP(u) og a,b € R.

For ethvert p > 1 og f € LP(u) definerer

1= ([ 1 an)”

et reelt tal kaldet LP(u)-normen af f, og ifglge integralets homogenitet og Min-
kowski’s ulighed geelder, at

D) |lafll, = la|- || fll, for f € LP(u) og a € R. (homogenitet)
2N+l < fllp+ llgll, for f,g € LP(n). (trekantsuligheden)
3) Ifll, =0 < f=0 pno.

For p > 1 kan vi derfor definere en pseudometrik pa L”(u) ved fastseettelsen

dp(fr9) = If —gll, for f,g € LP(u).

Som allerede naevnt geelder 2) ikke for 0 < p < 1. Men da funktionen z +— 2P er
subadditiv pa Ry, d.v.s. (z4y)? < 2P +yP, kan vi tilsvarende for ethvert p €0, 1]
definere en pseudometrik pa LP(u) ved fastsettelsen

d(f.9) = [1f =gl du for f.g € L(n).

Som det er seedvane i metriske rum, siges en folge (f,,)n>1 € LP(u) at veere kon-
vergent 1 LP(u) med greenseveerdi f € LP(u), normalt betegnet f, — f 1 LP(u),
hvis

h?{n dp(f, fn) =0.

En folge (fn)n>1 € LP(p) siges kort at vaere konvergent i LP(u), hvis der findes et
f e LP(u),saat f, — filLP(u), og den siges at veere en LP-Cauchy-folge, hvis

lim d,(fm, fn) = lign sup dp(fm, fn) = 0.

n,m—00 m>n
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Trekantsuligheden viser, at enhver konvergent fglge er en Cauchy-fglge, samt at
enhver LP-Cauchy-folge (f,)n>1 er begrenset i LP(u), d.v.s.

sup [ 1ful” dpu < oo.

Der geelder endog
(fa)n>1 LP -Cauchy-folge = li7£n/ | fu|? dp eksisterer i R

eller aekvivalent , da R er fuldsteendig, at integralfglgen er en reel Cauchy-fglge,
thiforO<p<1ler

1l i = [l dnl < [ fo = fl? di
ifglge subadditiviteten, og for p > 1 viser Minkowski’s ulighed, at

[ falle = [ fmllp | < W = fonllo-

Tilsvarende ses at f,, — f 1 LP(u) = |ful? — |f|P 1 p-middel og derfor

lim [ 1l dye = [ 1f17di tvis fu— 3 D(1)

Igen beror dette for p < 1 pa subadditiviteten af x — zP, hvorimod man for p > 1
far brug for Holder’s ulighed samt flg. konsekvens af Middelveerdisaetningen

el = lyP [ <p- (el + 1yl Je -yl 2.y €R.

Konvergensbegrebet hgrende til metrikken d, er tydeligvis identisk med kon-
vergens i pu-p-middel, og korollaret til Proposition 12 viser derfor, at LP(u) er
fuldsteendig, d.v.s.enhver LP-Cauchy-folge er konvergent i LP(u). Dette vigtige
resultat formuleres som en selvstaendig seetning.

Saetning 8 Lad 0 < p < oo vere givet. Enhver LP-Cauchy folge (fn)n>1 C LP (1)
er da konvergent i LP(p).

Bevis. Korollaret til Proposition 12 viser eksistensen af et f i M(E), sa at f, —
f p-p-middel, og f ligger i L” (1), thi for ethvert n > 1 er

/|f|pdu§2p/|fn|pdg+2p/|f—fn|pdu. o

Korollar Lad p > 1 og (fn)n>1 C LP(u) veere givet. Da gelder

S I fallp <o = > fn konvergent i LP(u).

n=1 n=1
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Bevis. Minkowski’s ulighed viser, at afsnitssummerne (}3_; fi)n>1 udgoer en LP-
Cauchy-folge, og rackken er derfor konvergent. <&

For fuldsteendighedens skyld bgr det naevnes, at der ogsa findes et L>°(x) med en
pseudometrik dy(+,-). Vi ngjes her med blot at give de relevante definitioner.

L=(p) = A{f e M(€) |30 <c<oo: pullf| >c) =0},

doo(f, 9) == nf{c > 0[pu(|f —g| > c) =0} for f,g € L=(n).

Tilfeeldet p = 2 er specielt vigtigt, thi ifslge Cauchy-Schwarz’s ulighed definerer
fastsaettelsen

<fog>= [ gdu for f.g€ L*(n).

en positiv, symmetrisk bilineser form pa L?(u). < -,- > er altsa et sakaldt ska-
larprodukt eller rettere et pseudo skalarprodukt, idet < f, f >= 0 kun betyder,
at f =0 p-n.o.

Cauchy-Schwarz’s ulighed viser, at < -,- > er separat kontinuert, d.v.s.

Vel (p): lim< fg,>=<fg> hvisg,—gil*p).

Endvidere er < -, - > nert forbundet med L?(x)-normen, da

Iflle=+/< f, f> foralle f € L*(u),

| - ||2 er altsa den til skalarproduktet < -,- > tilknyttede norm, og da || - ||, er
fuldsteendig, er L? (1) dermed et sakaldt Hilbert rum, d.v.s. et vektorrum udstyret
med en fuldsteendig norm stammende fra et skalarprodukt.

Eksistensen af et underliggende skalarprodukt gor det muligt at overfgre det fra
R" kendte orthogonalitetsbegreb til L?(1).

Definition. f,g € L?(u) kaldes orthogonale, betegnet f L g, hvis < f, g >= 0.
Som det er seedvane defineres V4 := {h € L?(u) | h L g for alle g € V'} for enhver
delmeengde V af L?(u). Folgende resultat er vel kendt i R™.

Proposition 14 For f,g € L*(n) gelder

Pythagoras: |[|f+gl3 = I[lflI3+ g3 hvis f Lg.

Parallelogramreglen: | f +g[3+ [If —gl3 =2- [/l + 2 [lgll3.

Bevis. Opskriv || - ||3 ved hjeelp af < -,- > og udnyt bilineariteten. &
Som en vigtig anvendelse heraf udledes fglgende resultat.

Saetning 9 Projektionssatningen.
Lad V' C L*(u) vere et lukket underrum, d.v.s. lukket under addition, multipli-
kation med skalar samt konvergens i kvadratisk middel (enhver folge i V', som er
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konvergent i kvadratisk middel, konvergerer mod et punkt i V). Da findes der til
ethvert f i L*(u) et element fy € V, sd at

f=feVt og If = fvlla= glg‘f/ 1f = glla-
fv er entydigt bestemt p-n.o. og kaldes f’s orthogonale projektion pa V.
Bevis. Lad f € L?(u) veaere givet og veelg en folge (f,,)n>1 C V, sa at
c:= inf |If = gllz =lm|lf = full2-
Bemeerk at ¢ < oo. Ved hjeelp af parallelogramreglen har vi for alle n,m > 1

1f = fulz 1 = fullz =2 1f = (a4 fu) /202 + 2 1(fa = fin) /2113

d.v.s.
1fo = FnlB =2 (I1F = Fal3+1F = Full3 =21 = (fu + fun) /213) -

Men da %( fo+ fm) €V, da V er et vektorrum og derfor specielt konveks, er

1
15 = 5+ f)l3 = & for alle n,m,

hvoraf fas, at lim,,, ||fn — fmll2 er lig 0, d.v.s. (fn)n>1 er en L:-Cauchy-fglge.
Fglgen er derfor konvergent i L?(u), og da V er lukket under konvergens i kva-
dratisk middel, er der en greenseveerdi fi i V. Dette viser seetningens forste del,
thi ved brug af trekantsuligheden fas, at

If = frlle =lm|[f = full = c.

Bemeerk at vi kun udnyttede, at V' var lukket og konveks (endog kun f,g € V =
(f+g)/2 € V). Disse to egenskaber sikrer ogsa entydigheden, thi hvis fy og fv
i V begge realiserer minimalafstanden ¢, fas af parallelogramreglen

A <f =120 + fo)ll =2+ If = fr)/213 + 2+ I(f = fvr)/2113
= = F) /215 = = I(fv = fr)/21I3 < &,

dvs. ||fv — fv]|2 = 0 og dermed fyy = fi p-n.o. For at vise orthogonaliteten
lader vi g € V' veere givet. Da V er et underrum, er fiy +t-g € V for allet € R,
og 0 er dermed minimumspunkt for andengrads polynomiet

tf = (fv+t-9lz=If = iz =2t < f = fv.g >+ |lgl3,

hvilket betyder, at < f — fi/, g >= 0, og dermed den gnskede orthogonalitet. <
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Ovelse 18. Lad G betegne en del o-algebra i £, d.v.s.G er en c-algebra i F og
G C €. Vis at
L*(u,G) == {g € L*(11) | g er G-malelig}

er et underrum i L?(i), som opfylder betingelserne i Projektionssaetningen.
Antag yderligere at p er et endeligt mal. Vis ved at udnytte at 14 € L*(u, G) for
alle A € G, at der til ethvert f € L?(u) findes netop et (entydigheden er op til
p-n.0.) element fg € L?(u,G), sa at

/fd,u:/fgdu foralle Ac G. O
A A

Ovelse 19. Vis at underrummet V' := span(fi,..., f,) opfylder betingelserne i
Projektionssaetningen for ethvert endeligt seet f1, ..., f, af elementer i L*(p). O

Kombineres Phytagoras og fuldsteendigheden fas folgende seerdeles nyttige udsagn
om konvergens i L?(x). Sammenlign med korollaret til Seetning 8.

Lemma 13 Lad (f,)n>1 C L*(11) veere givet, sa at f, 'erne er parvis orthogonale,
dv.s. f, L fou form#m. Da er

Z fn konvergent i L*(u) < Z | full3 < o0.
n=1

n=1
Bevis. Ifglge Pythagoras har vi for alle n < m
IDfe=2 Sz =11 > fullz= D0 Wfllz = Do MAellz = D2 1l
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1
Heraf fas pastanden umiddelbart, da konvergens i L?*(u) og R er fuldsteendig. <

Korollar Lad (f,)n>1 € L*(1) veere givet, sa at fr L (fur1 — fu) for alle 1 <
k <n. Da er (f,)n>1 konvergent i L*(u), hvis og kun hvis sup,, || fa|l2 < oo.

Bevis. Benyt Lemma 13 pa (g,)n>1, hvor g1 = f1 0g gk = fern — fe k>2. O

Monoton konvergens viser sammen med Lemma 6, at de ikke-negative simple
funktioner S(&) er teet i L' (u), d.v.s.

Vfe L' () Ye>03g€SE)NL () : If =gl <e

Ved opsplitning i positiv og negativ del samt brug af trekantsuligheden folger
derfor, at S(€) er teet i L'(u), d.v.s.

VfeLl(u)Ve>03gesSE)NL(uw): |f—glh <e

|14 —1gl1 = W(AAB) for A,B€€&
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viser Ovelse 13, at hvis A C £ er en algebra, som frembringer £, sa er ogsa S(.A)
teet 1 L' (), hvor

S(A) :=span{14| A € A}.
D.v.s. hvis € er teellelig frembragt og derfor pa formen o(.A) for en teellelig algebra
A, sa er L'(p) seperabel, idet den teellelige maengde

n

{Z@i'lx‘li

=1

nZl,OéZ‘EQ,AZ'GA}

er teet 1 L'(p).

Det er ofte vigtigt at vide, at en bestemt maengde af 'paene’ funktioner et taet
i L'(p). T denne forbindelse er flg. resultat interessant. Bemaerk at R og mere
generelt R"™ udstyret med Lebesgue malet opfylder betingelserne.

Proposition 15 Lad (S, d) betegne et metrisk rum og pu et Borel mal pa S. Antag
at der findes en folge af voksende abne mangder (Uy,)n>1, sa at S = U, U, og
w(U,) < oo for alle n. Da er C(S), d.v.s. maengden af kontinuerte reelle funkti-
oner defineret pa S, tet i L'(p), d.v.s.

Vfe L (p) Ye>03ge C(S)NLY(p): [If —glh <e

Bevis. Da S(€) er teet i L'(u), viser trekantsuligheden, at det er nok at betragte
funktioner f € S(€)N L' (u), d.v.s. funktioner pa formen 3% | a;-14,, hvor 4; € £
og ((A;) < oo fori=1,...,k. Men da

k k k
1D ai-1a, =Y ai-1ano, = 1D ai- (La, — Laow,)lh
=1 =1 =1

k k
<D lail - 1a, = Lawalh = 3 lail - p(ANU),
i=1

i=1

ses, at vi uden tab af generalitet kan antage, at A; C U, for alle i for et ny > 1.
Lad nu € > 0 veere givet og szt a := sup; [a;|. Da uy,  er et endeligt Borel mal,
findes der ifglge Proposition 4 abne meengder (V;);=1. , sa at

_c
2ak’
Men for ethvert ¢ findes der en folge (gn.i)n>1 € C(S)+, sa at g,; T 1v;, f.eks.

A; CVi C Uy og u(Vi\A;) = o, (Vi\Ai) <

Gni: x—=n-d(z, V)AL

Bemeaerk at {g,;, = 1} = {z € V;|d(x, V) > 1/n}. Ifslge Monoton konvergens
findes der derfor et ny > 1, sa at

€
1.d—/n,~d <&
I/mu Gnyi Al Sk
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fori =1,... k, hvilket ved brug af trekantuligheden medfgrer, at

k k k k
1D ai-1a, = ai-gnyilh < 1D ai-la, =) ai-1y,
i=1 i=1 i=1 i=1

k k
1+ Zai'lw—zai'gm,i’h
i=1 i=1

k k
<3 laal - (VAN + S Jal | [ T = [ guisdnl < e
=1 =1

og dermed det gnskede resultat. &

Bemaerkning. Resultatet er formuleret for L'(u), men gaelder usendret for LP(p)
for ethvert p > 0.

Som en umiddelbar konsekvens af Proposition 15 kan man, da Lebegue malene er
translationsinvariante, ved hjeelp af Lebegue’s Saetning uddrage flg. interessante
resultat omhandlende malrummet (R™, B(R"), \,).

For ethvert p > 0 og ethvert f € LP()\,) er afbildningen
RSz f(-+2) € I'(\)

kontinuert, hvis R"™ udstyres med den sedvanlige Euklidiske metrik og LP(\,)
med d,(-, -)-metrikken.

Korollar For ethvert A € B(R™) med \,(A) > 0 findes der et € >0, sa at

b0,e) CA-A={yecR"|y=2 —a, forz; € Ai=1,2}.
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Radon-Nikodym’s Saetning.
Lad (E, &, u) betegne et o-endeligt malrum. Som tidligere omtalt definerer af-
bildningen

AH/g@
A

for ethvert g i M(E), et p-satureret sum-endeligt mal pa (E,&). T dette afsnit
vises omvendt, at der til ethvert v € m(F), som er p-satureret og sum-endelig,
svarer et g 1 M(€),, sa at

V(A):/Agd,u for alle A € £.

Teetheden g er som tidligere vist entydigt bestemt op til g-nulmeengder. Hvis v er
o-endelig kan g veelges i M(E) .. Resultatet, der specielt viser, at saturerethed og
absolut kontinuitet er det samme for g-endelige mal, formuleres som flg. seetning.

Saetning 10 Radon-Nikodym’s Saetning.
Lad (E, &, 1) betegne et o-endeligt malrum, og lad v veere et sum-endeligt mal pa
(E,E), sa at N,, CN,. Da eksisterer der et g i M(E) 4, sd at

y(A):/Agdu for alle A € €.

Bevis. Da v er sum-endelig og p-satureret, er v = >, v;, hvor v; er endelig og
p-satureret for alle ¢+ > 1. Har vi derfor vist, at v; = ¢;dp for alle 4, sikrer
ligheden v = Y, v; og integralets egenskaber, at 3", g; er en teethed for v m.h.t. p.
D.v.s.vi kan og vil antage, at v er et endeligt mal. Vi kan ligeledes antage, at p
er et endeligt mal. Thi da u er o-endeligt, findes der en overalt strengt positiv
funktion ¢ € L'(u). Et eksempel er

2—77/
S e a—
v 2;1+—M(Bn) b
hvor (B,)n>1 C € er valgt sa at E = U,, By, og u(B,,) < oo for ethvert n. Defineres
herudfra
a(A) = / pdu for alle A € &,
A

er i et endeligt mal pa (E, ), og v er fi-satureret, da i og u er eekvivalente. Kan
vi derfor vise eksistensen af en taethed g for v m.h.t. i, vil g - ¢ ifslge Seetning 4
veere en taethed for v m.h.t. p. Alt i alt drejer det sig altsa om at vise:

Til givne endelige mal y og v, hvor v er u-satureret, findes der et ikke-negativt
element g € L'(p), sd at

V(A):/Agd,u for alle A € &.
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Vi beviser forst pastanden under antagelsen, at & er teellelig frembragt, d.v.s.
F(An)nz1 €€ € =0((An)nz1)-

For alle n > 1 findes der som tidligere omtalt en endelig partition { B}, ..., B}
af F, sa at
o({As,..., A }) =c({B},...,By}),

og beskrivelsen af o-algebraen frembragt af en partition, (se side 5), viser, at for
ethvert n > 1og A€ o({A,..., A,}) er

ANB! =B eller 0 dvs. A= |J B

i: B, CA
Definer for ethvert n > 1(0/0 := 0)

_Z s
= 2 (@)

~1pn,
1

hvor m = p+v. Da0 < f, <1 for alle n, er (f,),>1 begreenset i L*(m), og for
ethvert 1 <1< n ogi < 2 er ifglge ovenstaende observation

2 v(BY)
L dm = J 10 d
o P =2 ) oy o
2 v(B})
= - .m(B;NB) = v(B") = v(Bh).
jz:l m(Bj) ’ j:Bz’?;Bl, ’

J =1

Ved linearitet fglger heraf, at for alle 1 <1 < n er

[ e fdm= [ i frsr dm.

dvs. fi L (fax1 — fu) 1 L*(m) for alle 1 <[ < n. Ifglge korollaret til Lemma 13
eksisterer lim,, f,, derfor i L?(m). Graensevaerdien, som betegnes f, kan naturligvis
antages at opfylde ulighederne 0 < f < 1.

For alle n > 1 og i < 2™ har vi derfor ifglge kontinuiteten af skalarproduktet, at
/ fdm =< f, 1pn >= lilHl<fl,]_B?l >= h}n/ fldm:y(BZ"),
B?L (3 (2 B(L

hvilket ved addition betyder, at

v(A) :/Afdm for alle A€ ) o({As,.... A}).
n=1
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De to endelige mal v og fdm stemmer altsa overens pa en algebra, som frem-
bringer £, og ifslge Proposition 2 er de derfor identiske. D.v.s.

V(A) = /A fdm foralle AcE,

hvilket, da m = pu + v, ogsa kan skrives som

/Afdu:/A(l—f)dy for alle A € &.
Ved at bruge dette for A = {f = 1} ses, at u(f = 1) = 0 og dermed v(f = 1) =0,
dvs.1—f=(1—f) 1<} v-n.o., hvoraf fas ved brug af Seetning 4, at

f
V(A) = /A ﬁ . ]_{f<1} d,u fOI' alle A € g

Eksistensen af en teethed for » m.h.t. u er hermed vist, forudsat at & er teellelig
frembragt. For at fjerne denne antagelse argumenteres som fglger.
Som netop set er det nok at vise, at der findes et f € L*(m), sa at 0 < f <1 og

V(A) = /A fdm foralle A€ €.

Som netop vist, findes der for enhver teellelig frembragt del o-algebra F i £ et
fre L*(m,F),saat 0< fr<1og

V(A) = /A frdm for alle A € F.

Velg nu en folge (F;);>1 af teellelig frembragte del o-algebraer i £, sa at
lim/f% dm = sup/f% dm < m(FE) < oo,
i F

hvor sup tages over alle teellelig frembragte del o-algebraer i £. Definer F* :=
o(Ui>1 Fi). Da F* er teellelig frembragt, har det mening at betragte fr-, og da
F; C F*er fr. og fr- — fr orthogonale i L?(m) for ethvert i, thi

[ 17 Ur = tr)dm= [ fr fredm= [ 5 frdm= [ frav= [ frdv =0,
Ifplge Pythagoras geelder derfor, at [ f7 dm < [ f#. dm for alle i og dermed

/fg:*dmzsup/f;-dm.
f

Men dette viser, at fr- er funktionen, vi sgger. Thi lad A € & vere givet. Da
o-algebraen F = o(F*, A) er tellelig frembragt og indeholder F*, vises som for,
at fr- og f#— fr+ er orthogonale i L?(m), men pa grund af maksimaliteten af
[ f#.dm ma der gelde fz— fr- =0 m-n.o., d.v.s.

V(A):/Affdm:/Afp dm.

Seetningen er hermed vist. &
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Konstruktion af mal.
Indtil nu har vi arbejdet under antagelsen, at malrummet (F, &, i), d.v.s. et ma-
leligt rum (F, &) udstyret med et mal p, pa forhand var givet. Men de eneste
mal, vi pa nuvaerende tidspunkt faktisk ved eksisterer, er sakaldte diskrete mal,
d.v.s. mal af typen

Zai -0y, hvor a; >0, z; € E.

I dette afsnit skal vi derfor beskaeftige os med eksistensen af mere interessante
mal som f.eks. Lebesgue malet pa R. Problemet, vi gnsker at lgse, kan formuleres
pa folgende made. Lad der veere givet et system G af 'paene’ delmaengder af F,
hvor det antages, at () € G, samt en funktion p

p:G— R, saat u(@) =0.

Under hvilke omstaendigheder findes der da et mal pa o(G), som stemmer overens
med p pa G7 Eller kort, hvornar kan p udvides til et mal pa o(G)?

Vigtigt eksempel: E =R, G ={]a,b]| —oco <a <b< oo} ogu(a,b])=>b—a.
Problemets lgsning ligger gemt i fglgende resultat af Carathéodory.

Saetning 11 Carathéodory’s Saetning.

Lad m betegne en ikke-negativ maengdefunktion defineret pa alle delmangder af

E, dv.s. m: 28 — R, sd at m(0) = 0. Til m tilordnes de sdkaldte m-malelige
mangder M(m) defineret ved

M(m) = {B € 2¥ |[m(A) = m(AN B) + m(AN B°) for alle A € 2¥}.

M(m) er da en algebra, og m er endelig additiv pa M(m). Huvis m er voksende
og teellelig subadditiv, er M(m) en o-algebra, og m er et mal pa M(m).

Bemaerk at hvis m er subadditiv, er B € 2F element i M(m), hvis og kun hvis
m(A) > m(AN B) +m(AN B°)

for ethvert A € 2% med m(A) < oo, og hvis m yderligere er voksende, indeholder
M(m) derfor alle m-nulmaengder, d.v.s. delmaengder B C E med m(B) = 0.

Bevis for Seetning 11. Definitionsligningen viser umiddelbart, at E, ) € M(m),
samt at denne er stabil under komplementeermeengde dannelse. Lad By og B, i
M(m) veere givet. Ved forst at udnytte at B; € M(m) og dernaest at By € M(m)
fas for ethvert A € 2F at

m(A N (Bl U BQ)) + m(A N (Bl U Bg)c)

=m(AN (B UBy) N By)+m(AN (B UBy)NBY)+m(AN (B U By)°)
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=m(AN By) +m(AN By N BY) + m(AN B N BS),

=m(ANBy) +m(AN BY) =m(A).

D.v.s. M(m) er en algebra, og hvis B; og B, er disjunkte elementer i M(m), har
vi for alle A € 2F tilsvarende

m(AN (ByUBsy))=m(AN (ByUBy) N By) +m(AN (B UBsy) N BY)

Dette viser specielt (seet A = E), at m er endelig additiv pa M(m), samt da
M(m) er en algebra

n n—1
m(AN | Bi) = m(AN | J By) +m(ANBy) for alle n hvis (Bg)g>1 € M(m) p.d
k=1 k=1

Hvoraf fas ved induktion, at
m(An | By Z (AN By) for alle n hvis (By,)z>1 € M(m) p
k=1 k=1

Antag nu yderligere, at m er voksende og teellelig subadditiv. o-additiviten pa
M(m) er nu umiddelbar, thi hvis (Bg)r>1 € M(m) er parvis disjunkte geelder,
da m er voksende, endelig additiv og teellelig subadditiv, at

n

Zm (By) = m( UBk >supm UBk pzm<Bk>:§:m(Bk)a

k=1 k=1 k=1 ”k:l

d.v.s.m er g-additiv pa M(m). Da M(m), som vist, er en algebra, er den en o-
algebra, hvis den yderligere er stabil under teellelig disjunkt forening. Lad derfor
(Bi)k>1 € M(m) parvis disjunkte vaere givet. Da m er subadditiv, gaelder det
om at vise, at for et givet A € 27 er

m(A4) >m(An | By) + m(An (| Bk)°)
k=1 k=1
Men som netop vist, er m endelig additiv pa algebaen M(m), d.v.s.m(A) er lig
m(AN | By) + m(AN( U Z (AN By) +m(AN( U
k=1 k=1 k=1 k=1
for alle n > 1, og da m ogsa er voksende, er m(A) derfor stgrre end eller lig

sup(Zm(AﬂBk)—f-m(Aﬂ(UBk ) > m(ANBy) +m(AN( UBk
" \k=1 k=1 k=1 k=1
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Heraf fas nu af den teellelige subadditivitet at

m(AﬂGB;J—Fm(Aﬂ(GBk i AﬂBk +mAﬂ UBk <m(A)

k=1 k=1 k=1
D.v.s. Uy Br € M(m), og setningen er hermed vist. <&

Lad i det fglgende G og p som ovenfor veere givet. Set i lyset af Proposition 2 og
det tilhgrende Korollar er situationen, hvor G er stabil under endelig gennemsnit
samt indeholder en voksende folge (G,,)n>1 sa at E = U, G, og u(G,,) < oo for
alle n, specielt vigtig, idet der her hgjst eksisterer én udvidelse.

For at kunne udnytte Carathéodory’s Seetning ma vi fgrst ud fra p konstruere
en ikke-negativ meengdefunktion defineret pa hele 2€. Dette kan ggres pa flere
mader, men vi holder os til det sakaldte ydre mal p* defineret ved

w( mf{z,u |ACUG G, € G} for Ae2F
i=1

Definitionen viser umiddelbart, at p* er voksende og p*() = 0. Endvidere er
i) 1 (G) < u(G) for Ge G og ii) p* teellelig subadditiv.
Bevis. i) folger klart af at
GCGUOUD---og e G med p(d) =0.

Betragt derfor ii). Lad (4;)i>1 C 2F veere givet og antag, at Y52, u*(A;) < oo,
thi i modsat fald er der intet at vise.
Veelg for givet € > 0 for ethvert k > 1 (G¥);>; C G, sd at

A CUUGE og Y (G <pr(Ay) +e-27% foralle k > 1.

i=1 i=1
Rearrangeres {G¥ |i,k > 1} som én fglge, fas en folge (G;)i>1 C G, hvis fore-

ning overdaekker (J; A;, og da man i en sum med lutter ikke-negative led frit kan
omordne leddene, uden at summen @ndres, ses at

U< 3u@) -3 (i M(Gf)> <A + e

i=1

hvilket viser ii), da € > 0 er vilkarlig. &

Ifglge Carathéodory’s Seetning er p* et mal pa M(u*), og restriktionen af p*
til M(u*) er derfor en udvidelse af den rigtige type, hvis flg. to betingelser er
opfyldte.

G og dermed o(G) er indeholdt i M(u*) og p* = pupag.
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Dette giver anledning til fglgende lgsning pa ovenstaende eksistensproblem. Be-
merk at b), c) og d) ogsa er ngdvendige for eksistensen af maludvidelse.

Saetning 12 Antag at G er stabil under endelig gennemsnit. Da udvider p til et
mal pa 0(G), hvis folgende betingelser er opfyldte.

a)VG,Gy € G 3GE, ..., G € G parvis disjunkte : G3 NGS5 = UL, GF.
b)VG1,Gy € G: u(Gy) < pu(Ge), hvis Gy C Gs.
c)VG,G1,Gy, ... €G: u(G) <32 u(G;), hvis G = U2
d)VG,Gy,....,G,€G: u(G) >3, n(G;), hvis UL GiQGogGl,...,Gn
parvis disjunkte.

Udvidelsen er entydigt bestemt, hvis der findes (Gp)n>1 C G, sa at E = U, Gy og
G, C Gy for alle n.

Da entydigheden allerede er afklaret, behandles kun eksistensen. Beviset opdeles
i to dele, idet vi seerskilt viser

Lemma 14 Med samme notation som i Setning 12 gelder
1) b), )= j= i pa g,
2)c),d)= p (UL, G;) = >, u*(G;) for parvis disjunkte Gy, ...,G, € G.

Bevis. Lad G € G veere givet. Som fgr naevnt er det nok at vise u*(G) > pu(G).
Lad hertil (G;);>1 € G veere givet, sa at G C |J; G;. Antagelserne giver nu

> (G > S uGin6) = (UG 6)) = )

i=1 i=1 i=1
og dermed at p*(G) > p(G). D.v.s.vi har vist punkt 1).
I punkt 2) er det nok at vise >, da < fglger af, at p* er subadditiv. Lad derfor
parvis disjunkte G4, ..., G, € G vere givet, og betragt en fglge (C?j)jzl C G, hvis
foreningsmaengde overdaekker Gy U ... U G,,.
Da G;NG; C G fori, j > 1 fas af d)

S (G = S w6 Gy = XS ulGin Gy) = Y (G,
7j=1 j=1i=1 =1 j=1 i=1
hvilket pr. definition af p* giver den sggte ulighed. &

Bevis for Seetning 12. Da p = p* pa G, mangler vi ifglge Carathéodory’s Seetning
kun at vise, at G C M(u*), d.v.s.pr. definition af p* og M(u*) at vise, at for
ethvert givet G € G og A € 2F er

ZM D> (ANG) + (AN GY)
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for enhver folge (G;)i>1 € G, sa at A C U2, G;. Lad derfor G, A og (G;);>1 med
de naevnte egenskaber veere givet. For ethvert ¢ eksisterer der ifglge a) parvis
disjunkte G7 ;,..., Gy, ; € G sa at

» Mn(i),i

j=1

og ifglge Lemma 14 geelder derfor for alle i, at

n(i)
j=1

Den sggte ulighed fglger nu ved summation under brug af subadditiviteten af p*
samt inklusionerne ANG C U;(G; NG) og ANG® C U;(G; N G°), thi

WANG) + i (ANG) £ 31 (GiN G + 3w (G N G7) < 3o (Go). ©

i=1 i=1 i=1
Flg. klassiske resultat er et specialtilfeelde af Seetning 12.

Korollar Enhver ikke-negativ tellelig additiv maengdefunktion defineret pa en
algebra A udvider til et mal pa o(A), og udvidelsen er entydig, hvis A indeholder
en folge af elementer, som alle har endeligt mal, og hvis foreningsmangde over-
deekker hele rummet.

En maengdefunktion A pa en algebra A, siges at veere teellelig additiv, hvis A\(0) =
0 og

Mszixm,

hvis (A;)i>1 € A er parvis disjunkte og U2, A; € A. Bemeerk at teellelig additi-
vitet pa A medfgrer endelig additivitet. Ved at betragte (B,,),>1, hvor

=

A\ A= UAi n =1,

1 i=1 i=n+1

s

B, =

)

ses, at hvis hele rummet har endeligt A mal, sa er A tellelig additiv pa A, hvis
og kun hvis A er endelig additiv og kontinuert i (), d.v.s. opfylder

lim AN By) = i%f)\(Bn) =0

for alle (B,,)n>1 € A hvor B, | 0, d.v.s.

B,2 B,y forn>1 og () B,=0.

n=1
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I forleengelse af Korollaret er det pa sin plads at nsevne flg. vigtige anvendelse af
resultaterne i dette afsnit.
Lad (S, d) betegne et separabelt metrisk rum. Tilfeeldet S = R med den seed-
vanlige metrik eller S en endelig maengde udstyret med den diskrete metrik er
specielt vigtige.
Saet

S i={(2)i>1 |z €1 >1}

og definer for n > 1
P ST —= 8" pa((x)i>1) = (21, ..., 2p)
d.v.s. p, er projektionsafbilbningen ned pa de fgrste n koordinater. Da
P’ (An) = Papa(An X R)
for ethvert n > 1 og A,, € B(S™) er

A= Uy (B(S™)

en algebra i S, og da B(S™) = B(S)" er o(A) = B(S)>. Bemaerk at hvis
i (A) = pt(Ay) for n <mog A, € B(S"), A, € B(S™),
sa er
A, =A,x8x---x8 (m—n faktorer).

Heraf folger at for givne (u,),>1 opfyldende flg. konsistensbetingelse:
For ethvert n > 1 er pu,, er for ethvert n > 1 et sandsynlighedsmal pa (S™, B(S™))
0g
pn(A) = pins1(A x S) forn >10g A€ B(S").
sa er der ved fastsaettelsen

MA) == pun(A,) hvis A=p 1(A,)n>1A, € B(S™)

defineret en endelig additiv meengdefunktion pa A med total masse 1. A er derfor
teellelig additiv pa A, hvis den er kontinuert i (), og i givet fald udvider X\ til
et sandsynlighedsmal X pa (S°°, B(S5)>), hvis marginalfordelinger er de givne
(tn)n>1, d.v.s.

,un:Xop;l n > 1.

Kolmogorov’s Konsistens Setning viser, at dette er tilfeeldet, hvis S er et polsk
rum. Specialtilfeeldet, hvor S er en endelig maengde, er simpelt, idet et kompakt-
hedsargument her viser, at hvis

(A)) CA A, LD =3ne>1: A, =0 n > ny.

D.v.s. A er automatisk kontinuert i () og derfor teellelig additiv.

76



Lebesgue-Stieltjes mal pa R.

Lad FE betegne R og definer G := {]a,b]| —oo < a < b < co}. Det ses let, at G in-
deholder () og er stabil under endelig gennemsnit. Endvidere er G1\ Gy = G1NGS
for ethvert par af maengder GGy og G5 i G enten element i G eller kan skrives som
en disjunkt forening af to elementer fra G. G opfylder dermed punkt a) i Ssetning
12, og da R er en tellelig foreningsmaengde af en folge af voksende elementer
(Gn)n>1 fra G, fieks. G,, =] — n,n], opfylder G samtlige betingelserne naevnt i
Seetning 12.

Lad nu F : R — R betegne en given voksende og hgjrekontinuert funktion og
definer for alle Ja,b] € G

Ar(]a,b]) == F(b) — F(a).

Det overlades til laeseren at overveje, at Ar opfylder b) og d) i Seetning 12. For
at vise Ap kan udvides til 0(G) = B(R)), mangler vi derfor kun at eftervise punkt
c), d.v.s.den tellelige subadditivitet. Vi skal med andre ord vise

F(b i F(a;)) hvis]a,b] =J]as:bi].

i

—_

Hertil far vi brug for flg. lemma.

Lemma 15 For alle n > 1 og alle reelle tal a < b oga; < b; 1 =1,...,n gelder
F(b <> (F F(a;)) hvis | C UJla,b
i=1 i=1

Bevis. Induktion efter n. n = 1 siger kun, at
F(b) — F(a) < F(by) — F(ay) hvis [a,b] Claq,b |,

hvilket er klar, da F' er voksende. Antag det gaelder for n — 1 > 1 og alle valg af
a<boga; <bi=1,...,n—1. Betragt tilfeeldet n. Da pastanden gelder for
n = 1, kan vi forudsaette, at [a, b] ikke er indeholdt i nogen af | a;, b;[i =1,...,n.
[a,b]QU]ai,bi[é dig a €] a,,bi, [ og [bi,b] C U ai, b
=1 i=1,i#i0

Da F' er voksende fas ved brug af induktionshypotesen, at

F(b) — F(a) = F(b) — F(by,) + F(b;,) — F(a) < F(b) — F(bi,) + F(bi,) — Flas,)

< Y (F(b) - Fla) + F(by) - Flag) = Y (F(b) - Flag) ©

i=1,ii i=1

o
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Bevis for subadditiviteten. Da F' er hgjrekontinuert og voksende, fas ved et 'kom-
pakthedsargument’ (se Heine-Borel nedenfor), at der for givet € > 0 eksisterer et
bs > b; og 1 < n. < 0o, sa at

F(b) < F(b;) +¢/2" forallei og [a+¢€0b] C (J]a;b5].
i=1
Ved brug af ovenstaende Lemma gaelder derfor
F(b) = F(a+e) <) (F(bf) — Fa:)) <Y _ (F(bi) — Flai)) + e,
i=1 =1

og dermed F'(b) — F(a) < >, (F(b;) — F(a;)) ved graeenseovergang € | 0. &

Ne o0

Eksistensen af Lebesgue-Stieltjes malet A\p hgrende til en voksende hgjrekonti-
nuert reel funktion F' er hermed vist. Specialtilfaeldet F'(x) = x svarer til det
en-dimensionale Lebesgue mal A, d.v.s. malet pa B(R) bestemt ved

M(Ja,b])=b—a for allea <b.

I forbindelse med integration med Ap skrives ofte dF' i stedet for dAr i lighed
med dx 1 stedet for dA;.

Proposition 16 Heine-Borel.
Hvis [a,b] C U2, | ai, b; [ findes der et n > 1 sa at [a,b] C UL, ] ai, b; [

Bevis. Hvis pastanden ikke holder, kan vi for ethvert n velge et punkt x,,, sa at

T, € [a,b] og x, ¢ |J]aibi .
i=1
Hvert af intervallerne | a;, b; [ indeholder derfor hgjst endelig mange z,,’er. Men
da [a,b] er lukket og begraenset, eksisterer der en delfglge (ng)g>1, sa at x,, —
Too € [a,b], og der findes derfor et interval |a;,, b, [, som indeholder z, og
dermed, da | a;,, b;, [ er aben, x,, ’erne fra et vist trin at regne. Dette er en klar
modstrid, og seetningen er hermed vist. <&

Ved bestemmelse af fordelingsmal har man ofte brug for at vide, om et Lebesgue-
Stieltjes mal Ap hgrende til en given voksende og hgjrekontinuert funktion F
er absolut kontinuert m.h.t. Lebesgue malet A\q, eller hvad der er det samme, da
malene er og-endelige, om Ag er satureret m.h.t. \;. Da punkter er A\;-nulmaengder
0g

Ap({z}) = F(x) — F(x—) for alle z € R,
skal F' i det mindste vere kontinuert for at absolut kontinuitet kan komme pa
tale, og vi vil derfor i det folgende antage, at F' er kontinuert.
Ved at udnytte at | —n,n [T R ses, at

Ap KA & Apyp, K Ay, forallen >1,
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hvor A, og A1, er restriktionen af Ap og A; til intervallet | — n,n[. Da disse
mal alle er endelige, viser Proposition 4, at Ap < A\; hvis og kun hvis enhver
begraenset aben meengde U har lille Ap-mal, hvis dens Aj-mal er tilstrackkeligt
lille. Men som vist i Appendiks C er enhver begraenset aben delmaengde af den
reelle akse en hgjst teellelig disjunkt forening af abne intervaller, og der gaelder
derfor flg. kriterium for absolut kontinuitet.

Lebesque-Stieltjes malet A\p hgrende til en voksende kontinuert funktion F er ab-
solut kontinuert m.h.t. Ay, d.v.s. \p << A1, hvis og kun hvis

Vn>1Ve>036>0: > (bi—a;)<d =Y (Fb)— F(a;)) <e

i>1 i>1

for enhver folge af parvis disjunkte intervaller | a;,b; [C] —n,n|.

Men vi er ogsa interesseret i at kende en eventuel teethed. Hertil betragtes funk-
tionsfolgen (f,,)n>1 defineret ved

fo(z) :=n(F(x+1/n) — F(x)) z€R.

frn’erne er da kontinuerte og ikke-negative og udnyttes, at Lebesgue malet er
translationsinvariant, fas for alle n > 1 og alle reelle tal a < b, at

/abfn(x)dx:n(Aiiinﬁ’(x)dx—/abﬁ’(x)dx>

og dermed

b b+1/n a+1l/n
/ fn(a:)d:v:n</ F(:L‘)dl’—/ F(:E)dl’) —nooo F(b) — F(a).
a b a
Ud fra f,’erne defineres som i Lemma 5 f., ved fastsattelsen
foolx) = lim fn(z), hvis denne eksisterer i R, og fu(x) = 0 ellers.

Med denne notation pa plads geelder nu flg. resultat. Husk at F' er antaget at
veere kontinuert.

Proposition 17 lim, f,(z) eksisterer i R for A\;-n.a.x, d.v.s. f,, — foo A1-n.0.,
0g A\r er absolut kontinuert m.h.t. \y med tethed fo hvis og kun huvis

k
/ food\ = F(E) — F(—k) for vilkarligt store k,
—k
eller ekvivalent, hvis Ap(R) < o0,

[ fed = Ae(R)
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I beviset benyttes flg. dybe resultat, som vi ikke viser.
A Enhver kontinuert voksende funktion G : R — R er differentiabel Ai-n.o.

Bevis for Proposition 17. Eksistensen af lim,, f,, i R A;-n.o.er en konsekvens af
A, og da ’kun hvis’-delen er abenbar, koncentrerer vi os om ’hvis’-delen.

Lad i betegne malet f, d\;. Ved brug af Fatou’s lemma har vi, hvis I, er et
endeligt interval med venstre og hgjre endepunkt lig a og b, at

b b
i(Lay) = / frodAr < lim / fad\y = F(b) — F(a) = Ar(Lys) < co.

D.v.s.u(I) < Ap(I) pa ethvert endeligt interval, men da de pr.antagelse stem-
mer overens pa intervaller af formen [—k, k] for vilkarligt store k, folger ved
additivitet, at de stemmer overens pa alle endelige intervaller. Ifglge Proposition
2 er derfor ;1 = A\p, d.v.s. A\ er absolut kontinuert m.h.t. \; med teethed fo. <

Det er maske pa sin plads at naevne, at hvis Lebesgue-Stieltjes malet A\p er ab-
solut kontinuert m.h.t. A1, sa er f,, en teethed. Dette er en direkte konsekvens af
flg. variant af resultat A.

B : Lad f : R — Ry vere en Borel funktion, som er integrabel m.h.t. Ay over
ethvert endeligt interval. Da er for ethvert a € R funktionen

D, : r»—>/rf(:c))\1(dx) r>a
differentiabel i t med ®.(t) = f(t) for A\y-n.a. t > a.

I mange sammenhaenge er flg. resultat vigtigt. Beviset udelades.

Proposition 18 Lad F vere en kontinuert voksende funktion. Da er \p << Ay,
hvis t «— F(t) er differentiabel i ethvert punkt i en maengde D C R, hvor R\ D
er hajst tellelig; og i givet fald er

t— F'(t)-1p(t)
en tethed.
Betragt igen G = {]a,b]| — oo < a <b < oo} og A(Ja,b]) := b — a. Ifplge Cara-
théodory’s Seetning er det tilhgrende ydre mal \* et o-additivt mal pa M(\*),
og som hovedsatningen viser, er
B(R) C M(X*) og A" =\ pa B(R).
Dette giver anledning til flg. spergsmal.

Er M(\*) storre end B(R) og i givet fald hvor meget ?
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For at besvare dette vises fgrst identiteten
N ={ACR|N(A) =0}

Bevis. A€ N,, = 3B € B(R): AC B og \(B) =0. Men \* er voksende og
lig A\; pa B(R), d.v.s.
0<N(A) <X (B)=0.

Antag omvendt at \*(A) = 0. Pr. definition af A* findes der for ethvert n en fglge
(Grn)k>1 € G C B(R), sa at

k 1 = k=1

d.v.s., hvis B := (02 Urey Gin, sa er A C B og B en Borel meengde, og da

A " k=
er A€ N>\1' &
Vi kan nu give en ‘ngjagtig’ beskrivelse af M(\*).

Proposition 19 M(\*) = o (B(R)UN,,) og for ethvert B € M(X*) findes der
Borel maengder B' og B”, sa at

B'CBCB" og M(B"\B')=0.

Specielt er B"\B € N, og \*(B) = \M(B') = \M(B"), dv.s. M(\*) er lukket

under translation, og \* er translationsinvariant.

Korollar For ethvert f : R — R, som er malelig m.h.t. (M(X*), B(R)), findes
der funktioner fi og fo i M(R), sa at

Hh<f<f og fi=f2 Ai-no.

Bevis. Korollaret er abenbart for simple funktioner, og fas derfor generelt via
Lemma 6 og linearitet. Detaljerne overlades til lseseren. Bemeaerkningen efter
Carathéodory’s Seetning og den netop viste identitet viser, at Ny, € M(X*) og
dermed

o (B(R)UN,,) € M(X).
Lad B € M(X*) vaere givet. Definer for n > 1 B, := BN I, hvor I,, :=] —n,n|.
Da M (B,,) < oo for alle n, findes der pr.definition af A* for ethvert k en folge
(Gi)i>1 € G C B(R), sd at

o0

B, C|JG% C1I,og > MG Z)\ ) < \*(Bn) + 1/k.

i=1 i=1
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Bl=JGieBR)ogB,CB,ClI,
k=11i=1
samt

%[ DI " . > n . = . * 1 *
N(B)) =M(B)) < 1rkl:f Al(iL:Jl Gh) < 1%f; M (Gi) = 1%f(A (Bn) + E) =\ (B,)

og dermed ligheden \*(B;\B,) = \*(B,) — A*(B,) =0, da B,, € M(\*).
Tilsvarende eksisterer der en Borel meengde B C [,,, sa at

I\B, C B og \(B)=\(I,\B,).

B! := I,\B er derfor en Borel mzengde indeholdt i B, men med samme \*-mal.
Definer nu Borel maengder B’ og B” ved

=B, og B":=|]JB..

n

Pr. konstruktion er B C B C B”, og da

B\B' =|J(B.\B CU B,\B.) og B"\B =|J(B"\B) C | J(B/\B,)

n n

ses, at
)\*(B//\B) S Z}\* B//\B )

og tilsvarende at A\*(B\B’) = 0. Ved addition fas derfor, at \;(B"\B’) = 0 og
dermed

B =B"\(B"\B) € 7 (B(R) UN},)

samt

N(B) = X(B") = M(B") = M(B). <

Proposition 19 galder ikke kun for Lebesgue malet, men generaliserer usendret
til ethvert o-endeligt mal.

Meengdesystemet M(A*), som omtales som de Lebesgue malelige maengder, inde-
holder ikke alle delmeengder af den reelle akse. D.v.s. Lebesgue malet kan ikke
udvides til et o-additivt mal pa hele 2®. Denne umulighed er den veesentligste
grund til, at vi er tvunget til at indfgre begrebet o-algebra. Et 'simpelt’ eksempel
pa en ikke Lebesgue malelig maengde kan ved brug af det sakaldte Udvalgsaksiom
konstrueres pa flg. made.

Lad M betegne meengden af sideklasser til Q i den kommutative gruppe (R, +),
d.v.s.elementerne i M er af formen r + Q for et reelt tal . Da Q er tet i R,
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indeholder alle sideklasser mindst et element fra intervallet |0, 1[, d.v.s.det har
mening (tenk over dette) at betragte en maengde M med flg. egenskaber

M C10,1[ og #(M N) =1 for alle m € M,

hvor ¢ star for antal elementer i meengden. Dette M er ikke Lebesgue malelig,
thi da M kun indeholder et element fra hver sideklasse er maengderne g + M
disjunkte for forskellige valg af rationale tal ¢, men

[071] - U (Q+M) - [_172]7
€QN[~1,1]

d.v.s.hvis M og derfor ogsa g + M er Lebesgue malelig, skal den feelles veerdi
a:= N (M) = N(q + M) veere positiv, men samtidigt skal der geelde na < 3 for
alle n, hvilket klart er umuligt.
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Lebesgue malet pa R".

Pa grund af Lebesgue malets store betydning skal vi i dette afsnit se nsermere pa
malene \,. Som allerede naevnt er de alle translationsinvariante, og som naeste
resultat viser, er denne egenskab fundamental for Lebesgue malene.

Lemma 16 Lad m betegne et translationsinvariant mal pa (R™, B(R"™)), hvis
verdi pa enhver begraenset n-dimensional kasse er endelig. Da er

m = Cp Ay hvor ¢, =m(]0,1]").

Bevis. Lad for ethvert & > 1 (D¥);>; veere en nummerering af de akseparallelle
dyadisk rationale kasser med kantleengde 27, d.v.s. alle kasser af formen

n

H (i; — 1)/2%,4;/2"]  hvor iy,..., i, € Z.

Bemerk at (DF);>;’erne for ethvert k udggr en teellelig partition af R™. Trans-
lationsinvariansen betyder, at tallene m(DF) og A,(DF) kun afheenger af k, d.
v.s. er uathaengige af i. Men da ]0, 1], som har \,-mal 1, er en disjunkt forening
af 287 DFer, betyder dette, at

m(DF) = ¢y - \o(DF)  for alle i,k > 1,

og dermed m = ¢, - \,, ifolge Proposition 2, da {DF|i, k > 1} U {0} ifslge Ovelse
3 er stabil under endelig gennemsnit og frembringer B(R"). Det sidste folger af,
at enhver aben mengde er en foreningsmaengde af visse af DF erne. &

Ud fra Lemma 16 kan vi nu vise den sakaldte lineere transformationssetning.

Proposition 20 Hvis T : R™ — R"™ er pa formen x — T(z) = zo+T1(x), hvor
zo € R" og T er en lineer bijektion af R™ pa R", er

1
A=Ay oT71 3
Tt T et 1
Bevis. For ethvert A € B(R") og z € R" er
T A+2) =T (A+z—120) =T, '(A) + g hvor T1(§) = z — z,,

og dermed da )\, er translationsinvariant
Ar(A+z) =N 1(A) forallez € R" og A € B(R").

D.v.s. A\, 1 er translationsinvariant og A, r = A, 7,. Vi kan og vil derfor antage,
at T = T, dov.s.at T er en lineeer bijektion, og da A\, 7 = A, 7(]0,1]") - A,
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ifplge Lemma 16, mangler vi kun at vise, at konstanten cr := A, 7(]0, 1]") er lig
1/|det T|. Dette er let, hvis T" er en multiplikationsafbildning, d.v.s. pa formen

T(z)=(dy-x1,...,dy-2,) forz=(2;)i=1..n €R",
hvor dy, ..., d, er givne strengt positive reelle tal. Thi her er
740,17 = I[10. 4"
i=1
og dermed .
er = Anr(10,1") = zzl_Il di" = detT - |deltT]'

Beregningen af ¢r for en generel lineser bijektion udnytter udover produktformlen

CTyoTy, = C1y * Oy,

som let verificeres ved brug af reglerne for billedmal dannelse, at der ifplge teorien
om positive selvadjungerede afbildninger til enhver lineser bijektion 7' findes en
lineser isometri O og en multiplikationsafbildning D af ovennaevnte type, sa at

O'oT*oToO =D ogdermed T*oT = Ao A,

hvor A := O o /D o O, og notationen * betegner den adjungerede linesere
afbildning. A er altsa en selvadjungeret linezer bijektion og ca4 = c 5. Ifglge
regneregler for determinanter gaelder derfor, at

det A = det VD = Vdet D = Vdet T* - det T = | det T,

ogda A\, p =cr-A, 0g \ya =ca- A, fas, idet < -,- > er det indre produkt i R",
CT/67<:L",:E> )\n<dl') — /67 T(z),T(xz)> )\ (dl’) /67<T*OT :E>)\ (dl’)
— /€—<AOA(£E),IE> /\n(dx) — /€—<A(x),A(x)> )\n(dl’) — CA/e—<x,m> )\n(dl’)

og dermed ved forkortning, da integralet er endeligt, at

CT:CA:C\/ﬁzl/det\/ﬁzl/ldetT|.

Proposition 20 er hermed vist. &

Ved brug af Tonelli’s Seetning ses umiddelbart, at

[ e A (da) H/ = (day) = 72,
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og beregnes integralet ligeledes ved hjelp af integrationsformlen

/ e ) (da) = /0 (e > 4 dt = / A (b(0, \Jlog 1/1)) dt

0

fas ved hjeelp af Proposition 20, at
1 00
72 = A, (b(0, 1)) / (log 1/1)"2 dt = A\, (b(0, 1)) / 22 e dy,
0 0

d.v.s.for alle z € R" og alle r > 0 geelder
An(b(z, 1)) = A (b(0, 7)) = 7" - A (0(0, 1)) = 0~

Vi afslutter kapitlet med at formulere og bevise en meget vigtig udvidelse af
den linezre transformationsseetning. Resultatet kan generaliseres yderligere, se
f.eks. Hoffmann’s bind II for en mere generel udgave.

Seetning 13 Transformationssaetningen.
Lad U og V' betegne to abne mengder i R™, og lad T : U — V wvere en bijektion
af klasse C*, hvorom det yderligere antages, at

|det T"(z)| >0 for alle z € U.
Idet S betegner T—, geelder flg. formel

d\ ) _
Ao < Ay og dAUVT() | det T(S(-))| 7",

hvor Ay og Ay betegner restriktionen af A, til h.h.v. U og V', og Ay er billedmalet
af Ay under afbildningen T'. Udtrykt ved hjelp af integraler gelder altsa

B f(y)
for alle f € M(B(R"™)).

Ifplge den sakaldte open mapping theorem er S af samme type som T, d.v.s. S er
en bijektion af klasse C* af V pa U og | det S'(y)| > 0 for alle y € V.

Bevis for seetningen. Vi skal vise, at
Ao (B / | det T'(S(y))|"* Av (dy) for alle B € B(V).

Men ifglge symmetrien mellem S og T er det nok at vise <. Thi antag dette vist
for enhver afbildning af nsevnte type, d.v.s. specielt bade for S og T.
For ethvert A € B(U) har vi da

Mo(A) = Ao (S A) < [ e TSI Av(dy)
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= [1det T'(Su)I ™ - 1a(S@) Av(dy) = [ [det T (@)| ™" - La(w) Av.s(da)

< /|det T'(2)| 7" - 1a(x) - | det S'(T(x))| "} Ay (da)

= [ 14(e) - det(S 0 7Y (@) Ao () = Mo (),
d.v.s.der ma geelde lighedstegn hele vejen. Opgaven bestar derfor i at vise, at
\or(B) < / | det T'(S(y)|"* v (dy) for alle B € B(V).
B

Da begge sider definerer mal, som er endelige pa enhver lukket begreenset maeng-
de K indeholdt i V, viser resultatet angaende ydre regularitet af Borel mal, at
det er tilstrackkeligt at betragte abne maengder, d.v.s. vise, at

Ao (0) < /O | det T'(S(y))| " Av(dy) for alle O C V aben.

Men enhver sadan aben delmaengde af V' kan skrives som en teellelig disjunkt
foreningsmeengde af akseparallelle dyadiske kasser, og beviset er derfor fort, hvis
vi for enhver akseparallel dyadisk kasse D, C V' viser, at

Ao (Diga) < [ 1det T/(S(y)~ v (dy)

10,k
Lad D, , veere valgt. For ethvert k > k¢ er
Dig o = U  Dis
i: (i,k)€J (i0,ko)

hvor J(io, k?o)

={(i,k) | Dix. € Dj, k,}, 0g de indgaende kasser er disjunkte. De-
finer nu for k > k

0

fk: — Z )\U,T(Di,k>

“1p,,-
i: (4,k) €J (30,ko) )‘V<Di,k) *

Bemeerk at
Aoz (Dig p) = / fodhy for alle k > ko,

i0:ko
Vi gnsker at vise, at limy, f eksisterer i L2(Ay). Men da f; L (fxr1 — fx) pr. kon-
struktion for alle ky < [ < k vides fra korollaret til Lemma 13, at det er til-
streekkeligt at vise, at {fx |k > ko} udger en begraenset delmeengde af L?(\y/).
Hertil far vi brug for flg. vurderinger.

Lad for ethvert ¢ og k v, betegne 'centrum’ i kassen D, ;. Da T er kontinuert
differentiabel, findes der en fglge af ikke-negative reelle tal (¢x), som konvergerer
mod 0, sa at

T(S(y) = T(S(yix) = T'(S(Wir)) - (S() = S(wiw))| < €& - [y — il
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for alle (i, k) i J(ig, ko) og alle y € D; . D.v.s.da S =T7!, at
T (Dig) = S(Dig) C T (Dig + o - € 27 K),

hvor ¢, er en konstant, som kun afheenger af n, K terningen | —1/2,1/2]" og T;
afbildningen fra R™ ind i sig selv givet ved

Tin(x) = T(S(yir)) + T'(S(yik) - (z = S(yin))-

Bemaerk at T; ;’erne er afbildninger af den type, som indgik i Proposition 20.
Benyttes nu dette resultat, fas for ethvert (i, k) € J(ig, ko) vurderingen

Ao (Dig)/Av(Dig) < My (Dige + € - 27k )27k

< | det T'(S(yir))| - (277 +cp - e - 27F)™ - 27K,
D.v.s.for alle k > ky geelder uligheden

Jr < Z (1 +Cn - Ek)n ’ |det T/(S(yi,k))l_l ’ ]‘Di,k7
i: (3,k)€J (i0,ko)

og derfor f < c- 1Dz‘0,k0 for alle k > k¢ for en konstant c. Folgen (fx)r>k, er altsa
begraenset og dermed konvergent i L?()\y/) med graenseveerdi fo.

Ifplge Proposition 10 findes der en delfplge ( f,,, )k>1, som konvergerer A\y-n.o. mod
foo, 0g lader vi k — oo i ovenstaende ulighed samt udnytter at ¢, — 0 tillige med
kontinuiteten af

y = |det T'(S(y))|

fas at

foo < |det T/(S(O)™ - 1p. . Ap-n.o.

i0,k0

Men som tidligere vist, er skalarproduktet i L*(\y) kontinuert, d.v.s.

| fedw = [ fe 1o, dv =lim [ i 1o, dAv = Aur(Digs)

i0:k0
og derfor
Nir (D) < [ 1det T'(S()| ™ Av(dy),
Dig,kg
Seetningen er hermed vist. O
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