4.18 Characteristic Functions

For ethvert Borel sandsynlighedsmal p pa R er z — ¢ € L'(u,C) for alle
teR, dvs.

a(t) == /em pldr) teR
er en vel defineret funktion pa R med komplekse veerdier. i kaldes den Fourier

transformerede af p. Tilsvarende defineres for et Borel sandsynlighedsmal v pa
R"™ den Fourier transformerede af v som

b B(t) = /el’wy(d@ teR",

hvort-z = Z;‘:l tj - x; er det seedvanlige skalarprodukt i R".
Integralets linearitet og kontinuitet pa L'(u, C) sikrer at
Kf1[a@)| <a) =1 teR”

Kf2 t — 0(t) er kontinuert,

Kf3 i(—t) = a(t) teR"

for ethvert Borel sandsynlighedsmal p pa R™. Endvidere viser Fubini’s Saetning,
at hvis u og v er Borel sandsynlighedsmal pa h.h.v.R" og R™, sa er

Kf4

[ i) wids) = | o(t) ()
0og
Kf5 Den Fourier transformerede af y ® v er givet ved

(t,s)— a(t)-v(s) (t,s) e R”"x R™ =R"™.

Via fordelingsmalet overfgres dette til stokastiske variable og vektorer, idet vi til
enhver stokastisk variabel X eller mere generelt en stokastisk vektor X tilordner
den sakaldte karakteristiske funktion ¢x h.h.v. ¢x defineret ved

A

Yx = PX 0og Yx = Ix.
Ifplge den lille transformationssaetning geelder altsa
px(t) = Ele"™] teR og px(t) = Ele"*] teR"

Oversattes ovenstaende egenskaber til karakteristiske funktioner fas for enhver
n-dimensional stokastisk vektor X

Kfl |px(t)| <px(0)=1 teR"
Kf2 t— px(t) er kontinuert.

130



Kf3 px(—t) = px(t) = p_x(t) te€R" ogmere generelt

paxo(t) =€t px(A't) teR™

hvor b € R™ og A en m x n matrice og A" den tilhgrende transponerede matrice.

Betegner X og Y en h.h.v.n og m-dimensional stokastisk vektor kan Kf4 og Kf5
oversaettes til lighederne

Kf4 Elpx(Y)] = Elpy(X)].
Kf5 Hvis X og Y er uathaengige, er

ox(t,s) =px(t)-ey(s) (t,s) € R" xR™,

samt hvis n =m
exiy(t) = px(t) py(t) teR"

Udover disse mere eller mindre trivielle egenskaber gaelder flg. meget vigtige en-
tydighedsseetning.

Entydighedsssetningen for karakteristiske funktioner.
Ethvert Borel sandsynlighedsmal p pa R™ er bestemt ved ji, d.v.s. for enhver n-
dimensional stokastisk vektor X bestemmer ¢x fordelingen for X. Eller ekviva-
lent

p=v < =0 og X~Y & ¢ox =gy,
hvor p og v er Borel sandsynlighedsmal pa R™ og X og Y n-dimensionale stoka-
stiske vektorer.

Bevis. Vi behandler kun det 1-dimensionale tilfeelde, men beviset generaliserer
ordret til hgjere dimensioner, hvis vi udnytter, at et endeligt Borel mal i R" er
bestemt ved dets veerdier pa Euklidiske kugler.

Som vist i tillaegget til sektion 3.40 er et givent sandsynlighedsmal i pa R bestemt
ved tallene

/<9_”(”C_“)2 p(dr) n>1,a€R.

Men for a, ¢ € R afhaenger

o0 ~ i 1 —t2/9
/ fi(ct) et Nors e V2 dt,
—o0 27

kun af [i, og ifglge Fubini’s Seetning er

* . —i 1 —t2/2 o © icte —ict 1 —t2/2
/ fict) e wtafe &/ dt:/ {/ e ’C“u(dx)} —e dt
—00 27 —00 —00 vV 2

_ [m {/OO ezct(az—a) Ee—ﬁ/Q dt} ,u(dx) _ [m 6—02(:1:—(1)2/2 M(dl’)
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Ved nu at seette ¢ = v/2n ses specielt, at ji bestemmer tallene
/e’"(x’“)2 plde) n>1,a€R

og dermed . &
Bemaerk at Entydighedsseetningen ifplge Kf3 kan skeerpes til

X ~Y & px(t) =¢y(t) forallet>0.

Advarsel. Der findes stokastiske variable X og Y, som ikke er identisk fordelte,
men hvor px(t) = py(t) for alle ¢ i et abent interval omkring 0.

Kades Entydighedssaetningen sammen med Kf5 fas fig. uatheengighedskriterium.
Resultatet geelder usendret for stokastiske vektorer. Se formel (4.18.11).

Kf6 Stokastiske variable X1, ..., X, er uafhaengige hvis og kun hvis

QO(Xl ..... Xn)(t) = H gOXk (tk) fOI’ alle t = (tl, RN ,tn) c Rn.
k=1

Da en funktion f : R — C er differentiabel, hvis og kun hvis Rf og Imf er
differentiable, og der i givet fald geelder

dfdt f(t) = d/dt Rf(t) +i - djdt Sf(L),

folger formel (4.18.13), som viser en sammenhaeng mellem eksistens af momenter
og differentiabillitet af den karakteristiske funktion, let af reglerne for differenta-
tion af et integral afhengig af en reel parameter. Der gelder nemlig flg. udsagn
for enhver stokastisk variabel X og ethvert n > 1. Beviset overlades til laeseren.
Det er veerd at bemeerke, at der findes variable uden endelig middelveerdi, hvis
karakteristiske funktion er differentiabel overalt.

Kf7 Huvis E[|X|"] < 00 ert— px(t) n-gange differentiabel, og for k =1,....n
er
gogl(g)(a) =i*. B[ X*e"X] for a € R, specielt e (0) = i* - E[X"].

Reekkeudviklinger af den karakteristiske funktion kan nu udledes. Dette bygger
pa egenskaber ved funktionen ¢ — e, blandt andet den simple men basale ulighed

e —e*| <2A|t—s] t,s€R,
som for s = 0 giver | e —1| < 2A[t] for t € R. For n > 0 har vi en Taylorudvikling
af n-te grad, hvor restleddet er defineret, sa at ligheden holder, d.v.s.

n Zktk

et — ,;)F +7r,(t) teR. (Bemerk at r,(—t) = r,(t))
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Der gelder her flg. restledsvurderinger.

e 2 e
" t|"
A1) < >0,tcR.
) < 2 A 0t
Bevis. Da |rn(—t)| = |ro(t)| = |ra(t)| behgver vi kun at se pa posive t. Vi vil

benytte induktion efter n. Da
Iro(t)| = |e" — 1] = [e" — €] <2 A |t| for alle t,

holder uligheden for n = 0. Lad t > 0 veere givet. Integreres Taylorapproksima-
tionen af orden n fra 0 til ¢ fas efter multiplikation med ¢

A t
e’t—lzz/ ’Sds—z/ —ds+z/ rn(s)ds
0

n ik+1tk+1 t n+1 ktk t
= + / n(s)ds = — + / n(s)ds.
I;)(k+1)! 207“(5)3 kzlk‘ 207”()

Pr. definition af restleddet 7, giver dette derfor sammenhaengen
t t
Tni1(t) = z/ rn($)ds og dermed |r,41(t)| < / ITn(s)| ds,
0 0

hvoraf induktionsskridtet umiddelbart fglger. <&
For n lig 1 og 2 geelder altsa
1t[2

. ¢ , 3
|e”—1—it|/2§|t|/\7 og |et—1- 1t+ |<|t|2 id

N
for alle t € R, og dermed for alle o € [2, 3] uligheden

A 2
|e’t—1—it+§|§|t|a for t € R.

Da et® = ¢iar . ¢ilt=a)z fa4 af det ovenstaende for ethvert n > 0 en n-te ordens

Taylorapproksimation af typen
—— (t—a)f +7,(t,r,a) =z t a€R,

hvor 7, (¢, x,a) := € - r,((t — a)z) med tilhgrende restledsvurdering

2|(t —a)z|" |t = a)a|™"!

Fult, z, a)| <
7 (t, 2, 0) nl (n+ 1)

n>0,z,t acR.
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Substitueres  med X og tages middelveerdi pa begge sider fremkommer under
antagelsen om endeligt n’te moment formel (4.18.14), d.v.s.

n g 'ka iaX
[Zk‘e](t—a) + E[fn(t, X, a)] Z ¢X —a)f + R,(t,a)

forn > 0ogt,a € R, hvor R,(t,a) := E[r,(t, X, a)]. Specielt fas for a = 0 ifolge
Kf7 formel (4.18.17), d.v.s.

i* . B[X
px(t) =2 —F— t* + R, (t,0).

Vurderingerne pa 7, oversattes umiddelbart til R,,, idet vi for n > 0 og t,a € R
har

|t —al” n (t —a)- X]| 2|t —al” n
< - . . < . .
Ru(t.a) < F - BUXT - (20 B0 ) T < S5 Bl IXTY)

Hvis E[|X|"] < oo fas derfor for alle a af Lebesgue’s saetning, at
t—a)-X
lim E[|X]" - ( MH) ] =0,
t—a n-+1

og dermed implikationen

E[|X|"] < o0 = lim Fn(t, 0) =
t—a (t —a)"

For n = 2 og a = 0 viser dette specielt, at
. 1L —px(t) 2
iy~ /2

hvis E[X] = 0 og Var(X) = % For a € [2,3] og z,t € R geelder som ovenfor
navnt
(tx)* )

| e — 1 —ito + ~——| < |to|*

D.v.s. substitueres igen x med X og tages mlddelvaerdl fas, hvis X har endelig
andet moment, uligheden
lox(t) =1t BE[X]+¢*/2- E[X?]| < |t|* - E[|X]"]

for a € [2,3] og t € R. Uligheden, der benyttes i beviset for Lyapounov’s Seet-
ning, kan opfattes som en generalisation af formel (4.18.17).

Ovenstaende vurderinger af |R,(a,t)| viser endvidere, at hvis X har momenter
af enhver orden, og der findes et p > 0, sa at

lim p" - E[|X["]/n! =0,

sa kan @y omkring ethvert punkt a skrives som summen af en uendelig Talyor-
raeckke med udgangspunkt a og konvergensradius > p.
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Momentproblemet.

Lad X betegne en stokastisk variabel med momenter af enhver orden. Moment-
folgen (E[X"])n>1 er derfor en vel defineret reel talfplge bestemt ved fordelingen,
og spgrgsmalet om, den omvendt bestemmer fordelingen entydigt, er kendt under
navnet Momentproblemet. Ifglge tilleegget til Sektion 3.40 geelder det for begraen-
sede stokastiske variable, men da eksempler viser, at momentfglgen ikke altid
bestemmer fordelingen entydigt, er det naturligvis interessant at vide, hvornar
det er tilfzeldet. En simpel men dog brugbar tilstraekkelig betingelse siger, at
momentfglgen

(E[X™]))n>1 bestemmer Py hvis E[e?Xl] < oo for et p > 0.

Betingelsen, som benaevnes (x), holder oplagt, hvis X er begraenset, d.v.s. hvis
P(|X| < M)=1foret M € R;. Da

T’\Xl Zr E[|X]|"]/n! for alle r >0

ifplge monoton konvergens, er (x) ifglge potensraekketeori sekvivalent med, at

limsup ( E[|X|"]/n)/" <00 dvs. JeeRy: E[|X|] <" -nl n>1.

Bevis for at (k) er tilstreekkelig. Antag (x) holder, d.v.s. specielt, at
lim p" - E[|X|"]/n! = 0.

Ifplge bemeerkningen nederst pa foregaende side kan ¢y derfor reekkeudvikles
omkring ethvert punkt a med en konvergensradius, som er mindst p. Heraf kan
resultatet nu vises, thi ved forst at reckkeudvikle omkring 0 ses, at (E[X™]),>1
bestemmer ¢x og dermed alle dens afledede i intervallet | — p, p[. Ved fornyet
raekkeudvikling omkring punkter teet ved p og —p ses derfor, at dette ogsa geelder
i intervallet | — 2p,2p[. Sadan fortseettes og vi ser, at momentfolgen alt i alt
bestemmer ¢x og dermed ifglge Entydighedsseetningen fordelingsmalet Px. <

(%) er en betingelse pa de absolutte momenter, men der geelder flg. resultat.
Mp 1l Lad X og Y wvere stokastiske variable med momenter af enhver orden, sa

at E[X*] = E[Y*] for alle k > 1. Da holder (x) for X, hvis og kun hvis (x) holder
for'Y; og i givet fald er X og Y derfor identisk fordelte.

Bevis. Antag at X opfylder (x), d.v.s.3c € Ry : E[|X|"] < " -n! n > 1. Ifslge
Cauchy-Schwarz’s geelder derfor

E[|Y|"] < JE[Y?] = /E[X2] < \Jen - (2n)! = &/ (2n)\.
Men da /(2n)! < 2" - n! for alle n ses, at Y ogsa opfylder (x). &
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Lad stadig X betegne en given stokastisk variabel. Da
WX e X < el X1 < e 479X for alle a > 0,

folger det umiddelbart af seetningen om Monoton konvergens, at hvis vi med
R(Lx) betegner meengden {t € R | E[e"X] < oo}, s& geelder biimplikationen

X opfylder (x) < R(Lx) indeholder et abent interval omkring 0.

R(Lx) er altid et interval indeholdende 0, men det kan besta af 0 alene eller have
0 som enten venstre eller hgjre endepunkt. Definer

Mx(t) := E[e"] fort € R(Lx).

Mx (-) kaldes ofte den momentfrembringende funktion. Begrundelsen for dette
er klar ud fra det ovenstaende, thi hvis R(Lx) indeholder et abent interval af

formen | — €, €[, sa har X momenter af enhver orden og
Mx(t)=> [‘] " for |t| <.
= nl

Ifglge potensraekketeori er t — My (t) derfor uendelig ofte differentiabel i 0 med
MP(0)=E[X"] n>1.
Heraf sluttes umiddelbart flg. resultat.

Mp 2 Stokastiske variable X ogY er identisk fordelte, hvis Mx(t) = My (t) < oo
for alle t i et abent interval omkring 0.

Bemaerkning. Da momenterne er bestemt som afledede i punktet 0, kan man for-
holdsvis nemt vise, at det er nok, at R(Lx) og R(Ly) begge indeholder et abent
interval omkring 0, og Mx(t,) = My(t,) for en folge (t,),>1, som konvergerer
mod 0.

Et sakaldt 'malskifte’ argument viser, at resultatet geelder usendret, uanset hvilket
interval der er tale om.

‘Bevis’. Antag Mx(t) = My (t) < oo for alle t €] Ay, Ao [, hvor \; < Ay. Lad for

et A\g €] A1, Ao [ @x og Qy betegne sandsynlighedsmalene pa (2, F) givet ved
Qx = e /adP og Qy := e /adP, hvor a = E[e™] = E[eY],

og lad Mfg og Mf} betegne de momentfrembringende funktioner for X under Q) x

og Y under Q)y. Reglerne for integration med hensyn til afledte mal viser, at

M% og M er endelige og ens i intervallet ] \; — Ao, As — Ao [, og da dette interval
indeholder 0, fglger af det netop viste, at Qx o X! = Qy o Y 1. Specielt er

E[f(X)- %] = a- E¥[f(X)] = a- EY[f(Y)] = E[f(Y) - €]

og dermed E[f(X)] = E[f(Y)] for alle kontinuerte funktioner f med kompakt
stgtte, hvilket kun er muligt, hvis X og Y har samme fordeling. &
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Den flerdimensionale normalfordeling.

Som en simpel konsekvens af entydighedsssetningen og regneregler for karak-
teristiske funktioner genfinder vi flg. vel kendte egenskab ved klassen af endi-
mensionale normalfordelinger.

Huvis X, ..., X, er uafhengige normalfordelte stokastiske variable, er 37, a;X;
1gen normalfordelt for ethvert valg af reelle konstanter aq, . .. a,.
Med udgangspunkt heri indfgres flg. definition.

Definition. En n-dimensional stokastisk vektor X siges at veere n-dimensional
normalfordelt, hvis

i=1

er en normalfordelt stokastisk variabel for alle t = (¢1,...,t,) € R™.

Velges t som en passende enhedsvektor ses, at koordinatvariablene i en flerdi-
mensional normalfordeling X alle er endimensionale normalfordelinger, d.v.s. de
har bade middelveerdi og varians. Middelveerdivektoren og kovariansmatricen

Hx = (E[Xq],..., E[X.]) og g

x = {Cov(X;, Xj) h<i j<n

er derfor vel definerede, og ligesom i det endimensionale tilfeelde er en n-dimensio-
nal normalfordeling bestemt ved sin tilhgrende middelveerdivektor og kovarians-
matrice. Der geelder nemlig flg. resultat.

N1 Hvis X og Y er n-dimensional normalfordelt med pux = py og o, = o, si

er px =y, d.v.s. X og Y er identiske fordelte.

Bevis. Lad t € R" veere givet. Da t- X og t-Y begge er normalfordelte, er de
identisk fordelte, da de har samme middelveerdi og varians, idet

Blt-X]=t-pxy og Var(t-X)= > tiogy(i,j)tj=t-ay -t

1<7,5<n

og tilsvarende Eft-Y]| =1t - py og Var(t-Y) =t- oy - t*. Dvs.fort € R" er

px(t) = Eleap(i(t- X))] = Elexp(i(L-Y))] = ¢y (1),

og ifplge entydighedssaetningen er X og Y derfor identisk fordelte. <&

Det har altsa mening, at tale om den n-dimensionale normalfordeling med mid-
delvaerdi vektor p og kovariansmatrice g, og vi vil i denne forbindelse skrive

K ~ NH(H7 2)7

hvis X er n-dimensional normalfordelt med ux = pog g, = g.
Flg. vigtige egenskaber ved flerdimensionale normalfordelinger er nu abenbare.
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Som det er seedvane bruges samme notation for den linesere afbildning og den
tilhgrende matrice udregnet i h.h.t. den kanoniske basis.

N 2 Klassen af flerdimensionale normalfordelinger er stabil under affine trans-
formationer, d.v.s. hvis X ~ N,(p,0) og T : R" — R™ lineer, sa er

Y i=y+T(X) ~ Ny +T(u), TogoT)

for ethvert y € R™. Specielt er Y ~ Np,(y,T oT*), hvis X ~ N,(0, ]:n)

Bevis. Da enhver linearkombination af koordinaterne i Y er en affin linearkom-
bination af koordinaterne i X, er Y m-dimensionalt normalfordelt. Resten folger
nu ved beregning af den tilhgrende middelveerdivektor og kovariansmatrice. <

Sammenholdes regnerierne ovenfor med entydighedssesetningen fas umiddelbar
flg. karakterisation af den n-dimensionale normalfordeling.

N3

X~ No(p,0) & ox(t) =exp(i(t-p)—1/2-t-g-t) teR"

Denne karakterisation ggr det nu let at vise, at uafheengighed og ukorellerethed
er det samme for simultant normal fordelte variable. For ved gentagen anvendelse
af Kf6, d.v.s. ekvivalensen mellem uafhaengighed og faktorisering af den karak-
teristiske funktion, ses flg. resultat at holde. Detaljerne overlades til laeseren.

N 4 Huvis Z er en flerdimensional normalfordelt stokastisk vektor, er wvilkarlige
marginaler (Zy,, ... Zn,.) 09 (Zm,, ... Zm,) uafhangige hvis og kun hvis
Cov(Zy,, Zm;) =0 forallei=1,....kogj=1,...,L

Hvis X ~ Ny(p,,0,) 09Y ~ Ny(p,, a,) er uafhengige, er (X,Y) ~ Nyym(p, a),

hvor 0
_ (g Y

Korollar X = (X;j,...X,) ~ N,(0,1") hvis og kun hvis Xy, ... X, er uafhengige
N(0,1)-fordelte stokastiske variable. ( 1" betegner her n x n enhedsmatricen.)
Ikke alle men dog de vigtigste flerdimensionale normalfordelinger er absolut kon-

tinuerte. Mere praecist gaelder.

N5 X ~ N,(u,a) er absolut kontinuert, hvis og kun hvis g er invertibel, og i
givet fald er en tethed givet ved

8
1

M o (_; > (@i — ) g (0 5) (5 — Mj)) z € R"

1<i, j<n
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Bevis. Hvis g ikke er invertibel, findes der et £ € R™ \ {0}, sa at
Var(t-X)=t-o-t'=0.
Der findes derfor en konstant ¢ € R, sat- X = ¢ P-n.o. D.v.s.
P(X € A(t,c)) =1, hvor A(t,c) ={z € R"|t -z = c},

hvilket er uforeneligt med absolut kontinuitet, da ethvert segte affint underrum i
R” har Lebesgue mal 0.
Hvis omvendt ¢ er invertibel, kan den ifglge vel kendt teori skrives pa formen

g=T-1"-T" for T:R" — R" linezer bijektion.

D.v.s.ifplge N 2
X ~p+TU) hvor U~ N,(0,1").

Resten fglger nu som tidligere vist af den linesere transformationsssetning, da
koordinatvariablene Uy, ...,U, i U er uatheengige N (0, 1)-variable, og U derfor
har teethed

1 n
= (2m) " eap (<||zlf/2) = @m) " eap (=5 Yoaf). ©

=1
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2.18 Maximal Inequalities for Subadditive Schemes

Ottaviani’s ulighed.
Lad X, ..., X, betegne uafhangige stokastiske variable. Sat M,, = max;<j<p ||
hvor Sy == X1+ -+ Xy fork=1,...,n. For alle reelle tal x og y geelder da

POL, > 2 +9) - min P(S, - S <y) < (S| > )

Korollar Hvis X; ’erne yderligere har middelverd: 0, gelder for alle p > 1
E[M}] <327 - E[[S,["].

Bevis for uligheden. Da uligheden er triviel, hvis enten x eller y er negativ, lader
vi z,y > 0 veere givet. Seet

Dy = {|S1]| > z+y} og D; = {|S;| > z+y, |S1| < z+y,...,|Sj-1| <z+y}j> 2.

Da Dj’erne er disjunkte og {M,, >z +y} = Ui, Dy, er
P(M, >z +y)=>_ P(D;).
j=1
For ethvert j fas endvidere af trekantsuligheden at

{Sil > = +y} S {ISul > 2} U {[Sh = 55| >y}

Heraf fplger, da (X, ..., X;) og dermed D; og |S,, — S;| er uatheengige, at

P(My > o +9) < 3 (PS> 2} N D) + P({IS, — §5] >y} 1 Dy)

<> (P{ISul > 2} N Dj) + P(IS, — Sj| > y) - P(Dy))
j=1
< P(|Sy] > z) + 1r£1ja<>§lP(|Sn - Sj| >y)- P(M, >z +y),
hvoraf resultatet folger, da

1= max P(|S, — 5| >y) = min P(|S, — S| < y).

Bevis for Korollaret. Lad p > 1 vaere valgt. Da S; og S,, — S; er uatheengige og
centrerede fas af formel (4.5.6), at for j =1,... ner

El[Sal?] = E[1Sn — 8; + 5[] = E[|S — 5[]

140



For 7 := (2 E[|S,[P])'/? gelder derfor ifglge Markov’s Ulighed
P(|Sn = S5j| > 1) < E[|Sn = SI71/7" < E[[Su[']/7" = 1/2
og dermed
1r<n]1£1nP(|S -S| <71)>1-1/2=1/2.
D.v.s.
PM,>z)=P(M,>(x—7)+7)<2-P(|Sy| >x—7)=2-P(|Su| + 7 > 2)
for alle z > 0 og ved integration derfor

E[MP) <2-E[(|Sn]| +7)P] <2P- E[|S,P +7°) <3-2P- E[|S,)F]. <

Ottaviani’s Ulighed geelder for alle uatheengige stokastiske variable, men er vari-
ablene yderligere symmetriske, gaelder med samme notation som ovenfor fig. mere
preaecise resultat.

Lévy’s ulighed.
Lad X1,..., X, betegne uafhaengige symmetriske stokastiske variable. Da er

P(M, >t) <2-P(|S,| >t) forallet>0,

og dermed E[MF] <2 E[|S,|P] for alle p > 0.
Bevis. Lad t > 0 veere givet. Saet igen

Da D,’erne er disjunkte geelder som ovenfor

P(M, >t)=>_P(|S;| > t,D;) =>_ P(|S, + S}| > 2t,D;)
j=1 Jj=1

M:

< P(|S,] > t, D;) +ZP|SJ|>tD)
1 7=1
hvor S7 := Xy + -+ + X; — (Xj41 + -+ + X,,). Men da X,’erne er symmetriske

og uathaengige, er

(Xl,. .. 7Xn) ~ (Xl, R 7Xj, _Xj+17‘ . ,—Xn) for alle j,

.
Il

og dermed specielt
P(|S,| > t,D;) = P(|S2| > t,D;) for alle j.

Indseettes dette fas

n

P(M, >t) Z (|Su] > t,D;) <2-P(|S,] > t). <
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De store tals love 1.
Betegnelsen De store tals love deckker over et utal af resultater angaende den
asymptotiske opfgrsel af empiriske gennemsnit, d.v.s. variable af formen

n

12 1
— Z X; eller mere generelt — Z (X; — 1),
n = n

=1

med henblik pa konvergens P-n.o.eller i sandsynlighed for n — oo. (X,),>1 er
her en fplge af stokastiske variable og (i, )n>1 en reel talfglge. Der findes til-
svarende resultater for stokastiske vektorer (X ,),>1 og vektorer (u,)n>1. Hvis
X,’erne har endelig middelveerdi, vaelges y; normalt som middelvaerdien E[X;],
og der er i denne situation dermed tale om normerede centrerede partialsummer.
Resultaterne opdeles i to kategorier, idet der skelnes mellem sterke og svage love.
En steerk lov er her et udsagn, der sikrer konvergens P-n.o.i modsaetning til en
svag lov, som vedrgrer konvergens i sandsynlighed. Da konvergens n.o.som be-
kendt medfgrer konvergens i sandsynlighed, giver enhver staerk lov anledning til en
tilsvarende svag lov. Det absolut vigtigste resultat indenfor emnet er flg. klassiske
staerke lov ofte omtalt som en af sandsynlighedsteoriens tre perler.

LLN 1 Kolmogorov’s Store tals lov.
Hvis (X,)n>1 er en folge af uafhangige identisk fordelte stokastiske variable med
endelig middelverds p, konvergerer

1 n
—>"X; > p Pmno.ogiL'(P).
iz

Da E[X,| = p for alle n > 1 kan pastanden ackvivalent formuleres som

(X; — E[X;]) -0 P-no.ogiL'(P).

n
1=

S|

Resultatet spiller en stor rolle i sandsynlighedsteorien, da det dukker naturligt
op i mange sammenhaenge. Men det er ogsa af mere fundamental betydning
for den moderne sandsynlighedsteori, d.v.s. Kolmogorov-modellen. For kunne et
sadant resultat ikke vises, ville modellen simpelt hen veere ubrugelig. Endvidere
fremhaever det betydningen af det indfgrte middelvaerdibegreb, for som resultatet
viser, konvergerer den empiriske middelvaerdi mod den teoretiske, hvis denne
eksisterer, uanset hvilken fordeling der end er tale om.

I bestraebelserne pa at bevise seetningen er der udviklet mange seerdeles veer-
difulde teknikker, som udover at tjene deres oprindelige formal har muliggjort
mange udvidelser af resultatet. Vi skal i det fglgende beskaeftige os med en lille
del af denne omfattende teori, men det er vigtigt hele tiden at have ovenstaende
hovedresultat i tankerne.
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Flg. spgrgsmal fra den reelle analyse er tydeligvis af interesse:
Hvornar er lim,, % ? ,a; =0 for en given reel talfolge (a,)n>17,

d.v.s. hvornar konvergerer a,, — 0 i Cecaro middel 7 Som bekendt geelder det, hvis
a, — 0 1 seedvanlig forstand, men yderligere to resultater er af interesse i denne
forbindelse. ( De er formuleret med bevis i sektion 4.9, men for fuldstaendighedens
skyld har jeg opskrevet et bevis i Appendiks E) Forst og fremmest det sakaldte
Kronecker Lemma, d.v.s.implikationen

o 1 n
Z a,/b, konvergent i R = h,{n = Z a; =0,
n=1 n =1

hvor 0 < b, < bp11 T oo. Tilfeeldet b, = n er specielt interessant.
Desuden vises, at hvis a,,’erne enten er opad eller nedad begraensede, sa er

n [A]™
1 1
1171111 — E a; =0 hvis 117?1 W E a; =0 for ethvert A\ > 1.
i=1

n;3

Til senere brug bemeerkes, at det er nok, det holder for A =1+ k=! k> 1.

Med baggrund heri abner der sig derfor to mulige bevismetoder for ovenstaende
setning. Enten kan den omformuleres til et spgrgsmal om konvergens i R P-n.o.
af den uendelige raekke

eller man kan forst studere

langs med hurtigt voksende delfplger af formen ([A\"]),>; for et A > 1, og dernaest
herudfra forhabentligt deducere den gnskede konvergens for hele fglgen.

Tilfeldet, hvor X,’erne er uafhengige, er af speciel interesse. Af afggrende be-
tydning er her flg. resultat, som viser, at for summer af uafhsengige variable er
n.o.-konvergens det samme som konvergens i sandsynlighed.

LLN 2 Konvergens af summer af uafhaengige variable.
Lad (Z,)n>1 betegne en folge af uafhangige variable. Da geelder

li}gnz Z; er summabel P-n.o. & Z Z, konvergent i sandsynlighed,
i=1 n=1

hvor ’summabel P-n.o.” betyder at >.°°; Z,(w) er konvergent i R for P-n.a. w.
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Korollar For alle p > 0 geelder

> Z, konvergent i LP(P) = >  Z, er summabel P-n.o.

Korollaret, der er en umiddelbar konsekvens af seetningen, da konvergens i LP
medfgrer konvergens i sandsynlighed, er interessant, fordi konvergens i L? ofte er
simpelt at eftervise. F.eks. deduceres uden problemer flg. steerke lov.

LLN 3 De store tals lov (L*-udgave).
Lad (X,,)n>1 betegne en folge af uafhangige kvadratisk integrable stokastiske va-
riable. Da geelder

1 n
ZVar n)/n? <oo = —> (X;— E[X;]) >0 P-no.ogiL*(P).
n

=1

Bevis. Uafhaengigheden bevirker, at (X,, — E[X,])n,>1 udger en orthogonal fglge
i L2, og da
1X,, — E[X,]||5=Var(X,) forallen > 1

fas af Pythagoras, d.v.s. Lemma 13, at

Z Var(X,)/n* < co = Z (X,, — E[X,])/n konvergerer i L*(P).

n=1

Konvergensen P-n.o.fglger nu af ovenstaende korollar samt Kroneckers Lemma,
og da

B2 S0 w) )= b vy

=
folger konvergensen i L? ligeledes af Kronecker Lemmaet. &

Bemaerkning. Da beviset udnytter begrebet orthogonalitet, er det pa ingen made
klart, at resultatet kan generaliseres til andre eksponenter a > 1. Men vi skal
senere se, at det dog er muligt.

Bevis for LLN 2. Lad for ethvert n > 1 S,, betegne > ; Z; og lad S betegne
greensevariablen, d.v.s. S, — S i sandsynlighed. Ifglge Proposition 10 punkt 2
findes der derfor en delfglge (ng)i>1, sa at S, — S n.o. for k — oo.
Definer for k£ > 1

My := max |5 — Su._,|,

np—1<l<ng
hvor ng = 0 og Sy := 0. Ifglge Ottaviani’s ulighed geelder for alle e > 0 og k > 1
P(My>2¢)-(1— max P(|S,, —Si|>¢€)) < P(|Sn, — Sn._,| > €).

ng—1<l<ng
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Da | Sy, — Sn,._,| = 0 P-n.o.er maengden
{k 2 1 [Sn (@) = Sney (@) | > €}

endelig for P-n.a.w, og da | S, — Ierne er uathengige, folger derfor af Det

andet Borel - Cantelli Lemma at

nkl

> P(|Sn, = Snyy| > €) <00 ogdermed > P(My > 2e) < co.
- k=1

For da S,, — S i sandsynlighed fas af trekantsuligheden, at

1— max P(|S,, —Si|>¢)>1—-2- sup P(|S — S| >€/2) =00 1.

ng—1<l<ng I>np_1

Det fgrste Borel - Cantelli Lemma sikrer derfor, at for P-n.a.w er

{k| Mg(w) > 2/n} er endelig for alle n > 1,

d.v.s.netop at M, — 0 P-n.o. For n.a.w geelder altsa at
Spp(w) — S(w) og Mi(w) — 0 for k — oo.

Men heraf fglger at lim; S;(w) = S(w), for med k(1) bestemt ved nypy—1 <1 < ngq
geelder for alle [ uligheden

[Si(w) = S| < 151(w) = Snyy 1 (@) + [Snyy 1 (w) = S(w)]
< My (@) + |2 (@) = SW)]. ©

Bevis for LLN1. Lad (X, )n>1 betegne en folge af uathaengige identisk fordelte
stokastiske variable med endelig middelveerdi p. Vi skal vise, at

— ZX — u P-n.o.
i=1
Som netop vist, findes der et relevant resultat i det kvadratisk integrable tilfael-
de, men da der her kun forudsaettes integrabilitet, far vi brug for den sakaldte
trunkeringsteknik, som bestar i at skrive de enkelte variable som en sum af to i

h.h.t. flg. ide:
X, =X, + X, hvor X, := X, 1_a, 00 1(Xn) 0g X, i= X, — X, = Xpo - 1{x0[5an)

for et passende valg af positive reelle tal a,. Da X, ’erne er forudsat integrable
saettes a, = n, idet der da geaelder

SN P(X,#£0)=3 P |X|>n:Z (| X1 > n) < 0.
n=1 n=1 n=1
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Ved brug af Det fgrste Borel-Cantelli Lemma fas derfor at
P(An>1: X, =0i>n)=1

og dermed

og da

mangler vi kun at vise, at forste led konvergerer P-n.o. mod p. Men da

Var(X,) < BIX,?) = BIX2 A 0a)(X,)] = BIXZ 1100 (X0)] < BIXZ |Xi] < 0]
og der findes en konstant C' € R, sa at

i_ojl EIX2|X) <nl/nP=EX2 Y 1/n¥<CE[|X)] < oo,

n,n>|X1|Vv1

fas af LLN 3, at

n 1 n

Sx - byexg =L

1=1 7

(X, — E[X,]) - 0 P-n.o.
1

S|

n

Resten er nu let, thi ifglge Lebesgue’s Saetning konvergerer
EX,] = EXy - 1) (X1)] —nece i

og derfor
1 /
n;3

da konvergens i seedvanlig forstand medfgrer konvergens i Cecaro-middel.
Konvergensen i L' fglger ved at kombinere konvergensen P-n.o. med Satning 6,
da

1 n
{X,|n>1} ogdermed {=) X;|n>1}
Nz
er uniformt integrable. <&
Trunkeringsteknikken kan pa lignende vis bruges til at vise flg. generalisation af
Komogorov’s Store tals lov. Bemeerk at den sendrede integrabilitetsantagelse af-
spejler sig i valget af trunkeringskonstant.
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LLN 4 Marcinkiewicz-Zygmond’s Store tals lov.
Lad 1 < q < 2 vere givet og lad (Yy,)n>1 betegne en folge of uafhaengige identisk
fordelte variable med endelig q 'te moment. Idet p betegner den felles middelvards,
geelder da

1 & .

e ; (Yi—u) — 0 P-n.o.ogi L.

Bevis. Da ¢ = 1 allerede er klaret, betragter vi et 1 < ¢ < 2, og ved at se pa
Y, — p i stedet for Y,,, kan vi antage, at den feelles middelveerdi er lig 0. Skriv

Vi =Y +Y) = (V) - EIj]) +Y) + B[Y]

hvor
Y = Y5 Lyicguay 08 Yy = Y5 Lyyzivm-

Ifglge Kronecker Lemma vil

A ZYJ — 0 P-n.o. hvis ZY}/jl/q er P-summabel.

J=1 J=1

Det er derfor nok at vise, at flg. tre raekker hver for sig konvergerer P-n.o.

i Y E ]) *1/q7 Zy -] -1/q og ZE ,1/(1

Jj=1

Leddene i den forste sum er uafthaengige, centrerede og har endelig varians. Ifglge
korollaret til LLN 2 og Pythagoras er rackken derfor P-summabel, hvis summen
af varianserne er endelig, d.v.s. specielt hvis

oo

S E[(Y; - B[Y;])Y] -5 < Z j < o0
J=1

Men dette geelder, da der findes en konstant r, > 0 kun afhaengig af ¢, sa at

ZE G =BIYE . YD Y < BIYE - [V = B9,

Jig>yale

Konvergensen af raekke nr.to fglger som ovenfor af Borel-Cantelli Lemmaet, thi
da E]|Y1]9] < oo er

[e.9]

> Py #0:2 (1Y = 341 = > P(V|” 2 5) <
j=1 Jj=1

Hvad angar den sidste reekke bemeerkes forst, at da Y;’erne har middelveerdi O er

E[Y;] = —E[Y;] = —E[Y; - 1y, 5 500) = —E[Y; - 1y jexi),
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d.v.s.vi skal vise, at
D E[Yi] - Lyypezp] - 577 < 0.
J=1

Men dette fplger af, at der findes endnu en konstant 7, kun atheengig af ¢, sa at

SB[V Lyaespl -5 = B[l - > 57V <7 B[] - [ya| o],
i 1<j<Via
D.v.s. den betragtede sum er domineret af 7, - E[|Y7|?] og dermed endelig. Beviset
for konvergensen i LY udsattes til senere. O
Implikationen

uafhaengighed = ukorrellerethed d.v.s. orthogonalitet

spiller tydeligvis en veesentlig rolle i beviset for ovenstaende L2-udgave af de store
tals lov. I det neeste resultat tages udgangspunkt i ukorrellerethed i stedet for
uathaengighed.

LLN 5 De store tals lov (L?*-udgave, supplement).
Lad (X,,)n>1 betegne en folge af ukorrellerede kvadratisk integrable stokastiske va-
riable sa at

ZVCW’ n)/n% < oo

Da gelder, idet X,, := L3 (X, — E[X)]) forn > 1,
1) X, — 0 isandsynlighed og L2(P).
2) X[)\n] — 0 P-n.o. for A > 1.

A

3) X, — 0 P-n.o. hvis

p <sup (Xn — E[Xy]) < oo eller inf (X, — E[X,]) > —oo> =1

Bevis. For nemheds skyld skrives pu, i stedet for E[X,]. Da (X, — tn)n>1 pI.
antagelse er parvis orthogonale i L?(P) fas for ethvert n > 1 af Pythagoras, at

Z i) = 22‘/(17“ —n—oo 0,

A

hvor konvergensen fglger af antagelsen og Kronecker Lemmaet. D.v.s. X,, — 01
L?(P) og dermed ogsa i sandsynlighed.
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For ethvert A > 1 har vi tilsvarende

n=1 n= 7=1
=Y (Var(Xj) > [)\”]2) < C\ ZV&T’(XJ')/]2 < 00,
g=1 n: [An]>j j=1

hvor C) er en konstant kun atheengig af A. D.v.s. for ethvert A\ > 1 er
B Xf)\n]] < o0 og dermed ) X[%\n} < oo P-n.o.,
n=1 n=1

hvoraf 2) let fglger, da leddene i en konvergent reekke gar mod 0.

Ifglge 2) er R
P(X,,ny — 0 foralle k > 1) =1,

hvor
ve(n) = [(1+ k1" for alle n, k > 1.
Kombineres dette med antagelserne geelder derfor for P-n.a.w, at

lim Xypmy(w) =0 foralle k > 1

samt

—00 < inf(X;(w) — py) eller sup(X;(w) — p;) < 0o,
J J

~

og derfor som tidligere neevnt, se Appendiks E, at lim,, X,, = 0 P-n.o.

&

Ved at udnytte LLN 5 punkt 3) kan man vise, at Kolmogorov’s store tals lov
stadig geelder, selvom uafhaengighed erstattes med parvis uafheengighed. Men da
denne generalisation yderst sjeeldent er interessant, vil vi lade den ligge. Den
interesserede laeser kan finde argumenterne i Hoffmann’s bog sektionerne 4.11 og

4.12.
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De store tals love II.

Som allerede naevnt adskiller eksponenten 2 sig fra andre eksponenter. Men som
vi nu skal se, kan man i det uafheengige tilfeelde ved hjeelp af den sakaldte sym-
metriseringsteknik alligevel vise lignende resultater for alle eksponenter av > 0.
En vaesentlig brik i teorien er flg. resultat normalt kaldet Khinchine’s Ulighed:

LLN 6 Khinchine’s Ulighed.
Lad (€;)i>1 betegne en folge af uafhangige Bernoulli variable. Da findes der for
alle o > 0 positive konstanter c, og Cy, kun afhengig af o, sa at

(Y2 < B[ byl < Co- (Do03)?
j=1

=1 =1
for alle n > 1 og alle reelle talfolger (b;);>1.

Bevis del 1. Ifglge Jensen’s ulighed er o — E[|X%_, b; - €;]%]/* voksende for
ethvert n > 1 og alle reelle talfglger (b,),>1, og da

2
B[ b -l = B (ij'ej) J=>_b;
j=1
ses, at
|Zb €;1°] <E|Zb &2 = (3 ?)0‘/2 for a <2
j=1

0og
(D_05) 2 =E[30;- ¢ < E[13 b - 7] fora>2.
— - -
D.v.s.1 kan bruges som C, for 0 < a < 2 og som ¢, for a > 2. Folgen (b;);>1

givet ved by = 1 og b; = 0 ellers viser, at der i begge tilfaelde er tale om den
optimale konstant. &

De resterende tilfeelde er teet forbundne for har vi bestemt C, for av > 2 geelder
ifolge Cauchy-Schwarz’s ulighed for 0 < o < 2, at

YU =E[[Y b6l = \Zb SePe !Zb €% <
i=1 j=1

EHZb |4 a1/2 |Zb 1/2<Cl/2 Z 1 a/4-E[|ij-€]| ]1/2’
Jj=1 Jj=1

som efter forkortning viser, at
—2va —1/2 - o
(Y0 < Cli? B by - ]
j=1 Jj=1
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D.v.s.C; ", kan bruges som c, i intervallet 0 < a < 2. Bestemmelsen af C,
for a > 2 er mere kompliceret, specielt er bestemmelsen af den optimale vaerdi
yderst vanskeligt. Hoffmann viser i sektion 4.30, at C, = 2%/2 - a - I'(a/2) kan
bruges. Denne konstant er ikke optimal ligesom den, vi nu vil bestemme ved brug
af teorien om betingede middelvaerdier.

Bevis del II. Lad o > 2 ogn > 1 veere givet og lad X1, ..., X,, betegne uathaengige
N(0, 1)-fordelte stokastiske variable. Definer

n

Bi:=c({X;>0})i=1,....n og B:=0o(|JB).

i=1

Ifplge regneregler for betingede middelveerdier gaelder for ethvert ¢, da X;’erne er
symmetriske og P(X; > 0) derfor lig 1/2 for alle 4, at

E[X;|B] = E[X;|Bi] = p- (1{x,50y — l{x;<0}) P-n.o.,

e pi=2-E[X:| X, >0] = -2 E[X,| X; < 0] = /2/m.
D.vs

E[X1|B]/p,...,E[X,|B]/p er uathaengige Bernoulli variable,
og for ethvert valg af konstanter by, ...,b, geelder derfor

n

o Bl by o) = IS by - B 1B ) = BI B[S by X B[

j=1 j=1

< Eufjlbj X)) = E[rfv(o,ilbm - <i1b§ /2 B[IN(0,1)]"].

D.v.s.
Ca 1= (m/2)'2 - B[IN(0, D]*] = 7@/2. T((a +1)/2)

er en mulig konstant. &

For at kunne udnytte Khinchine’s Ulighed ma vi fgrst udvide begrebet symmetri
fra stokastiske variable til stokastiske vektorer. Dette sker ved flg. definition.

Definition. En stokastisk vektor Z = (Z1,...,Z,) siges at veere symmetrisk,
hvis de 2" stokastiske vektorer (71, ...,£7,) har samme fordeling. Eller kort

(Zl, . 7Zn) ~ (:EZl, .. ,:EZn)

En simpel overvejelse viser, at koordinatvariablene i en symmetrisk stokastisk
vektor er symmetriske, og omvendt hvis de yderligere er uatheengige. D.v.s.

24, ..., Zy, uathengige og symmetriske = Z = (71, ..., Z,) symmetrisk.
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Endvidere folger af Loven om total sandsynlighed, at hvis Z = (Z;,...,2,) og
Y = (V1,...,Y,) er uathaengige og P(Y; € {—1,1})=1fori=1,...,n,sa er

(Z1,.. 0 Zn) ~ (Y1 Z4,..., Y, - Z,) hvis Z er symmetrisk.

Vi kan nu udlede flg konsekvenser af Khinchine’s Ulighed.

Korollar 1 Lad 71, ..., Z, betegne uafhengige symmetriske stokastiske variable.
(Det er nok at Z = (Zy,...,Z,) er symmetrisk.) Da gelder for ethvert a > 0
Bl Zil*] < Ca- EI(Y 1Ze*)"?) < Ca- 0@ . BN 2],
k=1 k=1 k=1

hvor C, er konstanten fra Khinchine’s ulighed, og B(a) = (a/2 — 1)T, d.v.s.
Bla) =0 for0 < a <2 og fla) = /2 =1 for a > 2.

Bevis. Lad a > 0 veere givet og lad €y,...,€, betegne uafhengige Bernoulli
variable, sa at (Zy,...,2,) og (€1,...,€,) er uathengige. Da Z = (Z1,...,7Z,)
som naevnt er symmetrisk, er

(Zl,...,Zn>N(El'Zl,...,En'Zn),

og idet
H.(ay,...,a,) = E[]Zek-ak|“] for ai,...,a, €R
k=1

folger heraf ved brug af Fubini’s Seetning, at
B> Zu|*]=E[|Y_ e Zu|*] = E[Ho(Z1, . .., Zy)).
k=1 k=1
Men ifglge Khinchine’ s Ulighed er H, (a1, ..., a,) < Cy- (X7_, a?)*/?, og dermed

Enkizm < Co B3 1ZP ).

k=1

Korollarets sidste ulighed fplger nu ved for 0 < o < 2 at udnytte, at x — z%/2 er
subadditiv og voksende pa R, , og for a > 2 at benytte, at

n n
(D lzl)P <nP™H 3 fagfP @,z € R
k=1 k=1

Dette er f.eks. en konsekvens af Jensen’s Ulighed. <&

Ved brug af formel (4.6.5) giver dette anledning til flg. generelle ulighed, hvor
konstanterne C,, og ((«) har samme mening som i Korollar 1.
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Korollar 2 Lad Zy,...,Z, betegne uafhangige stokastiske variable med endelig
middelverds py, for k=1,...,n. Da gelder for ethvert o > 0

n

Z <2a a-nﬁ(“) ZE[’Zk—/Lk|a]

Bevis. Da uligheden er triviel for a < 1, idet z — x® er voksende og subadditiv
pa R, betragtes et « > 1. Lad Y7, ...,Y,, veere en uatheengig kopi af 71, ..., Z,,
d.v.s.

(Y1,....Y,) og (Z1,...,2Z,) er uatheengige og identisk fordelte.

Da Zy —Yi,...,Z, — Y, derfor er uathaengige og symmetriske, fas af Korollar 1

sz—Yk ] < Co -0 3" E[Z), — Vil ).
k=1 k=1

Men da Z; ~ Y} for alle k > 1 og dermed
E[|Z; = Yi|*] <2270 (B[ Zk — | ] + B[V — ) = 2% - E[|Z), — | ],

folger pastanden af formel (4.6.5), idet

n

Z (Zy =Yp)|*] = Z (Z— ) = > Ve — )| > E[| D (Z1 — )| ],
=1 =1 =1

da > p_; (Yi — pg) har middelveerdi 0 og o > 1. &

Ved brug af Korollar 2 kan man udlede flg. L®-konvergensresultater for summer
af uathaengige stokastiske variable. C, og (a) er som ovenfor.

Korollar 3 Lad (X,,)n>1 betegne uafhangige stokastiske variable med endelig mid-
delverdi p, forn > 1. Da gelder for ethvert 0 < a < 2, at

Z | <0 = Z iy) eksisterer i L%,

og for alle o > 0, at

1 n
ZE\X ]/na5)<oo:>gZ(Xk—uk)—>OiLa.
k=1
Bevis. For at vise forste del, er det nok at vise, at hgjresiden udger en Cauchy
folge i L®. Men dette fglger umiddelbart af antagelsen og Korollar 2, idet denne
viser, at for 0 < a < 2 er

B (X = )] £ 2 Ca S BIIX — ul°]
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for alle 1 < n < m. Hvad angar andel del fas igen af Korollar 2, at

1 Wl 200, n .
DY B X — ]

k=1

og dermed

« n

1 & N 290, o
Bl =X (X = m)*] < =555 22 BlXe — mel*]

k=1 k=1

for alle n > 1, hvoraf pastanden folger ved brug af Kronecker’s lemma. <

Vi kan nu formulere og bevise en L“-version af de store tals lov for et generelt
a > 0. For a < 2 er der tale om en direkte oversattelse af L? -udgaven, hvorimod
momentbetingelsen er en anden for o > 2.

LLN 7 De store tals lov (L*-udgave).
Lad (X,,)n>1 betegne en folge af uafhangige stokastiske variable med endelig mid-
delverdi p, forn > 1. Da gelder for a < 2

n

s 1
Z |“]/n® <00 = Z — p;) — 0 P-n.o.ogi LY(P).
- n

og for a > 2

o0 1 n
ST E[X, — pa*]/n? <00 = =3 (X, — ;) — 0 Pn.o.ogi L¥(P).
- n

i=1

Bevis. Lad o < 2 veere givet. Ifglge Korollar 3 punkt 1 har vi
Z “]/n* < 0 = Z — pn)/n konvergent i L.

Raekken konvergerer derfor ogsa i sandsynlighed og dermed P-n.o.ifslge LLN 2.
Kronecker Lemmaet giver derfor umiddelbart, at
N 1
X, = — Z(Xk — ) — 0 P-n.o.
n

k=1

og da anden del i Korollar 3 sikrer, at X, —>0i L%, er tilfeldet o < 2 klaret.
Betragt dernaest et @ > 2. L*-konvergensen af (Xn)n21 folger igen af Korollar 3.
Hvad angar konvergensen P-n.o.udnyttes som i beviset for LLN 2, at det er nok
at vise, at XQH — 0 og M, — 0 P-n.o., hvor forn > 1

1 k
M, == max |Xk_X2”|<|X2”|+7 max | > (X;— )l

on < k<ont1 2n ancks2n il O J
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Hertil er det som bekendt nok at vise, at

S E[|[ X <00 og Y E[M?] < co.
n=1

n=1

Udnyttes Korollar 2 ses, at der findes en konstant C' kun atheengig af o, sa at

) 00 2n(a/2 1) 2%
> Bl ZE 1X; - ]
n=1 n=1
o o 1
= C;E[ | X5 — wy ]n;;j on(a/2+1)
<20 E[I1X; — uy|*]/i? < 0.
j=1
o | E[M2] er derfor ogsa endelig, hvis

k

[eS) 1 N
S s Bl max | Y (- )l < oo
n=1

on <k§2n+1 j:2n+1

Men ifplge Korollaret til Ottaviani’s Ulighed er dette tilfaeldet, hvis

%) 2n+1

> o Bl X (X - )l < oo,

n=1 j=2n+1
og dermed ifglge Korollar 2 hvis
o0 2n(a/2 1) 2ontt
2 o 2 BN -t <o
n=1 j=2"+1

Men dette sikres praecist af antagelsen da

oo 2n+1 o
S s X BN =l < 243 B ]300 < o0 O

Symmetriseringsteknikken sikrer ogsa den postulerede L?-konvergens i Marcin-
kiewicz-Zygmond’s Store tals lov.

Thi lad for 1 < ¢ < 2 situationen vaere som i LLN 4. Fgrst reduceres til det
symmetriske tilfselde. For hvis (Y) j>1 er en uafheengig kopi af (Y});>1, d.v.s.

(Y))j21 08 (¥j);21 uafheengige og  (Y))j21 ~ (¥))j21
d.v.s.Y; ~ Y for alle j > 1 og Yj'erne uafheengige, fas af formel (4.6.5), at
1 & 1 & 1 &~ 1 &

EHWZYJ‘M < EHW;YJ‘—W;YJ‘V] ZEHWZ(YJ'—YJ‘)M,

J=1 Jj=1
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dag>1og

Da (Y] —}7}) j>1'erne er uafheengige, symmetriske og identisk fordelte, er det derfor,
hvad konvergens i g-middel angar, nok at betragte det symmetriske tilfaelde. Vi
vil derfor i det videre forlgb yderligere antage, at Y;’erne er symmetriske.
Betragt for et givet k > 1 opsplitningen

Yo=Yy, + Y, hvor Vi, =Y Lyay 08 Yy = Yi Ly
(Yk'ﬂ-)izl og (Yk,:i)izl er da begge uafhsengige, symmetriske og identisk fordelte.
Ifplge Korollar 2 ovenfor findes der derfor en konstant C' kun afhaengig af ¢, sa at

1 n " ”
—7a 2 Yigl'l < C- Bl = € E[VA], ] > &,

Jj=1

ET|
hvilket viser, at
1 n "
sup L | i >Vl
n j=1

kan ggres sa lille som gnsket ved at veelge k stor nok. L?-konvergensen vil derfor
veere vist, hvis vi for givet k£ kan vise, at

: 1 & . 1 >
lim B[ 72 > Vi) = im E[| 72 > Y5 - Lyyj<m '] = 0.
J=1 j=1

Men da ¢ < 2 er det nok at vise konvergens i L?, hvilket fglger af Pythagoras, for
da summanderne er uatheengige centrede kvadratisk integrable variable, gaelder

1 n 1 n n-k:2
El|l—NY 1qvcn/ = = S EY? 1y cny] < —— —nno 0
[l nl/q; i Lyyi<ay|] n2/a ; Y7 Ly iem] < 2le
for ethvert k£ > 1. O
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Fordelingskonvergens.

Lad i det folgende (S, d) betegne et separabelt metrisk rum. Vigtige eksempler
er R" n > 1 eller mere generelt delmaengder heraf udstyret med den Euklidiske
metrik. Lad endvidere (X,,),>1 og X betegne stokastiske funktioner med veerdier
i S, d.ov.s. (F,B(S))-malelige funktioner fra €2 ind i S, hvor (Q, F, P) er et sand-
synlighedsfelt, hvorpa alle omtalte variable teenkes defineret. I analogi med det
reelle tilfeelde indfgres flg. konvergensbegreb.

Definition. X,, — X i sandsynlighed hvis lim,, P(d(X,, X) > €) = 0 for ¢ > 0.

Bemaerkning. Da B(S x S) = B(S) ® B(S) fordi S er separabel, sikrer konti-
nuiteten af (z,y) — d(x,y), at {d(X,, X) > €} er en heendelse, og den kan som
sadan tilordnes en sandsynlighed.

Hvis S = R er betingelsen for konvergens i sandsynlighed den vel kendte
liTrlnP( | X, — X| >¢€) =0 for alle e > 0,
hvilket, som vist i Lemma 12, er sckvivalent med at
li;bnEHXn — X|Al]=0.
Denne akvivalens generaliserer ordret til det almene tilfeelde, d.v.s.
Xn — X isandsynlighed < lim Eld(X,,X)N1]=0.

Ved brug heraf fas som i det reelle tilfeelde.

Fk1 X, — X i sandsynlighed = X, — X P-n.o. for en delfolge (ny)g>1-
Bevis. Da lim,, E[d(X,,, X) A 1] =0 kan vi veelge en delfolge (ng)r>1, sa at

> Eld(X,,,X)AN1] <oo ogderfor d(X,,,X)A1—0 P-n.o.,
k=1

hvilket netop betyder at X,,, — X P-n.o. &

En anden vigtig konsekvens er falgende.

Fk2 Lad (T,§) betegne endnu et separabelt metrisk rum og lad f: S — T vere
en kontinuert funktion. Da gelder

X, — X isandsynlighed = f(X,) — f(X) isandsynlighed

Bevis. Vi skal vise lim,, E[§(f(X,), f(X)) A1] = 0. Antag at det ikke geelder,
d.v.s. antag

36> 03 (n)kst 1 E[6(f(Xn), F(X))A1]>6 for alle k.
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Men dette fgrer til en modstrid, da
Xny = X iss. = J(k)iz1 Xy, — X Pno. = f(X,,) — f(X) Pno.
= 6(f(Xn, ) X)) AL — 0 Prno. = E[3(f(X

’I’Lkl

), f(X)AL1]—0. <

Kontinuiteten udnyttes i = nummer to, og da det her er nok, at f er kontinuert
i X(w) for n.a.w, kan antagelsen svackkes til, at f er kontinuert Px-n.o. Vi har
derfor flg. skeerpelse.

Fk2a Lad (T,6) betegne endnu et separabelt metrisk rum og lad f : S — T vare
en Borel funktion, som er kontinuert Px-n.o. Da gelder

X, — X isandsynlighed = f(X,) — f(X) i sandsynlighed

Specialtilfeeldet T' = S og § en metrik, der er sekvivalent med d, viser, idet den
identiske afbildning er kontinuert bade som afbildning

(S,d) — (5,9) og (S,9) — (S,d),

at konvergens i sandsynlighed ikke aftheaenger af den eksplicit valgte metrik, blot
vi holder os indenfor klassen af sekvivalente metrikker. Dette udnyttes f.eks.i
felgende bevis.

Fk 3 Idet S x S udstyres med en produktmetrik geelder
X, — X og Y, — Y isandsynlighed < (X,,Y,) — (X,Y) i sandsynlighed.

Bevis. < fglger af Fk2, da projektionsafbildningerne er kontinuerte, og = fas,
da

di((z1,91), (¥2,92)) = d(z1,91) + d(2, y2)

er en produktmetrik, umiddelbart af uligheden

T(Xo Y1), (X, V) AT < d(Xo X) AL+ d(Yo V)AL O
Seetning 6 og Fk 2 viser endvidere, at for alle f € bC(S) geelder

X, — X isandsynlighed = f(X,) — f(X) isandsynlighed

= f(X) = f(X) i LAP) = Blf(X,)] = EF(X)] = [ fdPx.

Med udgangspunkt heri indfgres den sakaldte konvergens i fordeling, i Hoffman’s
bog betegnet —, i h.h.t. flg. definition.

Definition. En folge (X,,),>1 af stokastiske funktioner med vaerdier i S siges at
konvergere i fordeling mod p, et Borel sandsynlighedsmal pa S, hvis

ELF(X0)] = / Fdu for alle f € bO(S).
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Dette betegnes i givet fald X,, = p. Hvis u = Px for en stokastisk funktion X
med veerdier i S skrives ogsa X,, — X, og man taler om konvergens i fordeling
mod X. I fglge den lille transformationsseetning gaelder altsa, at

X, = X & E[f(X,)] —nooo E[f(X)] for alle f € bC(S).
Det ovenstaende kan derfor formuleres som implikationen (se (5.4.4)).

Fk4 X, — X isandsynlighed = X, & X.

Graensemalet for en konvergent fglge er entydigt bestemt, d.v.s.
X, > pog X, >v=pu=ur

For ifglge tillegget til sektion 3.40 har vi
X, 3 pnog Xy S v = /fdu:/fdu Febo(S) = =

Derimod kan vi sagtens have, at X,, — X og X,, = Y, selv om X og Y er vidt
forskellige. Men der geelder dog, som netop vist, implikationen

X, 5 X og X, Y = Py =Py.

For vi ser neermere pa dette nye konvergens begreb knyttes et par kommentarer
til definitionen. Da kontinuitet i metriske rum svarer til fglgekontinuitet bevares
C(S) og dermed konvergens i fordeling under overgang til en ackvivalent metrik.
Endvidere ses ved opsplitning i positiv og negativ del, at det er nok at eftervise
definitionsbetingelsen for f € bC'(S)y, og da fAn T f og f An € bC(S), for
f € C(S), fas af Monoton konvergens, at

X, % (X) = liminf E[f(X,)] > /fdu (E[f(X)]) foralle f € C(S)..

Denne implikation kan ogsa vendes om, idet der geaelder.

Fk 5
X, % & liminf B[f(X,)] > / Fdu for alle f € bC(S),.

Bevis. Vi mangler kun at vise <=. Som bemaerket er det nok at se pa ikke-negative
funktioner. Lad derfor f € bC(S); med 0 < f < M vaeret givet. Da

liminf E[(M — f)(X;)] = M — limsup E[f(X,)]
fas af antagelsen brugt pa f og M — f, som begge er elementer i bC'(S),, at

liminf E[f(X,)] = [ fdu og M —limsup E[f(X,)] = M~ [ fdp
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hvilket alt i alt viser, at
lim BLf(X,)] = [ fdp. ©
Ligesom i Fk 2a kan resultaterne udvides til funktioner, som kun er kontinuerte

n.o. Der gaelder f.eks.

Fk 5a
Xo S & BLf(Xa)] =o [ fp

for ethvert f € bM(S), som er kontinuert pi-n.o.

Bevis. Kun = kraever et bevis. Ved som ovenfor at opsplitte i positiv og negativ
del samt derneest tilsvarende at se pa f og M — f, hvor 0 < f < M, indses, at
det er nok at vise

lim inf E[f(X,)] > /fdu

for et givet f € bM(S),, som er kontinuert p-n.o. Men for ethvert g € bM(.S)
definerer (se Hoffmann side 561 nederst)

gr(z) =inf{k Agly) +k-d(z,y)|lyeS} xze€S k>1
funktioner med flg. egenskaber: (gi)r>1 € C(S)+ og
0<gr<git1<g k>1 samt gr(x) Trooo g(z), hvis g er kontinuert i x.

Da f pr.antagelse er kontinuert p-n.o., konvergerer f T f p-n.o., hvor (fi)g>1
er konstrueret ud fra f, som netop beskrevet. Heraf fglger ved brug af Monoton
konvergens, at

liminf E[f(X,)] > sup liminf E[fi(X,)] = sup/f;C dp = /fdu. &
" k " k
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Kriterier for konvergens i fordeling.

Portmanteau Szetning I.
Lad (S,d) betegne et separabelt metrisk rum og p et Borel sandsynlighedsmal pa
S samt (X,)n>1 en folge af stokastiske funktioner med verdier i S. Idet
Lip(S,d) :=={f € C(S)[TM > 0: [f(z) = f(y)| < M - d(z,y) z,y € S}
er flg. udsagn @kvivalente.
1) X, > u
2) [sg9dp <liminf, E[g(X,)] for alle g € bLip(S,d)+
3) u(G) <liminf, P(X, € G) for alle G C S aben
4) w(F) > limsup, P(X, € F) for alle FF C S lukket.

Bemaerk at modsat C'(S) atheenger Lip(S, d) eksplicit af metrikken d.

Bevis. Da 1)=2) er indeholdt i definitionen, og akvivalensen mellem 3) og 4)
folger ved overgang til komplementaer meengden, vises kun 2) = 3) = 1). Antag
2) og lad G veere en given aben delmaengde af S. Definer for k£ > 1

gr(x) = (k-d(z,G°)) A1 forx € 8.
Konstruktionen viser, at g, T 14, og ved brug af trekantsuligheden ses, at

lgk(z) — ge(y)| < k-d(z,y) x,y €S, d.v.s. gr € bLip(S,d).
Ifglge 2) og Monoton konvergens geelder derfor
wG) = Sgp/sgk dy < sup lim inf Blgy (X.,)]
< lilr%linfE[lg(Xn)] < liminf P(X,, € G).
Antag 3). Som vist i Fk5 er det nok at vise, at for givet f € bC(S); er
/S f dy < liminf E[f(X.,)].

Men for ethvert n har vi

Elf(x) = [

" P(sx) >t)dt:/OOOP(Xne (f>t))dt

og tilsvarende for [ fdu, og da {f > t} er aben fas af Fatou’s lemma, at

/OO u(f > t)dt < /Oo lim inf P(f(X,) > t) dt < hminf/oo P(f(X,) > t) dt,
0 0 n n 0
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hvilket giver den gnskede ulighed. <
Til enhver Borel meengde B tilordnes maengderne

B°:={reB|3e>0:b(r,e) CB}logB:={reS|Ve>0:b(zx,e)NB #0}.
(Hoffmann bruger betegnelserne int(B) og cl(B)) D.v.s. B> C B C B og

B° =B & B aben og B =B < B lukket.

B° kaldes det indre af B og er den stgrste abne maengde indeholdt i B, og B
kaldes aflukningen af B og er den mindste lukkede meengde, der indeholder B.
bd(B) := B\B° kaldes randen af B. Med denne notation kan akvivalensen
mellem 1), 3) og 4) formuleres som.

Korollar. X,, = pu hvis og kun hvis

wu(B°®) < lim inf P(X, € B) <limsup P(X, € B) < u(B) VB € B(9).

D.v.s. specielt: X, = p = lim, P(X,, € B) = u(B) hvis u(bd(B)) = 0.
Antag at S = R. Benyttes korollaret pa mangder af formen B = (—o0, x|, fas,
da B° = (—oo,x [ og B = B, at

Xy 5= p((—oo,z]) < lin}liann(:r;) < limsup F,(z) < p((—o0,z])

og dermed, da u({z}) = p((—o0,z]) — p((—o0, z[),

X, = p = lim Fy(2) = p((—o0,2]) hvis u({z}) =0.

F,, er her fordelingsfunktionen for X,,. Dette karakteriserer ogsa konvergens i
fordeling pa R, der geelder nemlig flg. resultat.

Konvergens i fordeling pa R.

Lad (X,)n>1 betegne en folge af stokastiske variable og lad p betegne et Borel
sandsynlighedsmal pa R. Idet F,, er fordelingsfunktionen for X,, og F), funktionen
x+— p((—oo,z]) er flg. punkter @kvivalente

a) X, > pu

-

F,(x—) <liminf, F,(z) < limsup, F,(z) < F,(z) z€R

o,

)
)
¢) lim, F,(z) = F,(z) hvis p({z}) = 0
) lim, F,(z) = F,(z) for €D hvor D er taet i R
)

e) liminf, P(a < X, <b) > p(]a,b[) for alle —oo < a < b < 0.
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Bemeerkning. Opskrives udsagnet i tilfaeldet, hvor g = Px for en stokastisk
variabel X, fremkommer resultatet i sektion 5.9.

Bevis. Vi mangler kun at vise, at d) =-¢) = a). Lad derfor a < b betegne givne
reelle tal. Da D er teet i R, findes der folger (ag)r>1 0g (br)r>1 af elementer i D,
sa at

a<ap<b,<bogar]| a og b0

For alle n, k > 1 geelder derfor

D.vs.
limnian(a <X, <b)> Sl;p(Fu(bk> — F(ag)) = p(la,b|)

og dermed d) = e). For at vise den manglende implikation lader vi G C R beteg-
ne en begraenset aben maengde. Som vist i Appendiks F findes der hgjst teellelig
mange parvis disjunkte intervaller (]a;,b;[)i>1, sa at G = U;>q Jai, b;[. Under
antagelse af e) geelder derfor for ethvert k& > 1

k k
> u(]aj,b; Zlmlana]<X < b))

7j=1
k
<liminf ) P(a; < X, < b;) <liminf P(X,, € G),
=1
k

w(G) =sup > p(laj,b;[) < liminf P(X, € G).

k j=1

Lad dernzest G betegne en vikarlig aben meaengde. Da
G, =GN]—kk[TG for k— o0
fas af det netop viste

liminf P(X,, € G) > supliminf P(X,, € G) > sup u(Gy) = pu(G).
m k n k

Implikationen e) = a) fglger nu af Portmanteau ssetningen. <&
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Regneregler for konvergens i fordeling.

Portmanteau Saetning II.
Lad (S,d) og (T 6) betegne separable metriske rum og lad (X,)n>1 09 X h.h.v.
(Yo)n>1 09 Y betegne stokastiske funktioner med vardier i S h.h.v.T. Da gelder

1) X, > X = f(X,) > f(X) for enhver f : S — T, som er Borel malelig og
kontinuert Px-n.o.

2) X,, = X og X degenereret = X, — X i sandsynlighed.
3) X, = X, Y, 5 Y ogY degenereret = (X,,,Y,) = (X,Y).
4) X, = X, Y, =Y og X, og Y, uatheengige n > 1 = (X,,Y,) = Px ® Py.

Bevis. For ethvert g € bC'(T) er sammensatningen g o f Borel malelig og kon-
tinuert Px-n.o. Ifglge Fkba gaelder derfor

Blg(f(X))] = Elge f(X,)] —nmo [ g0 fdPx = [ gdPyx),
hvilket viser 1). I 2) antages P(X =a) =1. Da z — d(z,a) A1 € bC(S) fas
Eld(X,, X) A1] = E[d(Xn,a) A] —nos E[d(X,a) A1] = d(a,a) A1 =0,
d.v.s.2) er ogsa vist. I 3) antages P(Y = a) = 1. Definer
di((x1, 1), (T2, 92)) = d(z1, ) A1+ 6(y1,2) A1 21,20 €S, y1,90 € T.
d er da en produktmetrik og for et vilkarligt element g € Lip(S x T, cZ)+ geelder
| Elg(Xn, Ya)] = Elg(X, Y)]| = | E[g(Xa, Ya)] — Elg(X, a)]|
< Ellg(Xn, Yn) — 9(Xn, a)|] + [ Elg(Xn, a)] = Elg(X, a)]|

< M- E[6(Yn, a) AN+ [ Elg(Xn, a)] = Elg(X, a)] | =noo 0

da z +— g(x,a) € bC(S) og Y,, — a i sandsynlighed. Pastanden fglger derfor af
den fgrste Portmanteu saetning.

Det generelle bevis for 4) gennemgas ikke, men det vigtige specialtilfaelde, hvor
S =R" og T'= R™, behandles senere i forbindelse med Kontinuitetssaetningen.

Det er veerd at understrege, at 3) ikke geelder generelt. Et eksempel er flg.
Lad X betegne en U(—1,1)-fordelt stokastisk variabel, d.v.s. X ~ —X. Lad for
allen>1 X, =Y, =X og Y = —X. Da gelder oplagt

X,>X og Y,V
D.v.s. hvis (X,,Y,) = (X,Y), sa geelder ifglge 2)
X,+Y, 5 X+Y dvs 2X ~0,
hvilket klart ikke er rigtigt
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Kontinuitetssaetningen for karakteristiske funktioner.
Fra reel analyse vides, at en folge (zx)r>1 1 R™ er konvergent, hvis og kun hvis

a) (zx)r>1 er begreenset, d.v.s. Ir > 0: (xg)p>1 C b(0,7),
b) L((zk)k>1) indeholder hgjst et punkt.

L((xg)g>1) betegner her meengden af limespunkter eller fortatningspunkter for
folgen (zg)k>1, d.v.s.

L((xk)g>1) :={z € R" |3 (ki);>1 delfolge : x, — x}

(teenk over dette) = {x € R™|b(x,r)N{xk |k > n} # 0 for alle r > 0 ogn > 1}.

I geengse matematiske termer udtrykkes dette ved at sige, at i R™ udstyret med
den Euklidiske metrik, er en maengde kompakt, hvis og kun hvis den er lukket og
begraenset. Kompakthed defineres nemlig generelt som fglger.

Definition. Lad (.5, d) betegne et metrisk rum. En delmaengde K C S siges at
veere kompakt, hvis L((xy)g>1) N K # 0 for enhver punktfolge (2 )p>1 1 K.
Definitionen viser umiddelbart, at enhver kompakt maengde er lukket, d.v.s. spe-
cielt en Borel maengde; og da kompakthed er defineret ved hjeelp af konvergens
af folger, er begrebet invariant under overgang mellem aekvivalente metrikker.

[ ethvert metrisk rum (S, d) gaelder nu flg. generalisation af ovenstaende:

En punktfolge (vi)i>1 © S er konvergent, hvis og kun hvis flg. punkter er opfyldte
a) (xp)g>1 C K, hvor K C S er kompakt,

b) L((x)k>1) indeholder hgjst et punkt.

Bevis. Antag zy — x. Da xzy, — x for enhver delfplge (k;);>1 er = det eneste
mulige limespunkt, d.v.s.b) geelder. Hvad angar a), er det nok at vise, at

K :={z}U{ay|k>1}

er kompakt. Lad derfor (yi)r>1 € K veere givet. Da zp — x er feellesmeengden
b(x,r)N{xg |k > 1} endelig for alle r > 0, og da

¢ L((yk)k>1) = Ir>0:b(z,r)N{ye| k> 1} =10,

ses at enten er x € L((yx)r>1), eller ogsa indeholder (yx)r>1 kun endelige mange
forskellige elementer. Men da det sidste medfgrer, at der findes et kg, sa at y, =
xy, for uendelig mange k og dermed xy, € L((yx)r>1), er 'kun hvis’-delen vist.
Antag a) og b) d.v.s.at L((x)g>1) indeholder preecist et punkt {z}. Vi vil nu
vise, at xp — x. Antag derfor at dette ikke geelder, d.v.s.

dr > 0 3 (ki);>1 delfolge : xy, ¢ b(x,r) for alle I > 1.

Da (zg,)i>1 € K har (xy,);>1 mindst et limespunkt . Men der ma geelde 7 = x
da L((xk,)i>1) C L((zx)k>1), hvilket er umuligt, da d(x,zy,) > r for alle { > 1. &
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Det er sjeldent let at afggre, om en given meengde er kompakt, men endelige
méaengder samt, som netop vist, meengder af formen {z, (z,)n>1}, hvor z, — z,
er altid kompakte. Endvidere bevares kompakthed under endelig forening og vil-
karlig gennemsnit, idet der i ethvert metrisk rum geelder

a) K; og Ky kompakte = K; U K, kompakt.

b) K; kompakte for alle i € I = N;c; K; kompakt.

Kompakte maengder er nomalt meget ‘sma’ maengder, men i R og mere generelt
i polske rum

- Et metrisk rum (.5, d) kaldes et polsk rum, hvis der findes en akvivalent metrik,
muligvis d selv, som er fuldsteendig og separabel -

findes der 'store’ kompakte meengder. Mere preaecist geelder:

) For ethvert Borel sandsynlighedsmal jn pa R™ geelder
Ve 3K C R" kompakt : u(K°¢) < e.
I') For ethvert Borel sandsynlighedsmal v pa et polsk rum (S, d) gelder

Ve 3K C S kompakt : pu(K€) < e.

Bevis for I). Da b(0, k) T R" for k — oo konvergerer pu(b(0,k)) T 1, og da b(0, k)
som naevnt er kompakt for alle &, folger I) umiddelbart. &

Den samme teknik kan ikke bruges for I’), da et generelt polsk rum ikke er en
teellelig og dermed en teellelig voksende foreningsmeaegde af kompakte maengder.
Men ved brug af en i polske rum gzeldende alternativ karakterisation af kompak-
thed kan I') dog vises. Beviset findes i afsnittet " Mal pa metriske rum”.

I) og I’) indikerer, at begrebet ’stramhed’, som vi nu vil indfgre, er et kompakt-
hedsbegreb for konvergens i fordeling for stokastiske funktioner med veerdier i
et givet polsk rum (S5, d). Men da vi i dette kursus kun skal betragte tilfecldet
S = R", vil jeg i det fglgende udelukkende koncentrere mig om dette tilfeelde.
Begrebets betydning og konsekvenser overfgres dog usendret til et vilkarligt polsk
rum, men ikke til de generelle endog ikke-separable metriske rum, som Hoffmann
arbejder med i sin bog.

Definition. En familie af sandsynlighedsmal {u; | i € I} pa (R", B(R")) siges at
veere stram (tight), hvis

Ve >0, 3K C R" kompakt :  sup p;(K¢) <€,
iel

og en familie af n-dimensionale stokastiske vektorer (X);cs siges at veere stram,
hvis meengden af fordelingsmal {Px_ |7 € I} udggr en stram familie, d.v.s. hvis

Ve >0, 3K C R" kompakt : sup P(X; ¢ K) <e.
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Set i lyset af den simple struktur af de kompakte maengder i R™ kan den sidste
betingelse sekvivalent formuleres som

Ve >0,37r>0: sup P(|X;] > ) <e

hvor ||z]|? ;= Y, 27 for alle z € R™. Markov’s ulighed sikrer nu flg. resultat.

Stramhed i R". Momentbetingelse. En familie (X,)ic; af n-dimensionale
stokastiske vektorer er stram, hvis

sup B[ | X;[|*] < oo for et a > 0.
I) viser, at enhver et-punktsmeengde og derfor enhver endelig familie af mal eller

stokastiske vektorer er stram. Denne observation betyder, at en folge (X;);>1 er
stram, hvis man kan vise, at

Ve >0, 3K C R" kompakt : limsup P(X; ¢ K) <e.
eller aekvivalent
Ve>0,3r>0: limsup P(||X;]| >7) <e

Dette udnyttes i flg. eekvivalente beskrivelse af stramhed.

Stramhed i R". En folge (X})r>1 af n-dimensionale stokastiske vektorer er
stram hwvis og kun hvis

Ve>0,3a>0: limkinfE[e_“'HXkHQ] >1—e

Bevis. Lad € > 0 vaere givet. Velg a > 0, sa at liminfy, Ele=®1X:°] > 1 — ¢/2.
Da z — 1 — e 9" er voksende pa R fas af Markov’s ulighed at

1 — Ele-olXl?
P(|X,|| > 1/va) = P(1 — e ®IXlP 5 1 — 1) < : le x }
—

for alle k > 1, og da 1 — e~ > 1/2 har vi derfor pr. antagelse, at

limsup P(| X4 > 1/v/a) <2(1 = (1= ¢/2)) = &,

hvilket, som naevnt, medfgrer stramhed. Kun-hvis delen overlades til leeseren. <&

Det naeste resultat viser, at stramhed er det kompakthedsbegreb for fordelings-
konvergens i R", som vi har antydet. Der galder et tilsvarende resultat i ethvert
polsk rum, men den generelle saetning, der er kendt under navnet Prokhorov’s
Saetning, er noget mere kompliceret.
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Helly-Bray’s Saetning.

Enhver stram folge (X;,)k>1 af n-dimensionale stokastiske vektorer har mindst et
limespunkt, d.v.s.der findes en delfolge (k;)i>1 og et Borel sandsynlighedsmal
pa R, sa at X;, = p.

En folge af n-dimensionale stokastiske vektorer (X;,)r>1 konvergerer i fordeling,
hvis og kun hvis den er stram og har precist et limespunkt.

Forste del vises kun i tilfeeldet n = 1. Tilfeeldet n > 1 klares pa 'neesten’ samme
made, men er dog mere kompliceret, bade hvad angar opskrivning og indhold.

Bevis. Lad for ethvert £ > 1 F} betegne fordelingsfunktionen for Xj;. Da meng-
den af rationale tal er teellelig, kan vi, da fordelingsfunktioner kun antager veerdier
i [0,1], ved successiv udtynding konstruere en delfplge (o(k))x>1, sa at

G(r) = lil?l Fo)(r) eksisterer for alle r € Q.

Definitionen viser umiddelbart, at for vilkarlige rationale tal r; < ry er
0 S G(T’l) S G(TQ) S 1,
og da stramhed af (Xj)g>1 1 R kan formuleres som

Ve>0,3r >0: sup Fp(—r) <€ og i%ka(r) >1—c¢
k

ses endvidere, at
lim G(r)=0 og lim G(r)=1.

r——00 00

Definer
F(z):= inf G(r) ze€R.

r>z, reQ

Simpel reel analyse viser, at F' er ikke-aftagende og hgjrekontinuert, samt at

lim F(z)=0 og lim F(z)=1.

r——00 r—00

Lebesgue-Stieltjes malet Ar hgrende til F' er derfor et sandsynlighedsmal, da

Ar(R) = lim Ap(] —r,r]) = im (F(r) — F(-r)) =1,

rT—00 r—00

og vi vil nu vise, at X, — Ap. Da F(z) = Ap(] — o0,z ]) for alle z € R, er det
ifplge formel (5.9.2) hertil nok at vise, at

F(z—) < limkinf Fx, . (x) <limsup Fy,, () < F(z) forallex € R.
k

Betragt # € R. For alle m > 1 og rationale tal r, sa at x — 1/m < r < x, har vi

F(x —1/m) < G(r) = lilgn Fo(r) < limkinf Fx, (@),
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og dermed F'(z—) = sup;, F'(z —1/m) < liminf; Fi_,, (z). Tilsvarende har vi for
alle rationale tal » > x, at

limsup Fx,_, (z) < lilin Fouy(r) =G(r)
k

og dermed den anden ulighed, da F'(z) = inf,~, e G(r) pr. definition.

Anden del vises i den generelle R"-situation. Antag at (X})r>1 konvergerer i
fordeling, og lad p betegne greensemalet. D.v.s. u er Borel sandsynlighedsmal pa
R", og X, = u. Enhver delfglge konvergerer derfor ogsa mod p, d.v.s. meengden
af limespunkter bestar udelukkende af p. Som vist i 5.3 har vi

lim P([| X4 = 7) = p(b(0, 7))

for ethvert r for hvilket wu(bd(b(0,7))) = 0, d.v.s.alle paner teellelig mange 7.
Men da pu(b(0,7)¢) kan gores sa lille som gnsket ved at vaelge r stor nok, geelder
derfor at
Ve >0,3r >0: limsup P(||X.]| >7r) <e,
k

d.v.s. (X})g>1 er stram. Lad nu omvendt p betegne det entydige limespunkt. Hvis
(X} )k>1 ikke konvergerer i fordeling mod f, findes der pr. definition af konvergens
i fordeling, en funktion f € bC(R™), et € > 0 og en delfplge (k;);>1, sa at

yE[f@kl)]—/fdu\ > e forallel > 1.

Men fglgen (X}, );>1 er igen stram, og det derfor eksisterende limespunkt ma ifglge
entydigheden vaere i, hvilket tydeligvis er umuligt i h.h.t. valget af (k;);>;. <

Korollar. En stram folge af n-dimensionale stokastiske vektorer (X, )i>1 kon-
vergerer i fordeling, hvis limy x, (t) eksisterer for alle t € R".

Bevis. Antag at p; og s er limespunkter, d.v.s.der findes delfolger (k(1));>1 og
(k(m))m>1, sa at
Xy = 1 08 Xymy — Mo

Da
t—cos(a-t) og t+ sin(a-t)

er kontinuerte og begraensede for ethvert a € R", betyder dette, at

[ =t (da) =tim o, (0) = lim o, () = Hmgx, (8) = [ €% pz(da)

for alle t € R", d.v.s. iy = pio. Ifglge Entydighedssaetningen for karakteristiske
funktioner er jy og ps derfor identiske, d.v.s., der er hgjst et og dermed pa grund
af stramhed praecist et limespunkt. &

Hovedsaetningen om fordelingskonvergens i R™ den sakaldte Kontinuitetssetning
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for karakteristiske funktioner, viser, at fordelingskonvergens i R™ er sekvivalent
med punktvis konvergens af de tilhgrende karakteristiske funktioner. Der geelder
nemlig flg.resultat.

Kontinuitetssaetningen for karakteristiske funktioner.

Lad (X )r>1 betegne n-dimensionale stokastiske vektorer, sa atlimy ox, () = ()
for allet € R™, hvor v : R™ — C er kontinuert i 0. Da er (X, )g>1 stram, og
der findes et Borel sandsynlighedsmal p pa R™, sa at X, — p. Endvidere er
v(t) = a(t) for allet € R™.

Bevis. Da den sidste pastand er umiddelbar, udestar kun implikationen
v kontinuert i 0 = (X},)g>1 stram.

Ifplge Kf1 er |y(t)] < v(0) = 1 for alle t € R". D.v.s.hvis Uy, ..., U, er uaf-
haengige N(0,2)-fordelte stokastiske variable og U := (Uy,...,U,), sikrer ~’s
kontinuitet i punktet 0, at der til et givent € findes et a > 0, sa at

|E[y(al)]| > 1-e,

thi for a,, — 0 konvergerer y(a,, U) mod v(0) = 1 P-n.o. domineret af 1. Men da
pu(t) = H wu,(ti) = H exp(—t7) = e I for alle ¢ € R",
i=1 i=1

fas af antagelserne, Lebesgue’s Seetning samt formel (4.18.4), d.v.s. Cf4, at

E[y(aU)] = lim Elpx, (aU)] = lim Elpy(a X,)] = lim E[ e IX,P),

D.v.s.liminf, E[fe"*1X:I°] > 1 — ¢, og (X} )s>1 er derfor stram. &

Korollar 1 Lad (X;)r>1 09 X betegne n-dimensionale stokastiske vektorer og
et Borel sandsynlighedsmal pa R"™. Da gelder

X=X e li]{,ngoék(z) = px(t) forallete R",
og tilsvarende

X, Su e liingoﬁk(t) = [(t) forallet e R".

Specielt ses at X, > X iR" & t-X, > t-X iR forallet € R

Bevis. Fgrste del er klar, da ¢x og [t er kontinuerte overalt specielt i 0. Anden
del ses ved at bemeerke, at ¢y (t) = ¢y (1) for enhver n-dimensional stokastisk
vektor Y og ethvert t € R™.
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Korollar 2 Lad X og (X;)r>1 samtY og (Y} )k>1 betegne h.h.v.n og m-dimensio-
nale stokastiske vektorer, sa at X, og Y, er uafhengige for alle k. Da gelder

Xy =X og YV, Y = (X,,Y,) = Px® Py.

Bevis. Da

P,y s) = ox, (1) @y, (8) —r—oo px(t) - Py (s)

for alle (¢,s) € R* x R™ = R"™™ og

(t,8) = px(t) - py(s)

er kontinuert, sikrer Kontinuitetsseetningen, at ((X,,,Y,,))n>1 konvergerer i for-
deling. Identifikationen af greensemalet fglger dernsest af Entydighedsssetningen,
da

(L,5) = ox(t) - ¢y (s)
ifslge Kf5 er den Fouriertransformerede for sandsynlighedsmalet Py ® Py. <
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Den Centrale Graensevaerdissetning.
Kontinuitetsseetningen er det ideelle vaerktgj til at undersgge flg. konvergenspro-
blem ofte omtalt som et CLT-problem (Central Limit Theorem).

Givet en folge af uatheengige stokastiske variable (X,,),>1 findes der da talfglger
(an)nZI g (07 OO) 0og (bn)nZl g R7 Sé at

Zk:l Xk - bn :} n

an
hvor u er et sandsynlighedsmal, som ikke er koncentreret i et punkt, d.v.s.ikke-
degenereret. Udtrykt ved hjeelp af Kontinuitetssaetningen er dette ackvivalent

med at spgrge om eksistensen af (a,),>1 C (0,00) og (bn)n>1 C R, sa at
lim ettrlan T ox, (t/an) —n ¥(t) tE€R,
k=1

hvor 1 er en karakteristisk funktion for ikke degenereret fordeling. Formuleret pa
denne sidste made, er det naturligt ogsa at lade ¢x, 'erne variere med n, d.v.s.i
stedet for at tage udgangspunkt i en folge af uathsengige stokastiske variable,
starter vi med et sakaldt uafhengigt trekantsskema (X, )1<j<n, d.v.s.

hvor X,,1, X2, ..., X,, er uathaengige for alle n. En folge af uathaengige variable
(Xn)n>1 giver trivielt anledning til et uatheengigt trekantsskema af flg. form
X1
X17 X2
X17 X27 9 Xn

Problemet er nu om der findes konstanter (a,),>1 C (0,00) og (b,)n>1 € R eller
retterere (Mmpx)1<k<n € R sa at

ZZ:l Xnk - ZZ::[ Mk o ZZ:l (Xnk - mnk)

an an
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konvergerer i fordeling mod en ikke degeneret fordeling, eller skvivalent om

n

I oxsmmne(t/n) = ern(=2- 3= ma) - [T ew/an) = 010

k=1 n k=1
for alle t € R, hvor 1 er en karakteristisk funktion for ikke degenereret fordeling.

For at udelukke at et enkelt led i summen er alt dominerende, restrikterer man
sig normalt til situationer, hvor den sakaldte Uan-betingelse, d.v.s.

lim sup P(| Xyk — Mk |/a, > €) =0 for alle € > 0,

" 1<k<n

er opfyldt. Uan-betingelsen har den effekt, at kun bestemte typer fordelinger
kan fremkomme som graenseveerdi pa ovennaevnte made. F.eks. poisson og nor-
male fordelinger, men derimod f.eks. ikke binomial og uniforme fordelinger. Helt
praecist er de eneste mulige graensefordelinger under uan-betingelsen de sakaldte
uendelig delelige fordelinger (se Hoffmann sektion 5.28).
De historisk vigtigste resultater er de normale CLT, d.v.s. udsagn som sikrer, at
greensefordelingen eksisterer og er en normal fordeling. Vi skal udelukkende be-
skeeftige os med denne type, idet vi skal omtale tre normale CLT-resultater samt
diskutere deres indbyrdes relationer. Udgangspunktet er i alle tre situationer
et uafheengigt trekantsskema, hvor de indgaende variable alle har endeligt andet
moment, og konstanterne veelges i h.h.t.

Mk = E[Xn] 1<k<n og a,:= \IZ Var(Xu,) n>1.
k=1

[ stedet for a, benyttes betegnelsen s, d.v.s. s2 =37_, Var(X,z) n > 1.

CLT 1 Den Centrale Graensevaerdisaetning, klassisk udgave.
Lad (X,,)n>1 betegne en iid-folge, hvor den falles fordeling har endelig middel-
veerdi 1 og varians o® > 0. Da konvergerer
1 & ~
> (X — ) S N0, 1).

=1

U, =

no?

:

Bevis. Lad ¢ betegne den karakteristiske funktion for X; — . Regnereglerne for
karakteristiske funktioner viser, at for allet € R ogn > 1 er

QOUn<t) = gp(t/\/m)" — (1 _ n(l - @(i/ﬁ)))

Men da E[X; — pu] = 0 og Var(X, — pu) = o fas af et vist Taylorudviklings
resultat for karakteristiske funktioner, at

n

SOUn(t) —7n—00 e_t2/2 teR

og dermed ifglge Kontinuitetssaetningen det gnskede resultat. O
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CLT 2 Lyapounov’s Satning.
Lad {X,; |1 < j < n} betegne et uafhaengigt trekantsskema, sa at X,; 'erne har
endelig forste og andet moment. St

tnj = E1 X1, afbj =Var(X,;) og s,:= \/le +--+02,

forn > 1 og antag, at s, > 0 for alle n. Hvis Lyapounov’s betingelse er opfyldt,
d.v.s. hvis

dJa>2: hm—ZE T
n—oo g&
n j=1
konvergerer
1 & ~
U, = . > (X — png) = N(0,1).
noj=1

Lyapounov’s betingelse er specielt opfyldt, hvis s, —,_ 00 0og X,; — p,; erne
er uniformt begraensede af en konstant M. For i denne situation geelder

1 & i M
n j:l n ‘7 n

I beviset kan vi uden tab af generalitet antage, at Lyapounov’s betingelse er
opfyldt for et « i intervallet |2,3]. Thi betragt for givet n > 1 produktrummet
Q x E,, hvor E, := {1,...,n}, udstyret med produkt o-algebraen F x 2Fn.
Definer

2

] AeF x2b

n]

ZE 1A 7]
7j=1

hvor Z,,; := X,; — p,; for alle n og j. p, er da et sandsynlighedsmal, og ifglge
korollaret til Jensen’s ulighed geelder derfor for ethvert 6 > 1, at

1 n n Zn Zn 2
= Y ElZl = B2 22 1= [ fdu,
n j=1 J=1 n n
1/5 1/6
n Zn 0 Zn 2 1 n
<(/f5d#n)1/5§ (ZE[ ?j : 57] ]) = TZ ’Znﬂﬂé) ;
hvor
D .
flw,j) = 10 for alle (w,j) € Q x E,,.
Sn
Bevis for Lyapounov’s Seetning. Ifslge Jensen’s ulighed er
2/
_n Ty _ o
s % = s P ) )< SR )
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d.v.s. Lyapounov’s betingelse sikrer, at max;<;<y aflj/s?l — 0 for n — o0, og da
E[(X,; — tnj)/sn] = 0 fas af tilleegget til formel (4.18.7), at

t*o o Bl Xnj = pini|*]
’SO(an_Nn]')/S'rL(t) - 1 + 5 S | < ‘t| ¢ ¢ .

n

«
STL

Ifplge et simpelt induktionsargument gaelder for ethvert saet af komplekse tal
ai,...,a, og by, ..., b, med leengde hgjst 1, at

n n n
| TLa; =TT 05l <D la; — by,
j=1 j=1 j=1

og benyttes dette for givet t og n sa stor, at * - max; <<, o> /s < 1, fas at

n 2 0.2' n n t2
) —J[(1—= )| = ; — -
| QDUn( ) ‘71_‘[1( 9 S% | | ]]T[l gp(Xng ~Hnj )/ n ];[ 2 82
S t* o, o -~ BlXnj — pins|°]
S Z | @(an_unj)/5n< ) 1 + 5 j | < |t| Z ]Sa ’ :
j=1 n j=1 n

D.v.s. Lyapounov’s betingelse viser, at

L t20'2 2
1 1] — — M) — o t7/2
l,gnjlle( 2 52

for ethvert t. Ved brug af logaritmefunktionen ses, at dette er sekvivalent med

t2 2 n t2 9 t2 0-2.
: TS 2/ T = 1 Iy T 0
Zog 25 z::<0g 2sn)+2si o
hvilket folger af uligheden
1
| log(1 —x) + 2| <22 for |z| < o
da
(T Onj = Onj _ 1t on;
LGl STy L Ty et ©
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CLT 3 Lindeberg’s Satning.
Lad {X,; |1 < j < n} betegne et uafhaengigt trekantsskema, sa at X,; 'erne har
endelig forste og andet moment. St

fng = E[Xo), 0% = Var(X,;) og sn =02 + -+ 02,

forn > 1 og antag, at s, > 0 for alle n. Hvis Lindeberg’s betingelse er opfyldt,
d.v.s. hvis

lim s;2 Z/ (Xoj — finj)?dP =0 for alle € > 0
n—00 {|Xnj—tnj|>esn}
konvergerer
1 & ~
Un = ; Z(an — ,LLnj) — N(O, 1)
noj=1

Bevis. Ifglge Kontinuitetssaetningen er det nok at vise, at for ethvert ¢ € R
geelder

n

)
o0, (t) = ] 03, (8) —ne €272,

j=1

hvor an = (Xpj — ftnj)/sn. Lad t € R veere givet. Ved at bruge en allerede be-
nyttet vurdering af afstanden mellem to produkter af komplekse tal, hvis faktorer
har leengde hejst 1, fas, da Y7_, E[X,] = 1 for alle n, at

42 - D2 ke - _2 pige
v, (8) — e = | Tl g, () = [T e =750 < 3 [ (1) — e = PN,
Jj=1 j=1 j=1
Uligheden |e™* — 1 + z| < 2% for > 0 viser, at for alle j og n er

_2 g t? c t* X :
o, (0= < o =1+ G EIRE) (521
d.v.s.

o, (8) — e <D g ( )—1+f BIRZ] |+ 5 ZE

J=1

og vi skal derfor blot vise, at de to summer konvergerer mod 0 hver for sig.
Hvad angar den sidste, har vi da 37, E[X;] = 1, at for ethvert e > 0 og n > 1
er

JZ::I Wl < max B[R] < e +;E[ miv 1 Xngl > €,
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hvilket sammen med Lindeberg’s betingelse viser den gnskede konvergens.
I forbindelse med den fgrste sum benyttes uligheden

[e¥ —1—ay+y*/2[ <y’ AyP/6 yeR.
Da an’erne har middelveerdi 0, fas heraf for alle 1 < j <n oge > 0, at

px,, (1) = 1+ /2 BIX2]| = |El"™ — 1 —itX,; +2/2- X2]|

<t3/6 - E[| X0, |Xoj| < €] + 8- E[X2, [ X0y] > €]
<e-t°/6- E[f(gj] +12- B[X? > | X5] > €,
d.v.s
| ZE[ez‘tfcnj —1+t3/2-X2]| <e- t3/6+ZE 2 | Xl > e,
j=1 j=1

hvilket igen via Lindeberg’s betingelse viser den gnskede konvergens. D.v.s.

2 ~
lou, (t) — ”2|<Z|so 5, —1+5 E[X2]| =m0,

og Lindeberg’s Seetning er dermed vist. <&

Lyapounov’s betingelse medforer Lindeberg’s betingelse.
Bevis. Lad € > 0 veere givet. For alle 1 < j < n og a > 2 har vi, at
-2

2
Sh

/ (X<—,uz)2dP:/ Mdp
(Xnj—tinsl>esn} " {W> }

Xn'_ n'a
< Eg—a/wdp <5, B[ Xy — tngl?],

og dermed for alle e >0, n>1o0g a > 2

5.2 z W) (Xns = png)* AP < 75,0 57 Bl Xy = pog*]. ©
j=1

|Xn] Hnj ‘>€Sn}

Lindeberg’s betingelse er opfyldt i vid-tilfeldet

Lad u og 02 > 0 betegne den fzelles middelveerdi og varians. Da s? = n - o? fas
dermed for ethvert e > 0

s;2 Z/ (Xnj — ing)? dP = 0_2/ (X1 — p)*dP,

{1 Xnj—panl >esn} {1X1—p|>Vi-eo}

som ifglge Lebesgue’s Setning konvergerer mod 0 for n — oo. <&
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Regnereglerne for konvergens i fordeling viser, at for stokastiske variable (X, )n>1
og (Y,)n>1 geelder

X, = N(0,0%) og Y, —0 ss. = X, +Y, > N(0,0%

for ethvert o € [0,00). Denne ide kan ved at opsplitte givne variable i en lille’
og en 'stor’ del udnyttes til at bevise normale CLT-seetninger under svagere in-
tegrabilitetsbetingelser end ovenfor anvendt. Opsplitningen sker ofte ved hjalp
af en Borel funktion ¢ : R — R, idet vi skriver

Xnj = q(Xpg) + (Xnj — a(Xnj)),

hvor fgrste del spiller rollen som den ’lille’ del og den anden den ’store’ del. Et
eksempel pa et sadant resultat er fglgende.

CLT 4 En normal CLT-satning uden eksistens af momenter.
Lad {X,;|1 < j < n} betegne et uafhengigt trekantsskema og ¢ : R — R en
Borel funktion, sd at my; = Elq(Xy,)] og 0o, = Var(q(X,;)) eksisterer og er
endelige for alle 1 < j < n. Antag endvidere at
i)

Jim 3oy =0 og Jim 3% = ot

i)
.z —q(z)
¢(0) = 0 = lim Q2
iii)
JLHQO(Z/M 156} an)Q)dP> =0 Ve>0

for et 0 < 0% < o0o. Da konvergerer

Bevis. For ethvert n er

Zi: nj — Manj) Z(an Zi: — Myj),

7j=1
og ifglge de ovenstaende bemaerkninger er det derfor nok at vise
A) X1 (a(Xng) —my;) = N(0,02).
B) >" (X, — ¢(X,;)) — 0 i sandsynlighed.

7j=1
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Vi viser forst A). Hvis 02 = 0 ses, at

E[(Xn:(Q(an) Maj)) Z o2 — 0,

.
—

i‘l(Q(an) —mp;) — 0 i L*(P)

og derfor ogsa konvergens i fordeling mod §y = N(0,0). Hvis derimod o2 > 0,

skriver vi for n sa stor at s} = 37, 07, > 0,
n s, 1 n
Z(Q(an) M) :U'i'iz(q(an)_mnj)a
j=1 g Sn i

hvoraf A) fglger, hvis
1 & N
— > (g(Xnj) —mny) = N(O,1).

Sn 21

Dette vises ved at eftervise, at det uatheengige trekantsskema {q(X,;)}1<j<n 0p-
fylder Lindeberg’s betingelse holder. Lad € > 0 veere givet. Da

2 Z/{q Y. (Q(an) mn])2 dpP

n j=1 §)—Mnj|>€sn}

22/ q(Xnj) dP—i-me

nj 1 |Q(an mnj|>5'57l} nj 1

er det ifglge 1) nok at vise, at

lim / q(X,;)*dP = 0.
H’%Z::l {la(Xnj)=mnj|>e02/2} ’
Men for n stor og dermed ifglge i) sup,<;<,, [my;| lille er for alle 1 < j <n

{la(Xnj) = ms| > € 0% /2} € {la(Xoj)| > € 0% /4} C {|X0s] > €},

hvor € > 0 er valgt i h.h.t.ii), s& at |¢(z)] > €-0%/4 = |z| > €. Pastanden og
dermed A) fglger nu umiddelbart af iii).

Hvad angar B) skrives for alle € > 0 og alle n

im —q(Xnj)) = Xn:(an —q(Xnj)) - 1x,0<aq + zn:(an —q(Xnj)) - 1{x,5>0)

j=1 j=1 j=1
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Da lim,, P(|X,;| > €) = 0 for ethvert e > 0 ifglge iii) konvergerer
Z(an — q(Xnj)) - 1{x,,|>¢} —n—oo 0 1 sandsynlighed,

for ethvert ¢ > 0. Et argument baseret pa trekantsuligheden i en metrik, der
svarer til konvergens i sandsynlighed, sikrer derfor, at det er nok at vise, at

limsup B[ | Y (Xn; — ¢(Xn))) - L{x,<e] — 0 for e — 0.

J=1

For € > 0 sa lille, at |g(x) > |z|/2 for 0 < |z| < € (her benyttes ii)) geelder nu

“ n Xn —q Xn‘
1D (X — a(Xng)) - Lgxosi<a] <D0 [X0s — 2(Xoy)| - q(Xnj)?  Locixn 1<}

j=1 j=1 Q(an)Q
< M€Zq(an)2 Li0<|x,,/<y hvor M := sup w
j=1 B o<lel<e ()
D.v.s. for alle n er .
Bl Y (Xnj — a(Xn)) - Lix,1<a]
j=1
domineret af . .
M- Elq(Xn)) ZU +my,
=1 =1
som ifglge i) konvergerer mod M, - ¢% for n — oco. Men da
_ — 2 —
wp TN el e g
0<]z|<e q(iﬂ) 0<|z|<e z Q(Zlf) 0<|z|<e x
konvergerer M, mod 0 for € — 0, hvilket viser B) og dermed setningen. <
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Betingede middelvaerdier.

Som optakt til emnet betingede middelveerdier vender vi kort tilbage til begre-
bet o-algebraer. Allerede ved introduktionen af et sandsynlighedsfelt (2, F, P),
omtaltes elementerne i haendelsessystemet F, som de maengder vi var interesse-
ret i og derfor 'kendte’. Dette synspunkt er udgangspunktet for den made, vi
i det folgende skal betragte o-algebraer eller rettere del o-algebraer i et givent
maleligt rum (€2, F). Pr.definition er en del o-algebra B i F en o-algebra i €,
hvis elementer alle er ligger i F, d.v.s. B C F. En sadan del o-algebra B tenkes
at modellere en informationsmengde i den forstand, at elementerne i B er de
mengder, vi kender, d.v.s. vi kan afggre, om de indtreaeffer eller ej; og en variabel
X siges derfor at vaere observerbar pa baggrund af informationsmaengden B, hvis
den er B-malelig. Stabilitetskravene til en o-algebra passer godt til informations-
synspunktet, thi kender vi en heendelse A, sa kender vi jo ogsa A¢, og kender
vi A; for ethvert 7, sa er det neerliggende at sige, at vi ogsa kender |2, A;, thi
denne indtreeffer jo preecist, hvis mindst en af A;’erne indtraeffer. I dette ’infor-
mationssprog’ opfattes o-algebraen {(), 2} som svarende til ingen information i
modsetning til F, som tolkes som fuld information.

Ofte vil informationsmaengden veere givet ved, at vi kender veerdierne af en eller
flere stokastiske variable X, ..., X,,, d.v.s. vi kan afggre, om haendelserne

{(Xy,...,X,) e A} AeBR")

indtreeffer eller ej. Dette svarer til, at informationsmaengden er o-algebraen frem-
bragt at X;’erne, d.v.s.o(Xi,...,X,). Denne er klart en del o-algebra i F, da
X,’erne er stokastiske variable. Dens stgrrelsen afthasenger af, hvor komplicere-
de Xi,...,X, er, og som vist i Faktoriseringsseetningen (se Ovelse 8 eller sek-
tion 6.4), er enhver variabel, som er kendt pa basis af denne information, d.v.s.
o(Xi,...,X,)-malelig, en funktion af (X1,...,X,), og dermed pa formen

©(X1,...,X,) hvor ¢ : R" — R er Borel malelig.

Begrebet betinget middelveerdi af en variabel X indfgres nu som en formalisering
af det "bedste skgn’ over X pa basis af en given informationsmaengde B. Antag
forst at B er pa formen o(Ay, ..., A,), hvor Ay, ..., A, udger en malelig partition
af ), d.v.s. A;’erne ligger i F, er parvis disjunkte og udfylder €2. Da enhver reel
B-malelig variabel er pa formen >, o; - 14,, er angivelsen af det bedste skgn over
en variabel X givet B derfor sckvivalent med en beregningsformel for «;’erne. En
sadan beregningsformel afhsenger naturligvis helt af, hvordan vendingen ’bedste
skon’ tolkes, men i forlengelse af forstaelsen af begrebet middelveerdi som en
form for midling af veerdierne forekommer det neerliggende at vedtage, at «;’erne
skal bestemmes ved formlen

1
oX = A /AiXdP hvis P(A;) > 0, og a¥ :=0 ellers.
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Den foreslaede beregningsformel kraever en vis integrabilitet af X, og vi vil her
ngjes med at betragte variable X i L'(P), thi i sa fald er 3; a; - 14, en vel
defineret B-malelig variabel, der igen ligger i L'(P) og opfylder (husk at ethvert
A € B er en foreningsmaengde af visse af A;’erne)

/XdP:/ZaZX-lAidP for alle A € B.
A A5

Dette giver nu anledning til flg. generelle eksistensspgrgsmal:

Givet en del o-algebra B og en variabel X € L'(P) findes der da en variabel Xz
i LY(P,B) :={Y € L'(P)|Y er B malelig}, som opfylder

/XdP:/XBdP for alle A € B,
A A

og i hvor hgj grad er en sadan entydigt bestemt ?
Det sidste er det letteste, for hvis Xz og Xp er to elementer i L'(P, B), der begge
opfylder integralbetingelsen, sa er {Xp # XB} ifolge Proposition 5 en P-nul-
meaengde, d.v.s.

XB = XB P-n.o.

Denne entydighed op til P-nulmaengder betyder, at det har mening at bruge nota-
tionen F[X |B] om enhver variabel, der opfylder ovenstaende krav, og at kalde
den en betinget middelverd: af X givet B. D.v.s.en betinget middelveerdi af en
variabel X er observerbar m.h.t. den betragtede informations o-algebra, og dens
integral m.h.t. P over ethvert element i informationsmeaengden er lig integralet af
X over den samme maengde.

For at vise eksistensen vil vi forst studere kvadratisk integrable variable. Da
underrummet L%(P,B) i L?*(P) er lukket under konvergens i kvadratisk middel,
findes der ifglge Projektionssaetningen til ethvert X € L?(P) et PgX € L*(P,B),
sa at

X — PgX € L*(P,B)*;
ogdaly e L*(P,B) for alle A € Ber X — PsX og 1,4 derfor orthogonale for alle
Ae B, dvs.

/XdP:/XBdP for alle A € B.
A A

PsX opfylder altsa de krav, der stilles til en betinget middelveerdi, og der geelder
yderligere flg. lemma.

Lemma BM 1 For alle X, Y € L*(P) er

PgX — PgY = Pg(X —Y) P-no. og E[|PsX|] < E[|X]].
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Bevis. Fgrste del fglger umiddelbart af, at L?(P,B)* er stabil under addition.
Hvad angéar anden del defineres for et vilkarligt X i L?(P) A, = {PsX > 0}.
D.v.s. AL og AS ligger i B, og der geelder derfor

E[|PsX]|] :/A PaXdP— [ PaXdP =
+ +

/XdP—/ XdPg/ |X|dP—/ IX|dP = E[|X]]. ©
A Ac Al A

Eksistensen af den betingede middelveerdi for variable i L'(P) er nu let.

Thi veelg for et X € L'(P) en folge (X,,),>1 C L*(P), sa at X,, — X i L'(P).
X, = X - 1y x|<n) for n > 1 kan f.eks. bruges. Da

E[| E[Xn|B] = E[Xy | B]|] = E[| E[Xy — X | B]|] < E[| Xy = Xo|]

ifolge Lemma 17, udger (E[X,, | B]),>1 en Cauchy-folge i L'(P, B), og den kon-
vergerer derfor i P-middel mod et element Xp i L'(P,B). Denne graeenseveerdi er
en betinget middelveerdi af X givet B, thi benyttes implikationen

Z — 71 LNP) = / anp—>/ ZdP foralle Ae F
A A
pa folgerne (X,,)n>1 0g (E[X,, | B])n>1 og heendelser A € B fas
/XdP:hm/ XndP:lim/ E[Xn|8]dP:/XBdP.
A noJA noJA A

Eksistens og entydighed af betingede middelveerdier er hermed vist, d.v.s.
Proposition Bm 1 For enhver del o-algebra B i+ F findes der til ethvert X €
LY(P) et element E[X |B] € L'(P,B), sd at
/ XdP:/ E[X|B]dP for alle A € B,
A A

og E[X |B] er entydigt bestemt P-n.o. D.v.s.op til P-nulmengder findes der
netop en variabel Y, som opfylder

a) Y er B-malelig og integrabel.
b) E[X, Al = E[Y, A] for alle A € B.
Vi vil nu for en vilkarlig del o-algebra B i F neermere studere afbildningen

LY(P) 5 X — E[X|B] € L'(P,B).

Afbildningen, der kaldes betinget middelverdi dannelse m.h.t. B, har en rackke
vigtige egenskaber, hvoraf de fleste er angivet nedenfor. Sektionerne 6.8,6.9 og
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6.10 indeholder endnu flere, men de er alle simple konsekvenser af de nedensta-
ende. Det er dog veerd at understrege, at Hoffmann betragter variable i L(P),
hvor vi her kun ser pa elementer i L'(P). Men igen er udvidelsen ikke vanskelig.

Betinget middelvaerdi dannelse bevarer middelveerdi og er lineser og voksende (el-
ler rettere P-lineeer og P-voksende), d.v.s.for X,Y € L'(P) og a € R geelder

BmO E[E[X |B]] = E[X].
Bml EX+Y|B|=E[X|B]+E]Y|B] og ElaX|B]|=a-E[X|B] P-n.o.
Bm2 P(X >Y)=1= P(E[X|B]>E[Y|B]) =1 og tilsvarende med >.
Bevis. Antag P(X >Y) = 1. For alle A € Ber
/E[X|B]dP:/XdP2/YdP:/E[Y|B]dP,

A A A A

hvorefter P(E[X |B| > E[Y | B]) =1 folger af Proposition 5. Betragtes specielt
A={E[X|B|=E]Y|B]}eB

er de to yderpunkter ens. Men under antagelsen P(X > Y) = 1 har vi for alle
B e F, at

| xap= [ yap = P(B) =0

B B

Dvs.P(X>Y)=1= PEX|B]>E[Y|B]) =1 &
Endvidere bevarer afbildningen "konstanter’ idet

Bm3 X =c¢ P-no.= E[X|B]=c P-n.o. for ethvert c € R.

Kombineres Bm 2 og 3 fas for X € L'(P):

Bm4 P(X €l)=1= P(E[X|B]e€l)=1for ethvert interval I C R.

Bevis. Antag f.eks. I = [a,b] de gvrige intervaltyper gar analogt. Ved brug af
Bm?2 og 3 har vi

PXel)=1= PX<bh=PX>a)=1=
PEX|B]<b)=P(E[X|B]>a)=1= PE[X|B]€][a,b))=1. <
Bm 2 og 4 sikrer flg. variant af Jensen’s ulighed for betingede middelveerdier.

Bm 5 Lad ¢ : R — R vere en Borel funktion, som er konveks pa et abent interval
I CR. Lad X € LY(P) veere givet, sa at P(X € I) =1 og p(X) € L'(P), da er

p(E[X|B]) < Elp(X)[B] P-n.o.

Bevis. Da ¢ er konveks pa det abne interval I, eksisterer der, som vist i appen-
diks A, en folge (,),>1 af affine funktioner, sa at

I, <@ pal og (x)=supl,(x) for alle z € I,
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d.v.s.specielt p(X) =1,(X) P—n.o.for allen >1,da P(X € I) = 1. Da Np er
stabil under teellelig forening, geelder derfor ifplge Bm 1,2 og 3, at

Elp(X)|B] = sup Ell,(X)|B] = sup L(E[X|B)) Pn.o.

Men ifplge Bm4 er P(E[X |B] € I) =1 og dermed

sup IL(EX|B])=¢E[X]|B]) Pmno. <

Bruges Bm 5 pa funktionerne x +— |z|P for p > 1 fas
E[X|B] € LP(P) hvis X € LP(P) og ||E[X|B]|, < | X], d.vs.
Bm6 X — E[X|B] er en lineeer kontraktion i LP(P) for ethvert p > 1.

Bm 2 og 6 medfgrer flg. konvergensresultater for variable (X,,),>1 og X i L'(P).

Bm7X,1 ()X Pno= E[X,|B]|1(]l)E[X]|B] Pn.o.ogi P-middel.

Bevis. Antag X,, T X P-n.o. og dermed X,, — X i P-middel. Af Bm 2 fas derfor
P-n.o.
E[X, |B] T swp E[X, | B] < E[X | B],

d.v.s.specielt at F[X,, |B| — sup,, E[X,, |B]i P-middel. Men ifglge Bm 6 kon-
vergerer E[X,, | B] — E[X | B] i P-middel, d.v.s.

sup E[X,, |B]|=E[X|B] P-no. <
Bm 8 Hvis X,, > 0 og X <liminf, X,, P-n.o., er
EX|B] < limninfE[Xn |B] P-n.o.

Specielt Elliminf, X, | B] < liminf, F[X,, | B] P-n.o.hvis liminf, X,, € L'(P).
Bevis. Definer Y,, := infy>,, Xj for n > 1. Da

XANY,TXA limninf X, =X P-no. og Y,, XA\Y, € L'(P) for alle n,
fas af Bm2 og 7, at
E[X|B] = sng[X/\YMB] < sng[YMB}
< SUp ’1121£E[Xk |B| = limninfE[Xn |B] P-n.o. <
Bm9 Hvis X,, - X P-n.o.og |X,| <Y P-n.o.foret Y € L'(P) konvergerer
E[X,|B] — E[X|B] P-n.o.ogi P-middel.
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Bevis. Da X,, — X i P-middel fglger middel konvergensen af Bm 6, og konver-
gensen P-n.o.fas ved at bruge Bm8 pa folgerne (Y — X,,)n>1 0g (Y + X,)n>1-
Detaljerne overlades til laeseren. &

De to neeste resultater viser, at B-malelige variable behandles som ’konstanter’.

Bm10 E[U|B]| = U P-n.o.for ethvert U € L'(P,B); og for X € L'(P) og
B-malelige variable U; og Us geelder

PU<X<Uy)=1= PUL<E[X|B]<U;)=1.
Bevis. Fgrste er del er umiddelbar og overlades til laeseren. Da
P(XAn<UyAn)=1 og |[UyAn|<n+|X|€ L'P)
for ethvert n > 1 fas af Bm 2, at
EXAn|B) < E[UyAn|B=Us;An<U, P-n.o.

Lader vi nu n — oo fas ved brug af Bm7, at P(E[X |B] < U;) = 1. Den anden
halvdel fglger tilsvarende. &

Bm11 E[U-X |B]=U-E[X |B] P-n.o., for U B-maleligog X, U-X € L'(P).

Bevis. Da U - X € L'(P) medfgrer, at U* - X* alle ligger i L'(P), sikrer linea-
riteten, at det er nok at betragte ikke-negative U og X, og da malelighedsbetin-
gelserne klart er opfyldte, udestar blot at vise, at

/U-E[X|B]dP:/ U-XdP for alle B € B.
B B

Men dette fglger ved brug af Standardbeviset ved forst at antage, at U er en
indikatorfunktion, dernaest en simpel funktion, hvorefter man gar til greensen ved
hjeelp af Monoton konvergens. Detaljerne overlades til laeseren. &

De naeste fire egenskaber er af en lidt anden natur. De tre fgrste omhandler be-
tingning med uathaengig information, og den sidste er reglen om successiv beting-
ning. X betegner her et vilkarligt element i L'(P) og B; endnu en del o-algebra
i F. Bemerk at Bm 12 er et specialtilfaelde af Bm 13.

X |B] = E[X] P-n.o. hvis X og B er uathengige.
X|o(BUB;)| = E[X|B] P-n.o. hvis (X, B) og By er uathengige.

Bm12 F]
Bm13 E|
Bm 14 E[H(X,Y)|B] = H(Y) P-n.o. hvis X og B er uafhangige og Y € M(B)
og H(y) := E[H(X,y)], hvor H : R> — R er begranset og Borel malelig.
Bm15 E[E[X |B]|Bi] = E[X |B;] P-n.o. hvis B; C B.

Bevis. Bm 12 og 15 overlades til leeseren. I Bm 14 viser et linearitetsargument, at
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det er nok at se pa ikke-negative H. Da maleligheden og integrabiliteten fglger
af Tonelli’s seetning, mangler vi kun at vise, at for givet B € B er

/A H(Y)dP = /A H(X,Y)dP.

Men lader vi Z betegne den stokastiske variabel 14 fas ved gentagen brug af den
lille transformationssaetning og Tonelli’s saetning, at

/Aﬁ(y) dP:/ﬁI(Y).1AdP:/ﬁl(y)-zpy,Z(dydz)

— [{[ H(@.p) - = Px(d2)} Py (dy dz) = [ H(z,y) - = Px & Py (da dyd2)
. / H(z,y) - 2 Pixy.z(de dy dz) = / H(X,Y)-1,4dP = /A H(X,Y)dP

Hvad angar Bm 13, viser et nyt linearitetsargument, at vi kan og vil antage, at X
er ikke-negativ. Da bade maleligheden og integrabiliteten igen er oplagt, mangler
vi kun at vise, at

/XdP:/ E[X|B]dP for alle C € o(BUB)).
C C

Men da begge sider definerer et endeligt mal pa o(B U B;) med samme masse
E[X], behgver vi kun at vise ligheden for C' af formen AN B, hvor A € B og
B € By, thi maengden af disse er stabil under endelig gennemsnit og frembringer
o(BUB;). Men for A € B og B € B; gelder ifglge den antagede uafhaengighed,
at

/AQBE[X|B]dP:/E[X|B]~1A-1BdP:P(B)/E[X|B]-1AdP

:P(B)/X-lAdP:/X-lA-leP: XdP. ©
ANB

Som det fremgar af Bm4 og 6 afbilder enhver betinget middelveerdi meengder af
formen

(X € LNP)|P(IX| < M) =1} og {X € L'(P)| E[|X|] < M} hvor 0 < M < oo

ind i sig selv. Ovelse 17 medfarer derfor flg. vigtige egenskab, hvor (B,,),>1 er del
o-algebraer i £ og H en delmaengde af L'(P).

Bm 16 H uniformt integrabel= { E[X |B,]|| X € H, n > 1} unif. integrabel.
Tilfeeldet hvor H bestar af en enkelt variabel, er specielt vigtigt, d.v.s.
Bm 16’ { F[X |B,]|n > 1} er uniformt integrabel for alle X € L*(P).
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Bevis. Lad X € L!(P) veere givet. Da {|E[X |B,]| > K} € B, for alle n og K
fas af regnereglerne for betingede middelveerdier, at

/ E[X|B,]|dP < [ EI|X||B.] dP
(B |B.2K) (B 1B, ][2K)
- IX|dP < / 1X|dP
(B | B, 2K (BLIX B4 12K

hvilket giver det gnskede, da {|X|} er uniformt integrabel og
PRE[X]B.] =2 K}) < E[E[|X][ B, ]I/ K < E[|X[]/ K = k00 0. ©

Bemeerk at Bm 16 kunne veere vist pa samme made.

Lad os til slut se lidt nsermere pa tilfeeldet, hvor B = o(Y') for en malelig variabel
Y med veerdier i et maleligt rum (E,E). Her skrives normalt E[-|Y] i stedet
for E[-|o(Y)]. Ifglge faktoriseringssaetningen findes der til ethvert X i L'(P) en
funktion ¢ € M(E), generelt aftheengig af bade X, Y og P, sa at

EX Y] = o(Y),

og da
/wdpyz/ SO(YMPZ/ XdP:/a;-lB(y)P(x,m(dxdy)
B {yeB} {YeB}

for alle B € &£, ses dels, at ¢ er entydigt bestemt Py-n.o., samt at der geelder

Bm 17 Lad X og Z betegne elementer i L'(P), sa at (X,Y) ~ (Z,Y) og ¢ et
element i M(&). Da er

EX|Y]=¢(Y) Pmno. < EZ|Y]=¢ ) P-no.

Men hvordan bestemmer man et ¢, der passer til et givent X € L'(P)? Pro-
blemet behandles i sektion 6.11, som blandt andet indeholder flg. resultat.

Bm 18 Lad (X,Y) betegne en absolut kontinuert 2-dimensional stokastisk vektor
med teethed (z,y) — f(x,y) m.h.t. det plane Lebesgue mal. Definer

foly) == /Rf(uyy) du og fxy(zly) = JCJE;E(;/?;) “1¢ps0y(y) for z,y € R

Da geelder for enhver begraenset Borel funktion ¢ : R? — R, at

EU(X.Y)|Y] = $(¥) Pao., hvor $(y) = | v(r,9) fxpy(ely)de y € R.
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Da f; er en taethed for Y, er Py(fs > 0) = 1. Resultatet geelder uzendret
for ubegreensede v, hvis blot E[|[¢(X,Y)|] < oo, dog skal ¢(y) saettes lig 0 pa
maengden

(e R| [ fila.y)|- fr(ely) do = oo},

Denne er igen en Py-nulmaengde, idet

LA 1@yl fa(aly) do} Pe(dy) = [ ([ 106 9)] fr(aly) do} fa(y) dy

= [ @)l Lo W) - flay) deydy = [ [0(z.y)| Py (do dy)
= E[[$(X,Y)] < oo.

En anden situation, hvor problemet umiddelbart lader sig lgse, er flg. Beviset
overlades til laeseren.

Bm 19 Lad Y betegne en diskret stokastisk variabel, og lad (y,)n,>1 veere en
nummerering af den hgjst teellelige meengde Sp(Y'), d.v.s.

P(Y =y,) >0 forallen og » P(Y =y,) =1

n>1

Da geelder for enhver stokastisk variabel X og Borel funktion v : R> — R, at
hvis E[|¢(X,Y)|] < oo, sa er

E[(X,Y)|Y] = 3(Y) P-no.,

hvor

@ZJ() = Z an - Liy—y,3 (1), for a,:= P(Yl—yn) /{Y:yn}d}(X’ Yn)dP n > 1.

n>1 =

Bm 18 og 19 knytter teet an til, hvad der normalt kaldes en regulser betinget for-
deling af X givet Y. Det er ikke et emne, vi skal ggre meget ud af, men da det
spiller en vis rolle i forbindelse med behandlingen af den flerdimensionale nor-
malfordeling, vil jeg ganske kort indfgre nogle vigtige begreber og definitioner.

Notation {P(A|y)|A € B(R"), y € R™} kaldes en Markov kerne pa B(R™) x
R™, hvis

a) A P(A|y) er et Borel sandsynlighedsmal pa R"™ for alle y € R™.

b) y — P(A]y) er en Borel funktion pa R™ for alle A € B(R").

Lad X og Y betegne h.h.v.en n og en m-dimensional stokastisk vektor. En Mar-

kov kerne {Px|y(A|y)| A€ B(R"), y € R™} pa B(R") x R™ kaldes en reguler
betinget fordeling for X givet Y, hvis

P(X€A Y eB)= /BPX|Y(A | y) Py (dy)
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for alle A € B(R") og B € B(R™). Sandsynlighedsmalet
A Pyjy(Aly)

kaldes den betingede fordeling for X givet Y = y og er det absolut kontinuert
med teethed z — fx|y(z|y), kaldes denne en betinget tethed for X givet Y = y.

Ovelse 20. Udnyt Proposition 2 og sektionsegenskaber ved produktmalelige
méaengder til at vise at for alle A € B(R"™™) = B(R") x B(R™) er

PXY) € A) = [ Peiy(A@w) |y) Pr(dy) ©

Bemaerkning. Ovelse 20 viser, at man ud fra kendskab til en betinget fordeling
for X givet Y kan beregne en betinget fordeling for Z givet Y, hvor Z := ¢(X,Y)
for en Borel funktion ¢. (Jvelsen viser nemlig, at den betingede fordeling for Z
givet Y = y er billedmalet af den betingede fordeling for X givet Y = y svarende
til den malelige afbildning

L= QS(L Q)

Betingede fordelinger er teoretisk set et vanskeligt begreb. Men for en- eller fler-
dimensionale stokastiske vektorer X og Y eksisterer der altid en reguleer betinget
fordeling for X givet Y, og da B(R") er separabel, er Py |y (-|-) entydigt bestemt
i en sadan grad, at det har mening at tale om ’den betingede fordeling’ for X givet
Y. De betingede fordelinger for X givet Y = y er nemlig entydigt bestemte for
Py-n.a. y. Skgnt der saledes bade er eksistens og entydighed, er den eksplicitte
beregning ofte vanskelig (se dog nedenstaende gvelse), men i anvendelsessitua-
tioner er de betingede fordelinger heldigvis ofte givet ud fra sammenhaengen.

Kendskab til en betinget fordeling for X givet Y ggr det muligt at generalisere
punkterne Bm 14,18 og 19. For er f en begraenset Borel funktion pa R™ x R™,
sa er

EfCCY) Y] = F(V) P twor f2 g [ flay) Prv(de ).

D.v.s. f’s veerdii et punkt y er middelveerdien i den betingede fordeling af f(X,Y’)
givet Y = y.

Formlen vises ved forst at reducere til produktfunktioner, d.v.s. funktioner

(Lg) — fi(z) - f2(y)7

hvor f; og fo er Borel funktioner pa R™ h.h.v. R™. Dernaest indses ved hjalp af
Standardbeviset, at det er nok at se pa tilfeeldet

fi=14a0g fo=1p for A e B(R") og B € B(R™),
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men dette svarer preecis til ovenstaende definitionsligning. Resultatet udvider pa
saedvanlig vis til visse ubegransede f, specielt ikke-negative f.

Ovelse 21. Lad X og Y veere givne n og m dimensionale stokastiske vektorer og
1 et vilkarligt givet Borel sandsynlighedsmal pa R™. O

I) Hvis (X, Y) er absolut kontinuert m.h.t. A, 1, med teethed (z,y) — f(z,y), er

Ja Ixy(zly) Au(dz) A € B(R"), y € {f2 >0}

Py (Aly) = u(A) AeBR"), y¢{f:>0}

en reguleer betinget fordeling for X givet Y. y — f5(y) er her en teethed for Y
0g
fxi(zly) = f(z,9)/ f2(y) - Lipsoy(y) for z € R, y € R™.

IT) Hvis Y er diskret og Sp(Y) :={y € R™|P(Y =y) > 0}, er

P(XeAlY=y) AcBR"), yecSpY)

Pxy(Aly) == { 1(A) AeBR"), y¢ Sp(Y)

en reguleer betinget fordeling for X givet Y.

IIT) Hvis X og Y er uafheengige, er
Pxy(Aly) == Px(A) for Ac B(R"), y € R"

en reguleer betinget fordeling for X givet Y. O

Punkt IIT) viser, at hvis X og Y er uatheengige, sa atheenger de betingede mal
for X givet Y = y ikke af y. Dette ses let at karakterisere uafhaengighed, idet
flg. udsagn er sekvivalente. u er her et sandsynlighedsmal pa R”.

1) X og Y er uafheengige
2) Pxjy(Aly) == p(A) for A € B(R") og y € R™ er en reguleer betinget fordeling
for X givet Y.

Ovelse 22. Eftervis akvivalensen og vis endvidere, at p i givet fald er fordelings-
malet for X. O

Ovelse 23. Lad (X, Y) vaere todimensionalt normalt fordelt. Vis at den betinge-
de fordeling for X givet Y = y er en normalfordeling og bestem dens parametre.
Vink: Vis at der findes et «, sa at X —aY og Y er uathsengige, og udnyt dernzest
at X = (X — aY) + aY tillige med bemerkningen efter @Ovelse 20. O
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Martingaler.

I dette kapitel betragtes modeller for systemer, der udvikler sig i tiden. Tiden
modelleres diskret, d.v.s.ved en tidsparametermaengde 7' C Z, normalt et inter-
val. Til ethvert tidspunkt n i T" knytter der sig en variabel X, og en del o-algebra
F, i F. Vi skal teenke pa F,, som den informationsmeaengde, der er til stede til
tid n, og pa X, som en variabel, der beskriver tilstanden til tid n. Flg.krav
forekommer derfor naturlige.

a) F, € F,, hvis n < m for tidspunkter n og m i T, d.v.s. informationsmaengden
vokser med tiden.

b) X, er malelig m.h.t. F,,, d.v.s. tilstanden til tid n kan observeres pa baggrund
af den information, der er til stede til tid n.

Med udgangspunkt heri siges en parametriseret familie (F,,),cr af del o-algebraer
i F at udggre et T-filter, hvis F,, C F,, for n < m, n,m € T; og b) udtrykkes
ofte kort ved at sige, at processen (X, )ner er tilpasset filtret (Fy, )ner-
Vi vil kun se pa tilfeeldet, hvor T = Ny := {0,1,...}, thi herved dakkes ogsa
tilfeeldet (X,,, Fr)n>k, idet denne kan opfattes som (X,,, F,)n>0, hvor

X, = Xnik og Fn=Fn n>0.

Tilfzeldet, hvor T er et endeligt interval [k, [], er ogsa daekket, thi forleenges kon-
stant ud over hgjre endepunkt kan (X, Fy,)nejry beskrives ved (X, F,)n>0, hvor

Xp=Xnihy Fo=Fnn n<l—kogX,=X,, Fo=F n>I1l—k

T = Nj omfatter altsa alle situationer, hvor tidsmaengden har et endeligt begyn-
delsespunkt, og der udestar derfor i princippet kun to tilfzelde nemlig, T' = Z
eller T"= —Ng. Her er T' = Z ikke interessant i en martingal sammenhaeng og
T = —Nj overlades pa grund af manglende tid til et senere kursus.

Til ethvert filter (F,,),>o0 tilknyttes de sakaldte stoptider defineret pa flg. vis.

Definition 7 : Q@ — Ny U {oo} er en stoptid (mere praecist en (F,,)n>o-stoptid),
hvis
{r>n}eF, n>0

Bemaerk at malelighedskravet aekvivalent kan formuleres som

{r<n}eF, n>0 eller {r=n}eF, n>0.

T siges at veere en endelig stoptid, hvis P(T < o0) = 1, og 7 siges at vaere en
begraenset stoptid, hvis 7 < M < oo, hvor M er et reelt tal.
Til enhver stoptid 7 tilordnes o-algebraen (overvej)

Fo={FeF |Fn{r=n}eFn>0}
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hvor F, := o(U, Fn), d.v.s.den mindste o-algebra, der indeholder ethvert F,.
F, er altsa en del o-algebra i F,, og omtales som informationsmaengden, der er
til stede til tid 7.

Inden vi starter pa den egentlige teori gennemgas en raekke abenbare konsekvenser
af defintionen pa en stoptid 7 og den tilhgrende o-algebra F..

Ma 1l 7 er F,-malelig, og en F,,-malelig stokastisk variabel X er F,-malelig, hvis
og kun hvis X - 1,y er F,-malelig for alle n > 0.
Bevis. Den forste pastand fglger af identiten
{r=n} hisn==k
{r=k}n{r=n}= _
1) hvis n # k.

for n, k € NoU {oo}, og den anden af identiteten
{XeB}n{r=n}={X 14, € B} n{r=n}.
for n > 0 og B € B(R), idet denne specielt, hvis 0 ¢ B, giver

(XeByn{r=n}={X 14y €B}. ©

De vigtigste stoptider er de sakaldte First Hitting Times defineret ved (her og
overalt i det folgende defineres inf () := oo)

Ta(w) :==inf{n > 0| X, (w) € A} weqQ,

hvor A € B(R) og (X,,)n>0 er en tilpasset reel proces. Stoptidsegenskaben folger
af ligheden

{TA>n}=ﬁ{Xk€A}C=ﬁ{XkEAC} n > 0.

Som vist i sektion 7.2 generaliserer dette til de sakaldte Ocurrence Time Tp defi-
neret, ved

Tr(w) :=1inf{n > 0|w € F,} w e,
hvor F := (F,)n>0 er en folge af heendelser, sa at F, € F, for alle n > 0. Igen
folger stoptidsegenskaben let, idet

{rr >n} = F; forn>0.
k=0

Udnyttes at stoptider kun antager heltallige veerdier ses, at enhver stoptid 7 kan
beskrives som en Ocurrence Time, idet 7 = 7p, hvor F,, = {7 < n} for allen > 1.

Uf fra definitionen fglger let, at for ethvert & € NogU{oc} er den konstante varia-
bel 7(w) := k en stoptid, samt at meengden af (F,),>o-stoptider er stabil under
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endelig sum og endelig punktvis max og min dannelse, d.v.s.
Ma 2 7y, 1 stoptider = 11 + 7, 71 V 75 0g 71 A Ty stoptider.
Bevis. Folger af lighederne

{nvn<nt={n<n}n{n<n} og {mAR>n}={n>ntN{n>n}

samt
n

{n+n=nt=U{n=kn{n=n-%k} <

k=1

Argumenterne for V og A udvider uden videre til teellig mange stoptider, d.v.s.

(7:)i>1 stoptider = sup 7; og inf 7; stoptider,
> , ;

(2

og derfor tilsvarende for en uendelig sum, da 72, 7, = sup,, >.i"{ 7.

Det naeste resultat viser, at stoptids o-algebraerne generaliserer de givne informa-
tions o-algebraer F,.

Ma3 F, = Fy, hvis 7 = k for et k € Ny U {oo} og for stoptider 7 og 7 er
{n <n}leFirm=F,NF,, dvs.specelt 71 <m=F, CF,.

Bevis. Den forste pastand overlades til leeseren. For B € F, a, 0g n > 0 er

n
15 Lir—ny = D 1 Linam—i} - Lin=n}
k=0

F.-malelig, hvilket ifolge Mal viser, at B € F,, og tilsvarende B € F,,. Hvis
omvendt B € F, N F,, viser lighederne for n > 0

1 Ynan=n} = 15 Yn=np Lnsny + 15 Yn=n)  Yrony + 1 Ln=n} - Lin=n)
at B € Frar- Dvis. Fran = Fr, N F.,. Resten fglger tilsvarende af lighederne
1<y Ymam=n) = Lr<my L=y = Ln<ny " L=y = Lnicmy - Lim=ny. ©

Definition og malelighed m.h.t. . af variable af formen X, tilstanden til tid T,
for en stoptid 7 og en tilpasset proces (X, ),>¢ er klar, hvis 7 kun antager endelige
veerdier, idet X, da naturligt defineres som

w— Xo(w) we, dvs. X, = Z X L=y
n=0

Da X, = X, pa {r = n}, er X, ifplge Mal F,-malelig. Men generelt kan
stoptider antage veerdien oo, og vi vil derfor til en given proces (X,,),>o altid
tilordne en variabel X, ifolge opskriften i Lemma 5, d.v.s.
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Xoo(w) :=lim,, X,,(w), hvis denne eksisterer i R, og X (w) := 0 ellers.

Ifplge Lemma 5 er X, malelig m.h.t. o, hvis (X,,)n>0 er tilpasset. Herefter kan
vi uden problemer definere X, for en vilkarlig stoptid 7 ved fastseettelsen

Xe =Y Xy Lipony + Xoo - Lreoo}
n=>0

Der er tydeligvis tale om en udvidelse af den allerede indfgrte definition for stop-
tider med udelukkende endelige veerdier. Endvidere geaelder flg. alternative be-
skrivelse. (Sammenlign med sektion 7.4. Bemark at R er erstattet med R..)

lim,, X (@)an(w) hvis denne eksisterer i R

x)= |

0 ellers,

d.v.s. X, er ’oo-variablen’ hgrende til (X;pn)n>0 defineret i h.h.t. Lemma 5.
Ma 1 og Lemma 5 sikrer derfor, at

Ma4 X, er F,-malelig for enhver tilpasset proces (X,,)n>0-

Flg. variant af formel (7.4.6) er vigtig.

Ma 5 For vilkarlig X € L'(P) og stoptid 7 geelder for ethvert k € Ny U {oo}

E[X ’ ‘7:7'] ' 1{T:k} = E[X ‘ Fk} : 1{r:k} P-n.o.

Bevis. Lad k veere givet. Da begge sider er integrable og Fj-malelige, er det
nok at vise, at de har samme integral over ethvert B € F,. Men dette folger af
egenskaber ved betingede middelveerdier, da

Bn{r=k}€F,NF, foralle BEF,.

7.3 og 7.4 indeholder ikke flg. to vigtige resultater.
Ma 6 For enhver stoptid 7 er F, = o(U,, Fran)-

Bevis. Inklusionen D er abenbar, da F, A, C JF, for alle n > 0, og den anden fas
af identiteten

B:GBH{T:n}UBﬂ{T:oo},

n=0

idet BN{r =n} € F,NF, = F.n, for alle n og alle B € F, og
Fo=B:={BeF|Bn{r=oc}€a(JFrm)}

B er nemlig en g-algebra, som indeholder ethvert F,,, thi forn > 0 og B € F,, er

Bn{r=oo}=(Bn{r >k} og BN{r >k} e Fpfork>n. <

k=n
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Ma 7 Lad (X, ),>0 betegne en tilpasset proces og 7 en stoptid, sa at X, er P-
integrabel, d.v.s. element i L'(P). Da er for enhver stoptid o

E[X,|F,) = E[X, | Frrs] P-n.o.

Bevis. Ifglge Ma3 og Ma4 er {o < 7} og X, - 1{,<,) begge Fn,-malelige. Egen-
skaber ved betingede middelveerdier viser derfor, at E[X, | F,] er lig

X’T : ]—{TSJ} + E[XT . 1{J<T} |-/TJ] - E[XT : 1{T§J} |JTT/\0] + 1{G<'r} : E[XT | Fa]-
Men ifglge Ma b er

1{O'<T} . E[XT | Fa] = 1{U<T} Z E[XT | -/Tk] . 1{U:k} -

k€N U {0}

Locy Y BIX | Bl Lirarty = o<t BIXe | Frna) = EXr1ocry | Fond]

k€N U {0}
og dermed ved addition den gnskede formel. &

Vi skal studere de sakaldte martingal processer, dels fordi de dukker op i utrolig
mange sammenhange, og dels fordi man for disse kan vise interessante konver-
gensresultater samt maksimaluligheder. Martingalerne defineres i h.h.t. fig. defi-
nition, hvor (F,),>o0 er et filter og (X, )n>0 en folge af reelle stokastiske variable.

Definition (X, F,,),>0 kaldes en martingal, hvis (X,,),>0 er tilpasset til (F,)n>0
og P-integrabel, d.v.s. X,, € LY(P, F,) for alle n > 0, samt

E[X,1| Fu]) = X, P-n.o. forallen > 0.

Med notationen AX, := X,, — X,,_; for n > 1 kan martingalbetingelsen skvi-
valent formuleres som

E[AX, |F,-1] =0 P-n.o. for allen > 1.

Hvis = erstattes med et >, taler man om en submartingal, og hvis der geelder
<, taler man om en supermartingal. D.v.s. (X, F,)n>0 €r en martingal, hvis og
kun hvis (X, F,)n>0 bade er en sub- og en supermartingal, og (X, F,)n>0 €r
en supermartingal, hvis og kun hvis (=X, F,,)n>0 er en submartingal. Mzengden
af martingaler m.h.t. (F,),>0 udger derfor et vektorrum, hvorimod meengden af
sub- h.h.v.supermartingaler kun er lukket under linearkombinationer med po-
sitive konstanter, d.v.s. udger en sakaldt positiv kegle. Mere formelt

(X, Fu)nzo 08 (Yo, Fu)n>o martingaler = (aX,, + bY,, F,,)n>0 martingal

for alle a,b € R, og hvis udgangspunktet er to submartingaler, sa fas igen en
submartingal hvis a,b € R (tilsvarende for supermartingaler)
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Endvidere viser Jensen’s ulighed for betingede middelveerdier flg. resultat. Be-
meerk at en reel konveks funktion er kontinuert og derfor specielt Borel malelig.

Ma 8 For enhver en reel konveks funktion ¢ : R — R gaelder
(X, Fr)nso martingal og ¢(X,,) € L'(P) n > 0= (o(X,,), Fn)nso submartingal.
Beviset, der beror pa at

Elp(Xnt1) [ Fo] =2 @(ElXnp1 | Fal) = @(Xan),

afslgrer, at hvis ¢ er konveks og voksende, sa er konklusionen den samme for
enhver submartingal (X,,, F,,)n>0. Leeseren opfordres til at formulere tilsvarende
udsagn for supermartingaler og konkave funktioner.

Som det fremgar af ovenstaende definition, betragtes her kun sub- og super-
martingaler bestaende af integrable variable, d.v.s.elementer i L'(P), hvorimod
bogen kun kreever, at de ligger i L(P). Man kan derfor her tale om den til-
hgrende middelverdifunktion n — E[X,], og det ses let, at denne er voksende
for submartingaler, aftagende for supermartingaler og konstant for martingaler.
Ligheden |x| = 2x* — x giver derfor, at

El|Xa] =2 E[X;] - E[X,] <2 BIX,]] - E[Xo] n2>0,

for enhver submartingal (X,,, F,)n>0, d.v.s.

sup B[ |X,,|]] < 00 & sup E[X,/] < oo,
og dermed tilsvarende sup,, E[|X,,|] < oo & sup,, E[X, ] < oo for enhver super-
martingal (X, F,)n>o0-

Sektion 7.6 giver eksempler pa martingaler, med seerlig fokus pa de martingaler
der fremkommer ud fra uathaengige variable. Fglgende er specielt vigtige.

Ma9 Lad (X,,)n>0 betegne en folge af uafheengige integrable stokastiske variable,
og lad (F,)n>0 betegne filtret frembragt af (X,,),>0, d.v.s.

Fn=0(Xo,...,X,) n>0.
Da geelder idet
Spi=Y_X; og P,:=][X; n>0
=0 =0

1) (Sn, Fn)n>o er en martingal, hvis E[X,] = 0 for alle n, og en submartingal,
hvis E[X,] > 0 for alle n.

Hvis yderligere X,,’erne alle har middelveerdi 0 og endelig varians, er processen
(Sz = j—o Var(X;), Fu)nxo ogsa en martingal.
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2) (P, Fn)n>o €r en martingal, hvis F[X,,] = 1 for alle n. Hvis X,,’erne er ikke
negative, er (P,, F,)n>0 en submartingal, hvis E[X,,] > 1 for alle n.

Bemeerk at resultatet kun udnytter, at X,, er F,-malelig og uatheengig af F,,_;.

En anden vigtig type er de sakaldte Lévy martingaler, d.v.s. processer pa formen

(E[X ’ gn]a gn)ﬂZOa

hvor (G, )nso er et filter og X et vilkarligt element i L'(P). Ifglge Bm 16’ er
variablene i en Lévy martingal uniformt integrable, og vi skal senere se, at enhver
unifomt integrabel martingal er en Lévy martingal.

Lad mig ogsa naevne den sakaldte Doob dekomposition. Betragt en tilpasset in-
tegrabel proces (X,,, Fp)n>0, d.v.s. X, € LY(P, F,) forn > 0. Forn > 1 er

Xn:XO—i—ZAXk:XO—i—ZE[AXH}"kl ZAXk— [AXy | Frq)),
k=1 k=1 =1

d.v.s. dekompositionen X, = Xy + A,, + M,, for n > 0, hvor Ay = My =0 og
k=1 k=1

for n > 1. Processerne (A,),>0 0g (M, )n>0 er begge (F,)n>o-tilpassede og inte-
grable, og ved neermere eftersyn ses, at (M, F,,)n>0 er en martingal og (A,)n>0
en sakaldt (F,,)—predictabel proces, d.v.s. Ay er Fo-malelig og

A, er F,_1-malelig for alle n > 1.

Bemaerk at hvis (X, F,,)n>0 er en submartingal og derfor E[AX,, | F,,—1] > 0 for
alle n > 1, er (A,)n>0 en voksende proces, d.v.s.

0<A,<A,1 P-no.forn>0.

Overvejelserne kan sammenfattes i flg. udsagn:

Doob’s Dekompositionssatning.
Enhver (F,,)n>o-tilpasset integrabel proces (X,,)n>0 kan skrives pa formen

Xn:Mn+Ana n>1 Xo= Mo,

hvor (M, Fn)n>o er en martingal og (Ap)n>o en (Fy)-predictabel proces. Frem-
stillingen er P-entydig, d.v.s. for enhver lignende reprasentation

XO:Mooan:Mn—i—fln n>1 erMn:MnogAn:fln P-n.o.for n > 0.

Hvis (X, Fn)n>o er en sub- h.h.v. en supermartingal, er (A)n>o h-h.v. (—An)n>0
en voksende integrabel proces.
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Hvis (X, F,)n>0 €r en martingal, er
E[AXy | Fr—1] =0 og derfor ogsa E[Vj - AXy | Fr—1]=0 k>1

P-n.o., hvis V}, er begraenset og F,_i-malelig. Dette giver umiddelbart anledning
til flg. resultat.

Martingal Transforms.
Lad (X, Fy)n>0 betegne en martingal og (V,,)n>o en (Fy,)-predictabel proces, hvor
V. er begranset for allen > 0. Da er (V o X,,, F,)n>0 en martingal, hvor

VeX, =V - Xo+Y Vi-AX}, n>0.
k=1

Hvis (X,,, Fn)n>0 en submartingal, er (V e X, F,,),>0 igen en submartingal, hvis
V,erne yderligere er ikke-negative. Processer af den her definerede art er i litte-
raturen kendt under navnet martingal transforms.

Martingalerne har som allerede naevnt mange interessante egenskaber, og vi skal
i det fglgende gennemga nedenstaende fundamentale resultater. Listen omfatter
ikke alle de resultater, der er naevnt i Hoffmann’s bog, men dog de vigtigste.
Ligeledes afviger de her givne beviser ofte fra bogens.

Saetning Ma 1 Optional Sampling. (skrabet udgave)

Lad (X, Fp)n>o betegne en martingal. Den standsede proces (X nn, Fn)n>o €T
da en martingal for enhver stoptid T, og for ethvert par af begrensede stoptider
0<o<71erX, o9 X, elementer i L'(P) og

E[Xy] = F[X,] = F[X,] samt FE[X,|F,]=X, P -no.

Der geelder helt tilsvarende resultater for sub- og supermartingaler med = erstat-
tet af det relevante ulighedstegn.

Seetning Ma 2 Maksimaluligheder.
Lad (X, Fn)n>o betegne en submartingal og lad X > 0 vere givet. Da galder for
allen >1

A P(min X, < —\) < E[X] — E[X,]

0<k<n

A+ P(max X;, > \) < E[X,, max X; > A\ < E[X,1],
0<k<n 0<k<n
hvilket ved addition viser, at for allen >1 og A > 0 er

A-P(max [ Xy > A) <3- max B[|Xy].

Den sidste ulighed geelder ogsa for supermartingaler. Lader vi n — oo fas derfor

A P(sup | Xg| > A) < 3-sup E[|Xj|] for A >0,
k k
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d.v.s. for enhver sub- eller supermartingal (X, F,,)n>0 er P(sup; |Xx| < 00) =1,
hvis sup, E[|Xk|] < co. Specielt for enhver ikke-negativ supermartingal.

Saetning Ma 3 Opkrydsningsuligheder.
Lad (X, Fn)n>o betegne en supermartingal. Da gelder for alle n > 1 og alle
reelle tal r < s

(s =) - E[U] < BE(Xy —7)7] < EIX] + 7],

hvor Uy, er antallet af opkrydsninger over [r, s] i tidsintervallet [0,n]. Ved brug
af Monoton konvergens fas derfor, at

(s =r)- E[sup U] < sup E[X,/ ]+ |r|.

Det totale antal opkrydsninger over [r,s], d.v.s.variablen U, , := sup, U, er
derfor endelig P-n.o., hvis sup, E[X, ] eller eekvivalent sup, E[|X|] er endelig.

Saetning Ma4 Konvergenssatninger.

Lad (X, Fn)nso betegne en sub- eller supermartingal. Da eksisterer lim, X, (w)
i R for P-n.a.w hvis sup, E[|X|] < oo, og grensefunktionen er P-integrabel.
Udtrykt ved hjelp af X kan dette formuleres som

sup E[|Xi]] < 00 = X,, — X P-n.o. og Xo, € LY(P).
k

Specielt konvergerer enhver ikke-negativ supermartingal P-n.o.
Kombineres med Seetning 6 fas.

Korollar For enhver uniformt integrabel sub- eller supermartingal (X, Fn)n>0
geelder
X, € LY(P) og X, — X, P-n.o. ogi P-middel.

Det er naturligt at undersgge sammenhangen mellem X,, og F[X | F,]. Dette
formuleres som endnu et korollar. Der gaelder selviglgeligt et tilsvarende resultat
for supermartingaler.

Korollar Lad (X,,, F,)n>0 v&re en submartingal, som opfylder betingelsen i Seet-
ning Ma4, d.v.s. sup, E[|X|] < 0o. Da er

X, < EXw|Fu] Pno.forn >0« {X,|n>1} er uniformt integrabel,

0g
X, = E[X«|F, P-no.forn>0,

hvis og kun hvis (X, Fp)n>0 er en uniformt integrabel martingal.

Seetning Ma b Optional Sampling.
Lad (X, Fn)n>o0 betegne en martingal og lad 0 < o < 7 betegne to stoptider, hvor
7 er optional for (X,)n>0. Da er X, og X, elementer i L'(P) og
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E[Xy] = F[X,] = F[X;] samt FE[X,|F,]=X, P -no.

Der gelder et tilsvarende resultat for sub- og supermartingaler med = erstattet
af det relevante ulighedstegn. Optionalitetskravet kan her sveaekkes lidt, idet det
for en submartingal er nok, at 7 er optional for processen (X,),>0, og tilsvarende

for en supermartingal nok at 7 er optional for (X, ),>.
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Saetning Mal og Ma 2.

Bevis for Seetning Ma 1 (submartingal tilfeeldet). Lad 7 betegne en stoptid.
Da

n n—1
|XT/\n| S Z |Xk| og XT/\n - Z 1{T:k}Xk + 1{7’2n}Xn
k=0 k=0

er X, integrabel og F,-malelig for alle n > 0. Ligeledes geelder for ethvert n
ifglge regnereglerne for betingede middelveaerdier, da

1<y Xe = Lir<my Xoan 08 {7 > n} er F-malelige,

at
E[XT/\(n-I—l) |Fn] = E[ 1{T§n}X‘r + 1{T>n}Xn+1 ’fn] =

1{r§n}X7- + ]-{‘r>n} : E[Xn—‘rl |~/Tn] > ]-{‘rgn}X‘r + 1{T>n}Xn = Xran-

Dette viser den fgrste pastand. Lad dernaest o og 7 betegne to stoptider, sa at
o <71 <m, hvor m > 1 er et helt tal. Integrabiliteten af X, og X, fglger som
ovenfor og ifelge det netop viste, er

E[XT ‘ :Fn] = E[XT/\WL | fn] Z XT/\n P-n.o.

for alle 0 < n < m. Men heraf fas ifslge Mab, at

E[XT | :'tcr] = Z E[XT ‘ fn] : 1{a:n} > Z Xoan - 1{a:n} = Xrpo-
n=0 n=0

Uligheden E[X,] < E[X,] folger herefter umiddelbart ved at tage middelveerdi pa
begge sider, og F[Xy] < E[X,] er et specialtilfzelde heraf svarende til et passende
valg af begraensede stoptider. O

Som en umiddelbar konsekvens ses at for enhver stoptid 7 og ethvert n > 0 er
XT/\TL = E[Xn | F’r/\n]

i martingaltilfeeldet og
XJF SE[X;{‘JTT/WL]

TAN

i submartingaltilfaeldet. Egenskaber ved betingede middelvaerdier giver derfor
anledning til flg. korollar

Korollar For enhver stoptid T er (X;an, Fn)n>o0 €n uniform integrabel martingal
h.h.v. begreenset @ L*(P), hvis dette geelder for (X, Fn)n>o-

Tilsvarende er (X1, Fn)n>o en uniform integrabel submartingal h.h.v. begranset

i L'(P), hvis dette gelder for (X5, Fy)n>o-
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Som en fgrste anvendelse af den viste skrabede udgave af Optional Sampling vises
Saetning Ma2. Lad derfor (X, F,)n>0 betegne en submartingal og lad A > 0
vaere givet. Definer, idet inf () := oo,

7 =inf{n > 0| X,, > A} og o) :=inf{n > 0| X, < -}
Da (X,)n>0 er tilpasset, er 7\ og o, stoptider, og for alle n geelder

{Oril]?éle > A ={n <n}={X > AN{n <n}

og tilsvarende

{Ozr}giank < =AMy ={ox <n}={-Xonn > A} N{or <n}.

Ifplge den ovenfor viste 'skrabede udgave’ af Optional Sampling geelder derfor for
alle n, da {7\ < n} € F,r, og tilsvarende {o) > n} = {on < n}° € Fypn, at

\Ans T S n]

A- P(max X; > \) < E[X,
0<k<n
< E[X,, = <n]<E[X' n<n]<E[X]]

og tilsvarende

A-P(min Xy < —X) < E[—X,,an, 0x < 1

0<k<n
= E[Xo\n, 0x > 1] — E[ X5, an)
< E[X,, ox > n] — E[Xoyn] < E[X] — E[X0].
Da absolutveerdien af en martingal er en submartingal, geelder specielt.

Doob’s Ulighed.
Lad (X, Fn)n>o betegne en martingal. Da geelder for alle A >0 ogn >0

A-P(max |Xi| > A) < E[|Xa|, max [Xi| > A

og dermed (se nedenstaende momentulighed) for alle p > 1

| max [Xi| [, <p/(1—p)- | Xnll, =0

0<k<n
Momentulighed. Hvis stokastiske variable X og Y opfylder
A-P(|X] >N <E[|Y], |X]|> )] foralle A > 0,
er for alle p > 1

1XIl, = BIIX[)Y? < p/(1—p) - E[[YP]'? = p/(1 = p) - |V ]|.
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Saetning Ma 3 og Ma4.

Bevis for Ssetning Ma 3. Lad (X,,, F,).>0 betegne en supermartingal og r < s
reelle tal. Da (X,,),>0 er tilpasset, definerer

i :=inf{n > 0| X, <r} og oy :=inf{n > 7 |X, > s}
T =1inf{n > o0p_1 | X,y <71} og op i =inf{n >7 | X, >s} k>1

stoptider, sa at 7 < 07 <7 <0y < ---. Bemeerk at o, > k samt at X, <r pa
{m < oo} og tilsvarende X,, > s pa {0} < 0o} og dermed da 7, < oy,

Xo, — X7, >s—1 pa {0 < o0}

Definer herudfra for n > 1 antallet af opkrydsninger U, over intervallet [r, s] i
tidsrummet {0,1,...n}, d.v.s.

Ur, = sup{k|ox <n} =3 1is<n)-
k=1

For ethvert n, k > 1 er

1{Tk§n} = ]—{akgn} + ]-{Tk§n<0k}7

d.v.s. . .
Z(Xak/\n - Xm/\n) : 1{Tk§n} - Z(Xok - XTk) ' l{akgn}
k=1 k=1
+ Z(Xn - XTk) ’ 1{Tk§n<0k} > (S - T) ’ UZ,LS + Z(Xn - 7’) ’ 1{Tk§n<0k}
k=1 k=1

> (5= 1) U= (X = 1)+ Y. Lcuca = (5= 1) U2y = (X, = 1)
k=1

og dermed

M=

(S - 7“) ’ U;?s < (Xn - 70)7 + (XUk/\n - XTk/\n) ’ 1{TkS”}

k=1

Men for alle 1 < k < n geaelder ifglge den 'skrabede udgave’ af Optional Sampling
E[(Xak/\n - XTk/\n) : ]—{Tkgn}] - E[E[Xak/\n - Xm/\n | fm/\n] : 1{Tk§n}] S 07
og dermed

(s —r)- ElUL] < B[(Xn =) ] S E[X, ] +r]. €
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Korollar Lad (X,,, F,)n>0 betegne en sub- eller en supermartingal, som er be-
grenset i L'(P), d.v.s. sup, E[|X,|] < co. Da er

P(—o00 < lim inf X, = lim sup X, < o0) =1,

d.v.s. lim, X, (w) eksisterer i R for P-n.a.w.

Bevis. Den simple sammenhaeng mellem sub- og supermartingaler viser, at vi
uden tab af generalitet kan antage, at (X,,, F,,)n>0 €r en supermartingal. Da

sup E[|X,|] < oo = P(sup|X,| <o0) =1

ifplge maksimalulighederne, udestar kun at vise, at lighedstegnet holder P-n.o.
Men geelder dette ikke, eksisterer der, da R er separabel, reelle tal r < s, sa at

0< P(lin%iann <r < s <limsup X,) < P(sup U,', = o0),

hvilket strider mod Seetning Ma 3, da E[sup, U}, | = sup,, E[U],] < co. &

Bemeerkning. Da E[|X,|| = F[X,] < E[X,] for enhver ikke-negativ supermartin-
gal (X, Fp)n>o0 er en sadan altid konvergent P-n.o.

Med X, defineret i henhold til den vedtagne konvention, kan det viste formuleres
som.

Martingal Konvergenssatningen.
For enhver sub- eller supermartingal (X, Fp)n>0 geelder

sup E[|X;]] < 00 = X, — X, P-n.o. og X, € L*(P).
k
Huvis {X,, |n > 0} er uniformt integrabel, er der yderligere konvergens i L'(P).
Integrabiliteten fplger af Fatou’s Lemma, idet

E[|Xo|] < liminf E[|X,[] < sup E[|X,[] < oo,

og konvergensen i L'(P) fglger dernaest af Seetning 6. Det sidste punkt kan pree-
ciseres yderligere.

Korollar For enhver martingal (X,,, Fn)n>0 gelder
{X,, |n > 0} uniformt integrabel = X, = E[X« |F,] P-n.o.n >0,
0g hvis (X, Fn)nso er en submartingal geelder

{X,;f|n > 0} uniformt integrabel = X,, < F[X, |F,] P-n.o.n >0,
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Bevis. Da betinget middelveerdi er en kontraktion i L'(P), har vi
Xp, — Xoo i L'(P) = E[Xi|Fn] koo E[Xoo | Fa] i L'(P)
for alle n, hvoraf martingaltilfeeldet umiddelbart fglger, da
X, = E[Xy | F,] P-m.o.fork>n.

Betragt dernsest submartingaltilfeeldet. Antagelsen sikrer at sup, E[|Xy|] < oo
og dermed X,, — X P-n.o. For ethvert m > 0 konvergerer derfor

X,V (—m) — X V (—m) P-n.o.,
og ogsa i LY(P), idet {X,, V (—m)|n > 0} er uniformt integrabel, da
| X,V (—m)| < X7 +m for alle n, m > 0.

Ved fornyet brug af, at betingede middelveerdier er kontraktioner i L'(P), fas
derfor

E[XpV (—m) | Fp] —koo BE[Xo V (—m) | F] i L'(P)
for alle n > 0, og dermed X,, < E[X, V (—=m) | F,] P-n.o.for alle m > 0, da

X, <X,V (-m) < E[XyV(-m)|F,] P-n.o.
for alle n < k. Det gnskede resultat fglger nu ved graenseovergang, idet

EXs|F.] = ir;fOE[XOO V (—m)|F,] P-n.o.

for ethvert n > 0 ifslge egenskaber ved betingede middelveerdier. &

Konvergenssaetningen giver anledning til et par interessante korollarer.

Lévy’s Saetning
For ethvert X € L*(P) og ethvert filter (G,)n>0 konvergerer

E[X |G, — E[X|Gs] P-no.ogi L'(P).
Specielt geelder for enhver (G,,)-stoptid T, at hvis X,, = E[X | G,] forn >0, sa er
X, =FE[X|G,] P-.o.

Bevis. Lad X € L'(P) og (Gn)nso veere givet. (E[X |Gy), Gn)n>o udgor da en
uniform integrabel martingal, og ifplge martingalkonvergensseaetningen findes der
derfor et element X € L'(P), som er G.-malelig, sa at

E[X |G, — X P-no.ogiL'(P) og E[X|G. = E[X|G, P-n.o.n>0.
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For alle n > 0 og alle B € G,, geelder dermed
/ XdP:/ E[X|gn]dP:/ E[X|gn]dP:/ Xdp
B B B B

hvilket, da U,, G, er en algebra, som frembringer G, ifglge Proposition 5 Lemma

2 viser, at B
X = FE[X|Gx| P-n.o.

og dermed korollarets forste del. Da X, = F[X |G| P-n.o.ifglge det netop
viste, fas af Ma b, at

Xe= Y Xilpgoy= Y  EX|G] gy =EX|G] ©

keNg U{OO} keNg U{OO}

Bemerkning. Da enhver betinget middelveerdi er en kontraktion i L'(P) kan
Levy’s Seetning suppleres med

X, — XiL'(P) = E[X,|G.] — E[X|G]iL'(P).

LP-konvergens. (p > 1)
For enhver martingal (M,,, F)n>0 09 ethvert p > 1 gelder :

sup E[|M,|F] < 0 & lim M,, eksisterer P-n.o.og i LP(P).

Bevis. Implikationen < er en umiddelbar konsekvens af LP-konvergens. Men
hvis sup,, E[|M,|P] < oo er {M,,|n > 0} uniformt integrabel, og ifplge martingal
konvergenssaetningen findes der derfor et M € L'(P, F.), sa at

M, =E[M|F,] og M, — M P-no.
Ifglge Fatou’s Lemma geelder derfor

E[|M]] < limninfE[ |M,,|P] < sup E[|M,|?] < oo,

d.v.s. M € LP(P), og da
|M,|P < E[|M?|F,] P-n.o.forallen >0

ifolge Jensen’s ulighed for betingede middelvaerdier, har vi alt i alt, at lim,, M,
eksisterer P-n.o.og {|M,|P|n > 0} er uniformt integrabel. LP(P)-konvergensen
folger derfor af korollaret til Seetning 6. &

Resultatet omhandler, som det fremgar, kun tilfeeldet p > 1 og geelder generelt
ikke for p = 1, men hvis den betragtede martingal er afsnitsfglgen hgrende til
en sum af uafhaengige centrerede variable, kan man ved hjeelp af korollaret til
Ottavianis ulighed vise flg. resultat for p = 1.
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Hvis (X;)i>1 er en folge af uafhengige integrable stokastiske variable med tilho-
rende afsnitssummer Sy, = > X; forn > 1, gelder

sup E[|S, — E[S,]|] < o0 = lim (S, — E[S,]) eksisterer P-n.o. ogi L'(P).

D.v.s. hvis (S,)n>1 er begrenset i L'(P), eksisterer lim,, S, P-n.o.og i L'(P),
hvis X; ’erne alle har middelvaerdi 0, eller hvis (Sy)n>1 er konvergent i fordeling.

Bevis. Martingal konvergensseetningen anvendt pa

n

(Sn - E[Sn] )n = (Z(Xz - E[Xz]))n

i=1
viser, at

lim (S, — E[S,]) eksisterer P -n.o.,

og da
E[sup|S, — E[S,]|] < 6-sup E[|S, — E[S,]|] < o0

ifgplge Korollaret til Ottaviani’s ulighed, er der ogsa konvergens i L(P).

Da |E[S,]| < E[|S,|] for alle n viser trekantsuligheden, at sup,, E[|S, — E[S,]|]
er endelig, hvis (S,,),>1 er begraenset i L'(P). Bemaerkningen er derfor klar, hvad
angar tilfeeldet med middelveerdi 0. I den anden situation konvergerer

(Sn)n>1 08 (Sn — E[Sn])n>1 begge i fordeling.

Heraf folger (ikke helt trivelt), at lim,, E'[S,] eksisterer i R og dermed ved addition,
at
lim 5, eksisterer P-n.o. og i LY(P).
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Optionalitet.

Notation. Hvis (F,),>0 er et filter i F og (Y,)n>0 en reel tilpasset stokastisk
proces, siges en stoptid 7 at veere optional for (Yy,)n>0, hvis {Yran|n > 0} er
uniformt integrabel.

Optionalitet er altsa et krav om, at processen (Y;,),>o ikke ma blive ’for stor’ for
tidspunkt 7. Dette giver anledning til flg. simple kriterier for optionalitet.

a) 7 er optional for (Y},),>0, hvis |Y; .| <Y P-n.o.forallen > 0foret Y € L'(P),
eller ackvivalent hvis sup,, [Yyn,| € LY(P).

b) 7 er optional for (Y},),>0, hvis der findes et a > 1, sa at sup,, E[|Y-rn|?] < oc0.

Hvis Y, erne er integrable, d.v.s. elementer i L'(P), er enhver begraenset stoptid
7 optional for (Y,,),>0, thi hvis 7 < M for et positivt helt tal M er

M
[Yorn| < Z |Yi| for alle n >0,
k=0

og da hgjresiden er integrabel, fas optionaliteten umiddelbart af a).

Ud over kriterierne a) og b) er det ogsa vaerd at huske, at Bm 16 sommetider kan
benyttes til at vise optionalitet, samt at

¢) 7 er optional for (Y,),>0, hvis lim Y, ,,, eksisterer i L'(P).
Opskrivningerne
Yinonn = Yoo} Yoan + Yo<r} Yorn, Yirvo)an = Lio<r}Yran + Lio>r1 Yorn
og dermed
Yononn| < [Yorn| + [Yornl 08 [Yirvoyan| < [Yorn| + [Yornl,

viser, at hvis 7 og o er optionale stoptider for (Y},),>0, sa er bade T Ao og 7V o
optional for (Y},)n>o0-

Pr. definition af Y, er |Y;| < liminf, |Y;A,| P-n.o., og ifolge Fatou’s Lemma geelder
derfor, at
EL1Y, ] < limin B[ |V, ra]] < sup B[ Vsl

d.v.s.7 kan kun vaere optional, hvis E[|Y;|] < co. Men betingelsen er langt fra
tilstrackkelig, og vi vil nu se undersgge pa, hvad der yderligere skal til. Ligheden

Yinn = 1{T>n}Yn + ]-{Tgn}Y;'
viser, da {7 > n} og {7 < n} er disjunkte, at 7 er optional, hvis og kun hvis
{1{7—§n}Y:r | n = 0} 0g {1{T>n}Yn ’ nz O}
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begge er uniformt integrable. Her er der ingen problemer med den fgrste, thi da
1< Y] T 1rcooy|Y7| P-n.o.ses at

{1{r<nyY> | n > 0} uniformt integrabel < / |Y;| dP < oo.

{r<o0}

Den anden er derimod mere kompliceret. Men opskrivningen
1{T>n}Yn = 1{n<T<oo}Yn + 1{T:00}Yn
viser som for, da 1{,<;<00}Yn — 0 P-n.o., at

{1{r>mYn | n > 0} uniformt integrabel hvis og kun hvis

{17=} Y5 | » > 0} uniformt integrabel og ligbn/{ |Y,| dP = 0.

n<r<oo}
Alt i alt har vi vist flg. optionalitetskriterium.

En endelig stoptid T er optional for (Y,)n>0 hvis og kun hvis
/ V,|dP < 00 og lim/ Y| dP =0,
{r<o0} n o J{n<r<oo}

Bemeerk at da 7 er endelig, er

/ Y,|dP = E[|Y,|] og / Y,|dP = E[[Y,|;7 > n] n>0
{r<o0} {n<rt<oo}

Som allerede naevnt er en stoptid 7 optional, hvis processen ikke bliver for stor for
tid 7. Det er derfor neerliggende at tro, at optionalitet af 7 medfgrer optionalitet
af enhver stoptid o, som er mindre end 7, d.v.s.opfylder ¢ < 7. Dette geelder
dog ikke altid, men ligheden

Yorn = 1{U§n}Ya + 1{J>n}Yn - 1{J§n}Yo + 1{U>n}§/7'/\n

viser, at det er sandt, hvis {1{,<n) Y, |7 > 0} er uniformt integrabel, hvilket, som
ovenfor vist, er ensbetydende med, at

/ Y, | dP < oc.
{o<o0}

Men som fgr bemeerket, er denne egenskab ogsa ngdvendig, d.v.s. hvis en stoptid
7 er optional for (Y},)n>0, sa geelder for enhver stoptid o < 7, at

o er optional for (Y,),>0 < /{ } Y, |dP < .
<00
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Saetning Ma 5.

Bevis for Ssetning Ma 5. Lad (X,,, F,).>0 véere en submartingal og 0 < o < 7
stoptider, hvor 7 antages optional for (X;1),>0, d.v.s. {XT,,,|n > 0} er uniformt
integrabel.

Da o An < 7 An viser den ’skrabede udgave’ af Optional Sampling at

Xa/\n S E[XT/\n | fa/\n] Og dermed X;-/\n S E[X:_/\n ‘ fU/\”]

for n > 0, og ifelge egenskaber ved betingede middelveerdier er { X1, |n > 0}
derfor uniformt integrabel, d.v.s. o er ogsa optional for (X,7),>¢.

Benyttes martingal konvergenssaetningen pa de to submartingaler (X, an, Fn)n>0
08 (Xonn; Fn)n>o fas derfor, at X, og X, er elementer i L'(P) og

Xorn —nooo Xo 02 Xorn —nooo Xr P-n.o.
Korollaret til martingal konvergenssaetningen viser endvidere, at
Xonn < E[X, | F,] P-n.o.
og dermed ifglge den skrabede udgave af Optional Sampling
Xonn € EXona| Fana] € ELEIX, | Ful | Faral = X, | Foral
Som allerede naevnt konvergerer venstresiden her P-n.o. mod X,, og da
EX, | Forn) = EIX, | 5] Pno,
ifplge Lévy’s Saetning ses at
X, < E[X,.|F,] P-no.

og dermed ogsa uligheden E[X,| < E[X,]. &
I martingaltilfaeldet geelder tilsvarende formler blot med lighedstegn overalt.

Som en konsekvens af Ma7 og det viste resultat har vi flg. korollar.

Korollar. Lad (X, F,)n>0 vere en martingal og T en stoptid, som er optional
for (X,)n>0. Da er
Xonr = E[X, | F,] P-n.o.

for enhver stoptid o, d.v.s. {X,|o stoptid, o < 7} er uniformt integrabel.

Hvis (X, Fp)nso er en submartingal og T optional for (X;1),>o, gelder tilsvaren-
de
Xonr < E[X, | F,] P-no.

for enhver stoptid o og { X | o stoptid, o < 7} er derfor uniformt integrabel.
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Appendiks E. Kronecker’s Lemma.
Lad i det folgende (a,,)n>1 betegne en reel talfslge. Der geelder nu flg. varianter
af det sakaldte Kroneckers lemma.

For enhver reel talfolge (by)n>1, sa at 0 < b, < byy1 T 00, gelder

o0

> an/b, konvergent i R = 1/b, > a; — 0.

n=1 i=1

Bemeerkning. Speciltilfeeldet b, = n er kendt under navnet Kronecker’s Lemma.

Bevis. Seet -
D.vs.r, — 0 og
an = bn(rn - rn—‘rl) - bn—lrn - bnrn—‘rl + Tn(bn - bn—l)

og dermed for alle n > m > 1

n

Zaz ZGML Z i—17i — DiTiq1) + Z 7i(bi — bi—1)
i=1

i=m+1 i=m+1

=Y i+ (bmTmi1 — burnsr) + Y, 1i(bi — biy).
i=1

1=m-+1
Ved brug af trekantsuligheden fas derfor for n > m > 1
1 & 1 & 1 &
|bizaz| Sbi Z|az|+sup|rz ((bm+bn)+(bn_ bf Z az|+2sup|ri|'
n =1 i=1

n =1 i>m i>m
For givet € > 0 bestemmes m sa at sidste led er mindre end €/2, og for m fast
gar fgrste led mod 0, da b, — oc. <&
Ud over Kronecker’s Lemma far vi ogsa brug for flg. resultat.

Hvis (an)n>1 er enten opad eller nedad begranset, d.v.s. hvis sup,, a, < oo eller
inf, a, > —o00, sa er

vi(n)
Z a; =0 foralle k£ > 1,

=1

hm Za, =0 hvis lim

i=1 nyg(n)

hvor
vp(n):= [(1+1/k)"] forn, k> 1.

Bevis. Antag at a,’erne er nedad begraenset. Ved addition med en ikke-negativ
konstant M ses, at vi kan antage, at a,’erne er ikke-negative, og samt at det nu
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drejer sig om at vise konvergens mod M ud fra en antagelse om konvergens mod
M. Men dette folger umiddelbart. For lader vi for ethvert n > 2 og ethvert k

v(l,) veere valgt sa at
vi(l,) <n < vp(l, + 1),

geelder abenbart

— a; < a; < ———— a; — (L+1/k)- M
PSS & S ulrn g v YR
og
1 n 1 Vk(ln) 1 1 k. -1 Vk(ln)
n = v(l, +1) = vi(lp) P

for alle k og derfor
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Appendiks F.
I forbindelse med gennemgangen af konvergens i fordeling udnyttede vi flg. egen-
skab ved den reelle akse.

Enhver aben begrenset delmaengde af den reelle akse er en hgjst teellelig disjunkt
forening af abne intervaller.

‘Bevis’. Lad G C R betegne en begraenset ikke tom aben delmaengde og lad
K > 0 veere valgt sa at G C [—K, K|. Definer for ethvert x € G

xp:=infly|ly >z, y¢ G} og =z, :=sup{y|ly <z, y ¢ G}

Da G er aben og begraenset, og Q er teet i R ses let at flg. betingelser er opfyldte
for alle x € G-

a) —K <z, <z <z, <K. b)(z,,2,) CG. ¢) QN (xy,z) # 0.
samt

d) (g, xp) N (Zy, Tn) # 0 = (24, 21) = (Zo, Tp) for vilkarlige z, ¥ € G.
Specielt findes der altsa for alle x € G et T € QN G, sa at

(l’v, xh) = (i’v, i'h)

Lader vi derfor (z(n)),>1 betegne en nummerering af Q N G har vi

G = | (wn) = f_]l@(n)wx(n)h),

zeG

og intervallerne er enten sammenfaldende eller disjunkte. Ved udtynding og over-
gang til en eventuel delfglge fas derfor, at G kan skrives som en hgjst teellelig
disjunkt forening af abne intervaller. &

Det er pa sin plads at bemeerke, at resultatet kun gaelder i dimension 1. Et til-
svarende resultat i hgjere dimensioner er flg.

Enhver aben mengde G C R"™ kan skrives som en hgjst tellelig disjunkt fore-
ningsmengde af "halvabne’ kasser, d.v.s. maengder pa formen
] Q;, bz ]

1

(2

hvor —oo < a; < b; < oo for i = 1,...,n. Dette resultat udnyttes i beviset for
Transformationssaetningen, d.v.s. Seetning 13.
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Appendiks G.
Fra indledende reel analyse er det velkendt, at for reelle tal (a,),>1 0g a geelder
implikationen

an
Ap —p—oco & = (1 + ;)n n—oo e”.

Men i forbindelse med beviset for den klassiske udgave af Den centrale Graen-
seveerdisaetning udnyttedes, at resultatet ogsa geelder for komplekse tal. Et argu-
ment herfor gar som fglger.

Lad (a,)n>1 0g a betegne komplekse tal, sa at a,, —n—o a. Ifolge definitionen pa
konvergens af komplekse tal har vi derfor

| an| —n—oo |a|, Rap —nooo Ra og Sa, —n_0o Sa.
Da a,/n — 0 gaelder derfor fra et vist trin at regne, at

; x
1+a£:|1+%|,€zarctanen hvor@n:L”/n’
" n 1+ Ra,/n

og dermed
an n Qn n in arctan
(1 =) = [T [ gimercientn,
n n

x +— arctan x betegner her hoveddeterminationen af tan='. Da denne er differen-

tiabel 1 0 med differentialkvotient 1 og 6,, —,_. 0 fas derfor, at

arctan 6, Sa, arctan @,
0, - 1+ Ra,/n 0,

narctand, =n -0, — o .

Tilsvarende fas ved brug af ovenstaende reelle udgave, at

n? n

|1+‘;rnz<<1+%an/n>2+<%an/n>2>”/g:<<1+|a| " a>> i

n

2 ny 1/2
((1 + |an| /n + 2§Ran> > —n—oo \/BQW = €§Ra.

D.vs.alt i alt

. (7% . (7% . ; i
lim (14 —2)" =lim |1+ —|" - lim eMarctantn — Ra piSe _ o
n n n n n
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Forelaesningsnoterne skal ses i sammenhaeng med Hoffmann’s bog, og der er flg.
forbindelse mellem bogen og noternes forskellige afsnit.

Malelige rum henter stof fra sektionerne 1.1,1.2,1.5,1.6,1.11,1.12 og 1.43.
Bemaerkning. Sektion 1.6 indeholder blandt andet Dynkin’s Lemma.

Borel o-algebraer henter stof fra sektionerne 1.8,1.9,1.10 og 1.43.

Bemaerkning. Sektion 1.9 indeholder blandt andet identiteten B(R™) = B(R)",
samt at Borel o-algebraen i et seperabelt metrisk rum er frembragt af maengde-
systemet bestaende af alle kugler.

Malelige funktioner henter stof fra sektionerne 1.38,1.39,1.40,1.41,1.42,1.43,
1.45,1.46 og 1.48.

Mal henter stof fra sektionerne 1.3,1.4,1.7,1.13,1.14,1.15, 1.19,1.20 og 1.44.
Mal pa metriske rum henter stof fra sektionerne 1.34 og 1.37.

Integralet, konstruktion og egenskaber henter stof fra sektionerne 3.1, 3.2,
3.3,3.4,3.5,3.6,3.7,3.8,3.15,3.17 og 3.26.

Bemaerkning. Integralet af en ikke-negativ funktion defineres straks i sektion 3.1,
hvorefter det vises, at det har de gnskede egenskaber.

Uligheder henter stof fra sektionerne 3.9,3.10,3.11 og 3.12.

Produktmal, eksistens og egenskaber henter stof fra sektionerne 3.20, 3.21
og 3.30. Bemeerk at noterne bruger Dynkin’s Lemma i stedet for sektion 1.49.

Konvergensformer henter stof fra sektionerne 3.13,3.22,3.23, 3.24 og 3.25.
LP-rum henter stof fra sektionerne 3.22 og 3.25.

Radon-Nikodym’s Saetning henter stof fra sektionerne 3.18 og 3.19. Beviset
i sektion 3.18 er helt anderledes end det i noterne.

Konstruktion af mal henter stof fra sektionerne 1.21,1.22,1.23,1.24,1.25,1.26
og 1.27.

Bemaerkning. Noterne lgser eksistensproblemet ved brug af ydre mal. Den duale
konstruktion via indre mal bergres overhovedet ikke.

Lebesgue-Stieltjes mal pa R henter stof fra sektionerne 1.32 og 3.27.

Bemeerkning. Beviset for eksistens af Lebesgue-Stieltjes mal pa R er sendret lidt,
da noterne, som allerede naevnt, kun behandler malkonstruktion via ydre mal.

Afsnittene Lebesgue malet pa R" og Transformation af taetheder har in-
gen direkte pendant i bogen, men den formulerede transformationssaetning er et
specialtilfeelde af en generel seetning, som findes i bind II.

Sandsynlighedsfelter og stokastiske funktioner henter stof fra sektionerne
2.1,2.7,2.8,2.14,4.1 og 4.2.
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Uafhaengighed henter stof fra sektionerne 2.3,2.4 og 2.5.

De store tals love I og IT henter stof fra sektionerne 4.7,4.8,4.9,4.11,4.12,4.13,
4.31,4.32,4.33,4.34 og 4.36.

Fordelingskonvergens henter stof fra sektionerne 5.15.2,5.3,5.4 og 5.9.

Kontinuitetetssaetningen for karakteristiske funktioner henter stof fra
sektionerne 5.5,5.6,5.8 og 5.10.

Den Centrale Graensevaerdisaetning henter stof fra sektionerne 5.16,5.21,
5.22 og 5.23.

Betingede middelvardier henter stof fra sektionerne 6.1,6.4,6.7,6.8,6.9,6.10
og 6.11.

Martingaler henter stof fra sektionerne 7.1,7.2,7.3,7.4,7.5,7.6,7.7,7.8,7.9,7.10
7.12,7.13,7.14,7.16 og 7.17.

Afsnittene Momentproblemet og Den flerdimensionale normalfordeling
skal ses samen med sektion 4.17 og sektion 4.22.
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