Konvergensformer.

[ dette afsnit indfgres i tilknytning til et givent malrum (F,&, ) tre konver-
gensformer for fglger af reelle malelige funktioner, og relationerne mellem dem
studeres. Begreberne defineres for reelle funktioner, men specielt de to fgrste
generaliserer uden videre til situationer, hvor funktionerne tager veerdier i et ge-
nerelt separabelt metrisk rum (5, d), blot skal | - — - | her erstattes af d(,-).
Notation. Lad (f,)n,>1 og f betegne elementer i M(E). Vi siger og skriver da

a) Konvergens p-n.o.
fo — f pn.o. hvis |fu(e) — f(e)] —n_oo 0 for p-n.a. e.
b) Konvergens i p-mal.
fo— f 1 p-mal hvis u(|fn — f]| > €) —n_0o 0 for alle € > 0.
c¢) Konvergens i p-p-middel (0 < p < 00).

fu — [ 1 p-p-middel hvis /|fn — flPdp —n—s 0.

(Hvis p = 1 siges kort p-middel, og hvis p = 2 bruges ofte vendingen p-kvadratisk
middel.)

For alle tre konvergensformer betyder vendingen ’lim,, f,, eksisterer’, at der findes
et fiM(E),saat f, — f pa den relevante facon.

Da R er et vektorrum, og vi derfor kan addere funktioner samt multiplicere med
en skalar, er det veerd at bemeaerke, at de tre konvergensformer alle harmonerer
med den lineaere struktur, idet en linearkombination af konvergente fglger konver-
gerer mod den tilsvarende linearkombination af greenseveerdierne. Ligeledes kan
vi give mening til en uendelig sum, idet dette som ssedvanligt oversaettes til et
sporgsmal om konvergens af den tilhgrende afsnitsfglge.

Graenseveerdierne er entydigt bestemt p-n.o. for hver af de tre konvergensformer.
For betegner — enten konvergens p-n.o., u-mal eller p-p-middel, geelder

fo— fog fn—9 = f=gpuno.

Dette er abenbart for konvergens p-n.o., hvorimod det for de to andre kraever et
argument baseret pa trekantsuligheden. F.eks. har vi for alle ¢ > 0 ogn > 1 at

p(lg — fl =€) < pullg = ful > €/2) + pllfu — f] > €/2),

hvoraf greenseovergangen n — oo viser, at u(|lg — f| > €) = 0 for ethvert € > 0,
og dermed f = g p-n.o. For konvergens i p-middel ses tilsvarende, at

Jlo =117 du <2 [1g = ful? dut27 [ 1fa = 117 i = 0

d.v.s. [|g — f|P du = 0, hvilket igen betyder, at f = g p-n.o..

Det naeste resultat beskriver relationerne mellem de indfgrte konvergensformer.
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Proposition 10 Lad (E, &, p) betegne et malrum og lad p > 0 samt elementer
(fa)n>1 09 f i M(E) vere givet. Da gelder

1) fo— f @ p-p-middel = f, — f i pu-mal.

2) fo— [ i p-mal = 3 (ng)r>1 delfolge sa at f,, — f p-n.o.
Huis pu er et endeligt mal, d.v.s. u(E) < oo, gelder yderligere
3) fo— f p-no= f,— fip-mal

4) fo — f i pu-p-middel = f, — f i p-r-middel for 0 <r < p.

Bevis. 4) folger af Korollaret til Jensen’s ulighed, og da ifslge Markov’s ulighed

Wl fu—f1 =€) < e‘p/|fn — P dp

for alle n og € er 1) ligeledes klar. Vi mangler derfor kun at vise 2) og 3).
3) Hvis f,(e) — f(e) holder uligheden |f,(e) — f(e)| > € > 0 hgjst endelig mange
gange, d.v.s.

u(ﬁ D{]fk—f\ >¢€})=0 for ethvert e > 0.

n=1k=n

Da p er et endeligt mal, geelder derfor for alle € > 0, at

plfa = F12 0 < p(U{Ife = f1 2 ) Lnmoo u(() U{lFi = f1 = €}) =0.
k=n n=1k=n
2) Seet Ay = {|f — fu.| > 1/k} for E > 1. Der findes en delfglge (ny)i>1, sa
at p(Ag) < 27F for k > 1. Ifglge Borel Cantelli Lemmaet er lim supy, Ay derfor
en p-nulmeengde, hvilket netop er det gnskede, thi hvis e ¢ limsup, Ay holder
uligheden

for alle paneer hgjst endelig mange k, d.v.s. fra et vist trin at regne. &

1) og 2) viser, at for bade p-n.o., y-mal eller p-p-middel konvergens gaelder, at

fo—f og fn>¢g pmno.forallen = f>g pn.o.

Proposition 10 indeholder alle alment gaeldende implikationer mellem de indfgrte
konvergensformer. Men som Lebesgue’s Saetning viser, er det under visse om-
steendigheder muligt at slutte konvergens i middel ud fra konvergens n.o. Dette
aspekt vil vi nu undersgge neermere. Hertil far vi brug for et nyt begreb nemlig
uniform integrabilitet. Uniform integrabilitet kan defineres i vilkarlige malrum,
se Hoffmann afsnit 3.22, men da vi kun skal ggre brug af det i sandsynlighedsfel-
ter, koncentrerer vi os om endelige malrum, hvor tingene er simplere.
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Definition. Lad (F,&, u) betegne et endeligt malrum. En delmeengde H C
L' () siges at veere p-uniformt integrabel hvis

Ve>03K >0: sup |f|dp <.
fer HIfIZK}

Bemaerk at H C L'(u) er p-uniformt integrabel, hvis og kun hvis {|f|| f € H}
er p-uniformt integrabel.

Dvelse16. Vis at H C L'(p) er p-uniformt integrabel, hvis H er en endelig
maengde eller mere generelt hvis |f] < g for alle f € H for et g € L*(p).

Dvelse 17. Vis at H C L'(u) er p-uniformt integrabel, hvis og kun hvis der for
ethvert € > 0 findes et M, < oo, sa at H C B (M,) + Bi(¢), hvor for alle r > 0

Boo(r) :={f € M(E)[|f] <7 pm.0.} og Bi(r):={f € M()] /Ifldu <r}.

I beviset for hovedsaetningen benyttes en alternativ beskrivelse af uniform integra-
bilitet. Kriteriet er inspireret af falgende kontinuitetsprincip, hvis bevis overlades
til laeseren.

e :>/d< 1'/d:0.
f () |fldp < oo og u(hlﬂOAf“

Lemma 10 Lad (E, &, 1) betegne et endeligt malrum. En delmaengde H C L*(p)
er p-uniformt integrabel hvis og kun huvis

i) sup/|f|du<oo og i) Ve>036>0: sup/]f|d,u§ehvis,u(A)§5.
fer ferJA

D.v.s. H er uniformt integrabel, hvis og kun hvis H er begreenset i L', og inte-
gralet over en given mangde er lille uniformt for funktioner 1 H, hvis pu-malet af
mangden er lille nok.

Korollar 1 Hvis Hy, Hy C L*(u) er p-uniformt integrable er ligeledes Hy U Ho,
Hy+Ha = {f1 +f2’fi eH;i= 1,2} 0g {g S Ll(u)‘ﬂf eH: ]g] < ’f| ,u—n.o.}

p-uniformt integrable.

Korollar 2 Lad (f,)n>1 betegne elementer i L*(p). Da er {f,|n > 1} uniformt
integrabel, hvis f, — 0 i p-middel.

Bevis. Antag at H er p-uniformt integrabel. For alle K > 0 og f € ‘H geelder for
ethvert A € £

d g/ d +/ A < K - u(A) + du.
J 151 e it [Pl < KA+ [l

Da der i fglge den uniforme integrabilitet findes et K; > 0, sa at sidste led er
mindre end 1, ses ved at s®tte A = F | at H er begraenset i L'(p), idet

sup [ 1f]dp < Ky u(B) +1 < o0
feH
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og hvis vi for givet e veelger K. sa at supjey [(p>x.y [f1dp < €/2 geelder for
A€ & med pu(A) < €¢/(2K,) at

d:/ d+/ du < K. - u(A) +¢/2 < e
J 1 d e Mt [l 1(A) +e/

for alle f € 'H. For at vise den manglende del af Proposition 10 lader vi for givet
€ > 0 ¢ vaere bestemt i h.h.t.ii). Markov’s Ulighed

w12 K) < = [17]du < sup [ |f]ds/ K for f € N

viser, at vi kan bestemme et K. > 0, sa at sup ey p(|f| = Kc) < 0 og dermed
pr.valg af 0

Sup/ Ifldp <e. <
fer HIfIZzKe}

Korollar 1 overlades til leeseren. Betragt derfor Korollar 2. Da lim,, [ |f,|du =0
folger 1) umiddelbart, da enhver konvergent reel talfplge specielt er begraenset.
For alle ng > 10g A € £ er

sup/A|fn|du§ sup A|fn|du+sup/|fn|dy§[42|fn]du+sup | f| dpa.
n n=1

1<n<ng n>ng n>ng

Dette viser ii). Thi givet € > 0 bestemmes et ng, sa at sidste led er mindre end
€/2, hvorefter integrabiliteteten af >1'%, |f,,| sikrer, at vi kan vaelge § > 0, sa at

sup/ |fuldu <€ hvis u(A) <6. <
n JA

Saetning 6 Lad (E, &, u) betegne et endeligt malrum og (fn)n>1 09 f elementer
i M(E). Flg. pastande er da ekvivalente.

a) fo— f @ p-mal og {fn|n > 1} er p-uniformt integrabel.

b) (fn)n>1 09 f er elementer i L'(u) og f,, — f i p-middel.
Korollar For ethvert p > 0 er flg. pastande ligeledes akvivalente.
a)y fo— [ i p-mal og {|fn|"|n > 1} er p-uniformt integrabel.
b)p (fu)n>1 0g f er elementer i LP(u) og f, — f i p-p-middel.

Bevis for seetningen. b) = a): Konvergensen f,, — f i y-mal er vist i Proposition
10, og da
fo — f1p-middel < (f, — f) — 01 p-middel

er {f, — f|n > 1} ifolge Korollar 2 ovenfor uniformt integrabel, og derfor ifplge
Korollar 1 ogsa {f,|n > 1} da

|ful < |fu— fI+|f] for allen > 1.
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a) = b): Ifplge Proposition 10 punkt 2 findes der en delflge (ng)g>1, sa at | f,, | —
|f| p-n.o.og dermed f € L*(u), da

/|f| dp < limkinf/ | fal dp < Sgp/ | ful dp < o0

ifgplge Fatou’s Lemma. Korollar 1 og ulighederne | f— f,,| < |f|+| /5| for n > 1 viser
derfor, at {f — f.|n > 1} er p-uniformt integrabel. Men for ethvert 0 < € < K

et [ |fu — f| dp lig med

/{Ifnf|<6} = Fl g {e<|fn—fI<K} o = Fldp {fn—fI>K} o = Fl g

<e-p(B)+ K- p(lfu— f1 =€)+ sup [fo = fldp.
n {|fn_f|>K}

Heraf ses nu, at f,, — f i p-middel. Thi for € og K valgt, sa at forste og tredie
led er sa lille som gnsket, konvergerer det midterste mod 0 ifglge antagelsen om
konvergens i mal. <&

Bevis for korollaret. Lad p > 0 veere givet. Antag b),. Konvergensen f, — f i
p-mal er vist i Proposition 10, og da

fa — f1p-p-middel < |f, — f|P — 01 p-middel
er {|fn — f|?|n > 1} uniformt integrabel, og derfor ogsa {|f.|P |n > 1} da
|ful? < 2P|fn — fIP+2P|f|P for allen > 1.

Antag omvendt a),. Ifglge Proposition 10 findes der en delfplge (nj)r>1, sa at
| fri|? — | f| pn.0.0g dermed f € LP(p) da

J 11 dp < vimint [ {fo " dpe < sup [ £, dp < oc.

Ulighederne | f— f,,[? < 2P (| f|P+|fn|P) for n > 1 viser derfor, at {|f— f,|[P |n > 1}
er pu-uniformt integrabe; og da

H(’f - fn’p > 6) = ,u(‘f - fn‘ > el/p) —n—oo 0
for alle € har vi alt i alt
{If = ful?|n > 1} uniformt integrabel og |f — fn|P — 01 p-mal.

Pastanden fglger nu umiddelbart af seetningen. <&

Seetning 6 gor det interessant at kunne afggre, om en given maengde af funktioner
er uniformt integrabel. I denne sammenhaeng er flg. resultat nyttigt.
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Proposition 11 Lad (E, &, 1) betegne et endeligt malrum. H C L*(u) er p-u-
niformt integrabel, hvis der findes en funktion ¢ : Ry — R, sa at

lim 2/¢(x) =0 og sup [ (|f])du < oo.
feH

F.eks. er H p-uniformt integrabel, hvis H er begranset i L*(u) for et a > 1, d.v.s.
sup/|f|°‘dﬂ < 0.
feH

Bevis. Positiviteten af integralet sikrer for ethvert K > 0 og ethvert f € H, at

/] x
flan= [ FI) - =g die < sup —— [ (1)) dp
/{|f>K}| U= Jugory PV 0 = 2R oy  #UID
hvilket viser det gnskede, da limg_.o sup,- 5 z/¢(z) = 0. &

Det naeste resultat, der geelder i vilkarlige malrum, anviser et andet seet af betin-
gelser, der sikrer konvergens i middel ud fra punktvis konvergens. Der gelder et
tilsvarende resultat for konvergens i p-p-middel for ethvert p > 0.

Saetning 7 Scheffe’s Lemma.
Lad (E, &, i) betegne et malrum og (fn)n>1 09 f givne elementer i L'(u), sa at
fn — f p-n.o.eller f, — f pw-mal. Da gelder

fo— f i p-middel < lirrln/|fn|du:/|f|du.

Bevis. Implikationen =, som fglger af uligheden | |f| — |f.|| < |f — fal, udnytter
hverken, at f,, — f p-n.o.eller f, — f p-mal.

Hvad angar <) behandles kun n.o.-tilfeeldet, da mal-tilfeeldet kan udledes heraf
ved et delfplgeargument baseret pa Proposition 10 punkt 2). Skriv for n > 1

Jo =T Ypa<ary T fo Lppi<ifaly 7= 9n + b

Det er nu nok at vise, at g, — f og h, — 0 i p-middel. Antagelsen f, — f u-
n.o. sikrer sammen med definitionen, at

Gn — [ pn.o. og  |gn| < 2|f]

og dermed ifplge Lebesgue’s Seetning, at g, — f i g-middel. Men da ogsa |f,| =
|gn| + || fas ved integration og brug af den netop viste implikation, at

[l = [ gl dye= [lgnldn— [1f1dp= [1f1du=o0.
D.v.s. h, — 01 p-middel. <&

Vi afslutter kapitlet med at se lidt nsermere pa konvergens i mal. Resultaterne
formuleres for reelle funktioner, men geelder 'usendret’ for funktioner med vaerdier
i et fuldsteendigt separabelt metrisk rum (S, d).
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Lemma 11 Lad (E,&, ) betegne et malrum og (fn)n>1 en folge af elementer i
M(E). Da gelder flg. pastande.

a) Hvis der findes en folge (€,)n>1 C Ry, sa at
zen <00 og Z”Ofn - fn+1| Z En) < 00,

eksisterer der et f € M(E), sa at f, — f p-n.o.og i p-mal.
b) frn — 0 u-n.o.og i u-mal hvis der findes en folge (€,)n>1 € Ry sa at

€ — 0 0og Y u|fal =€) < o0

Bevis. a) Definer
Ay ={|fa — fos1] = €en} forn>1.

Antagelserne og det forste Borel-Cantelli Lemma viser, at p(limsup,, A,) = 0, og
for e ¢ limsup,, A, er |fn(e) — fur1(e)| < e, fra et vist trin at regne, d.v.s.

2 €)= fara(e)] < oo,

hvilket ifplge fuldsteendigheden af R sikrer at talfolgen (f,,(e)),>1 er konvergent
i R. D.v.s.lim, f,(e) eksisterer i R for y-n.a.e. Lad f betegne det i Lemma 5
definerede f... f er da malelig, og det netop viste betyder, at f, — f p-n.o. For
at vise at der ogsa er konvergens i y-mal, lader vi € > 0 veere givet, og ng veelges,
sa at Y psp, € < € Da fi — f p-n.o. geelder for alle n

’fn - f‘ = h]gn |fn - fkl < Z |fk — fk+1’ U-1n.0.,
k=n
d.v.s.for n > ng er

w(|fo = fI > €) < u(D | fr = feral > €)
k=n

< 1Al = fenal > @) < 32 0l — Fonal > ) — e 0,
k=n

k=n
hvoraf konvergensen i pu-mal fglger.
b) Definer A,, := {|f.| > €.} for n > 1. Igen er p(limsup, A,) =0, og da

{n>1||fu(e)] > €} er endelig

for ethvert e ¢ limsup,, A, folger, at f,,(e) — 0 for alle e ¢ limsup,, A,, og dermed
pu-n.o. Konvergensen i p-mal er abenbar, da

hm (] fu] =2 €) <lmp([fo| = €,) =0 forallee>0. <

Vi er nu i stand til at vise, at konvergens i mal samt p-middel for en folge (f,,)n>1
kan afggres uden forhandskendskab til en eventuel graensevaerdi. Der gaelder nem-
lig folgende fuldsteendighedsudsagn.
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Proposition 12 Lad (E,E, p) betegne et malrum og lad (fn)n>1 betegne en folge
af elementer i M(E). Da eksisterer lim,, f,, i u-mal hvis

lim wp(|fn — fm| =€) =0 for alle e > 0.

Bevis. Antagelserne sikrer eksistens af en delfglge (ng)r>1, sa at
(| frp — fin] = 27%) < 27% for alle m > ny, og alle k > 1,

d.v.s. specielt
(] fry, = Frgal = 27F) < 27% for alle k > 1.

Ifplge Lemma 11 findes der derfor et f i M(E), sa at f,, — f p-n.o.ogi p-mal.
Dette er graensefunktionen, vi sgger, thi givet ¢, > 0 kan vi veelge et k, sa at

278 < (€N6)/2 og pllf — farl > €/2) < 6/2;

og for ethvert m > ny geelder derfor

:u(|f - fm| > 6) S ;u(lfnk _fm| > 6/2) +;u(|f - fnk| > 6/2)

< (| fr = ol > 27F) +6/2 <27+ 6/2 <6,
hvilket viser den gnskede konvergens. O

Korollar Lad (E, €&, ) betegne et malrum og lad (f,)n>1 betegne en folge af ele-
menter i M(E). For ethvert p > 0 eksisterer lim,, f,, i u-p-middel, hvis

lim /|fn — falPdu=o0.

m,n— o0

Bevis. Markov’s ulighed viser, at (f,,),>1 opfylder betingelsen i Proposition 12,
og propositionerne 10 og 12 sikrer derfor eksistensen af et f € M(E) og en delfplge
(ng), sa at f,, — f p-n.o. Heraf fas ved brug af Fatou’s Lemma at for n > 1 er

J1f = £ du timint [1£,, — fulf dp < swp [ 15 Ful d

hvilket ifglge antagelsen giver det gnskede resultat. &

Konvergens i mal er pr. definition et spgrgsmal om, at bestemte maengder har lille
mal. Det er derfor klart ud fra tidligere overvejelserne om indbyrdes kontinui-
tet af mal, at konvergens i mal er sammenfaldende for ackvivalente endelige mal.
D.v.s. hvis p1 og us er to aekvivalente endelige mal pa (E, ), sa konvergerer en
folge (fn)n>1 1 pi-mal, hvis og kun hvis den konvergerer i pio-mal. Det tilsvarende
geelder naturligvis ogsa for konvergens n.o., hvorimod situationen er mere kom-
pliceret for konvergens i p-middel.
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Til slut skal det naevnes, at konvergens i mal er metrisk, d.v.s.svarer til konver-
gens i en metrik. Denne egenskab, der er vigtig i mange bevissammenhaenge,
geelder ogsa for konvergens i p-middel, men derimod ikke for konvergens n.o. Da
vi primeaert skal beskaeftige os med konvergens i mal i forbindelse med sandsynlig-
hedsmal, ngjes vi med flg. overvejelser. Definer

dolf.9) = [1f =gl Aldp for f,g € M(E).

En simpel overvejelse viser, at hvis p er et endeligt mal, er der herved defineret
en metrik (pseudo) pa M(E). Trekantsuligheden beror pa, at

(x4+y)AN1<zAl4+yAl forallex,ye Ry,
og dermed |z —y| A1 <|z—2z|A1l+|z—y| A1l foralle z,y,z € R.
Der gelder nu flg. resultat.
Lemma 12 Lad (E, &, ) betegne et endeligt malrum og lad (f,)n>1 09 f betegne
elementer i M(E). Da galder
fo= £ i pemil & do(f, fa) —ne 0 & [ 1f = ful ALdp = 0.

Bevis. Da
fo— fipmal = |f— fo] A1 —0 ip-mal

og {|f—fulA1l|n > 1} er uniform integrabel, da funktionerne alle er domineret af
1, folger = umiddelbart af Seetning 6. Den anden implikation folger af Markov’s
ulighed. For da x — x A1 er voksende pa R, gaelder for ethvert € > 0 og ethvert
n, at

u(|fn—f!2e)§u<|fn—f|A12eA1)g(eAl)‘lf\fn—fMldu- <

Bemeerkning. x — x A1 kan erstattes af enhver anden begraenset, voksende kon-
kav funktion, som er 01 0. F.eks. z — arctanz eller z — x/(1 + x).

Som en simpel anvendelse af Lemma 12 vises flg. resultat.

Proposition 13 Lad (E, &, p) betegne et endeligt malrum og lad (fn)n>1 09 f
betegne elementer 1 M(E), sa at f, — f i pu-mal. Da konvergerer ¥(f,) — ¥ (f)
i pw-mal for enhver kontinuert funktion v : R — R, og konvergensen sker ogsa i
w-1-middel, hvis enten ¢ er begranset, eller (V(f,))n>1 er p-uniformt integrabel.

Bevis. Lad 1 betegne en kontinuert reel funktion. Ifglge Lemma 12 skal vi vise

do(¥ (). () — 0 for n — ox.
Men gaelder dette ikke, eksisterer der et € > 0 og en delfplge (ng)r>1, sa at

do(Y(fn,.), ¥(f)) > € for alle k >1
samt ifglge Proposition 10 en yderligere delfglge (k;);>1, sa at
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fnkl — [ p-n.o., og dermed W(fnkl) —(f)] A1 — 0 pn.o.,

da 1) er kontinuert. Ifglge Lebesgue’s Seetning konvergerer derfor

Ao s 0(1) = [ [0(fu) = 0 ALdi =0 for 1 — o0,

hvilket strider mod valget af delfglgen (ng)g>1. Hvis ¢ yderligere er begraenset,
eller (¢(fn))n>1 er uniformt integrabel, er

{l(fn) —(f)||n > 1} p-uniformt integrabel,

og da, som netop vist,

[¥(fn) = ()] = 01 p-mal,

folger resten af Seetning 6. &

Bemeerk at beviset kun udnytter, at ¢ er kontinuert ps-n.o., d.v.s. at maengden
af punkter, hvori ¢ ikke er kontinuert, er en pp-nulmeengde. /15 er her billedmalet
dannet ud fra p og f.

Laeseren opfordres i denne forbindelse til at overveje, at for enhver Borel funktion
h: R — R er maengden af diskontinuitetspunkter, d.v.s.

{z € R|h ikke kontinuert i x},

en teellelig foreningsmeengde af lukkede maengder, d.v.s. specielt en Borel maengde.
Overgang til komplementet viser derfor, at

Ch, := {z € R|h kontinuert i x}

er et talleligt gennemsnit af abne maengder.
Vink til et bevis. Vis og udnyt at et punkt x er et diskontinuitetspunkt for h,
hvis og kun hvis

dm>1,Vn>13z,yeR: |z —y|V]x—z <1/nog|h(y) —h(z)| > 1/m.

Lad mig endnu en gang understrege at hovedparten af det, der i dette afsnit er
sagt om reelle funktioner, kan ved at udskifte |-—-| med d(-, -) usgendret oversaettes
til funktioner, som tager veerdier i et separabelt metrisk rum (5, d). Dette gaelder
blandt andet Lemma 12 og dermed Proposition 13, hvilket specielt viser, at kon-
vergens i p-mal af stokastiske funktioner med veerdier i et separabelt metrisk rum
(S, d) bibeholdes ved overgang til en sckvivalent metrik. D.v.s. konvergens i p-mal
afhaenger ikke eksplicit af den valgte metrik.
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LP-rum.

I dette afsnit vil vi ganske kort se naermere pa LP-rummene med seerlig veegt
pa L?. Lad derfor (E, &, 1) betegne et givent maleligt rum. Vi har tidligere for
ethvert p > 0 indfert

LP(n) = {f € M(E)| [ 177 du < oo},
og vi observerede, at LP(u) er et vektorrum, d.v.s.
af +bg € LP(u) hvis f,g € LP(u) og a,b € R.

For ethvert p > 1 og f € LP(u) definerer

1= ([ 1 an)”

et reelt tal kaldet LP(u)-normen af f, og ifglge integralets homogenitet og Min-
kowski’s ulighed geelder, at

D) |lafll, = la|- || fll, for f € LP(u) og a € R. (homogenitet)
2N+l < fllp+ llgll, for f,g € LP(n). (trekantsuligheden)
3) Ifll, =0 < f=0 pno.

For p > 1 kan vi derfor definere en pseudometrik pa L”(u) ved fastseettelsen

dp(fr9) = If —gll, for f,g € LP(u).

Som allerede naevnt geelder 2) ikke for 0 < p < 1. Men da funktionen z +— 2P er
subadditiv pa Ry, d.v.s. (z4y)? < 2P +yP, kan vi tilsvarende for ethvert p €0, 1]
definere en pseudometrik pa LP(u) ved fastsettelsen

d(f.9) = [1f =gl du for f.g € L(n).

Som det er seedvane i metriske rum, siges en folge (f,,)n>1 € LP(u) at veere kon-
vergent 1 LP(u) med greenseveerdi f € LP(u), normalt betegnet f, — f 1 LP(u),
hvis

h?{n dp(f, fn) =0.

En folge (fn)n>1 € LP(p) siges kort at vaere konvergent i LP(u), hvis der findes et
f e LP(u),saat f, — filLP(u), og den siges at veere en LP-Cauchy-folge, hvis

lim d,(fm, fn) = lign sup dp(fm, fn) = 0.

n,m—00 m>n
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Trekantsuligheden viser, at enhver konvergent fglge er en Cauchy-fglge, samt at
enhver LP-Cauchy-folge (f,)n>1 er begrenset i LP(u), d.v.s.

sup [ £l dp < o,

Mere praecist geelder
(fn)n>1 LP -Cauchy-folge = liyrln/ | fu|P du eksisterer i R

eller &kvivalent, da R er fuldsteendig, at integralfglgen er en reel Cauchy-fglge,
thiforO<p<1ler

[Vl = [ 1ful? dl < [ 10 = Sl di
ifglge subadditiviteten, og for p > 1 viser Minkowski’s ulighed, at
[flly = N fmllp | < Wfn = Finllp-

Tilsvarende geelder at f, — f i LP(u) = |fu|? — |f|P 1 p-middel og derfor

tim [ £l = [ 1F17dp s f, = £ 3 D(n).

Specielt | full, = || fllps hvis fu — f i L(1) for p > 1.

For p <1 er dette igen en fglge af subadditiviteten af x — 2P, hvorimod man for
p > 1 far brug for Holder’s ulighed samt flg. konsekvens af Middelveerdisaetningen

Nl = ylP | <p- (el + |y - |z —y| z,yeR.

Konvergensbegrebet hgrende til metrikken d, er tydeligvis identisk med kon-
vergens i pu-p-middel, og korollaret til Proposition 12 viser derfor, at LP(u) er
fuldsteendig, d.v.s.enhver LP-Cauchy-folge er konvergent i LP(u). Dette vigtige
resultat formuleres som en selvstaendig seetning.

Saetning 8 Lad 0 < p < oo veere givet. Enhver LP-Cauchy folge (fn)n>1 € LP(1)
er da konvergent i LP ().

Bevis. Korollaret til Proposition 12 viser eksistensen af et f i M(E), sa at f, —
f p-p-middel, og f ligger i LP(u), thi for ethvert n > 1 er

/|f|pdu§2p/|fn|pdg+2p/|f—fn|pdu. o

Korollar Lad p > 1 og (fn)n>1 € LP(1) veere givet. Da geelder

S I fallp <o = > fn konvergent i LP(yu).

n=1 n=1
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Bevis. Minkowski’s ulighed viser, at afsnitssummerne (}3_; fi)n>1 udgoer en LP-
Cauchy-folge, og rackken er derfor konvergent. <&

Det bor naevnes, at der ogsa findes et L>(x) med en pseudometrik dy(-,-). Vi
ngjes med blot at give de relevante definitioner.

L=(p) = A{f e M(£) |30 < c<oo: pullf] >¢) =0},

doo(f, 9) == nf{c > 0 pu(|f —g| > c) =0} for f,g € L=(n).

Tilfeeldet p = 2 er specielt vigtigt, thi ifslge Cauchy-Schwarz’s ulighed definerer
fastsaettelsen

<fog>= [ gdu for f.g € L*(n).

en positiv, symmetrisk bilineser form pa L?(u). < -,- > er altsa et sakaldt ska-
larprodukt eller rettere et pseudo skalarprodukt, idet < f, f >= 0 kun betyder,
at f =0 p-n.o.

Cauchy-Schwarz’s ulighed viser, at < -,- > er separat kontinuert, d.v.s.

Vel (p): lim< fg,>=<fg> hvisg,—gilLl*pn).

Endvidere er < -, - > nert forbundet med L?(x)-normen, da

Iflle=+/< f, f> foralle f € L*(u),

| - ||2 er altsa den til skalarproduktet < -,- > tilknyttede norm, og da || - ||, er
fuldsteendig, er L? (1) dermed et sakaldt Hilbert rum, d.v.s. et vektorrum udstyret
med en fuldsteendig norm stammende fra et skalarprodukt.

Eksistensen af et underliggende skalarprodukt gor det muligt at overfgre det fra
R" kendte orthogonalitetsbegreb til L?(1).

Definition. f,g € L?(u) kaldes orthogonale, betegnet f L g, hvis < f, g >= 0.
Som det er seedvane defineres V4 := {h € L?(u) | h L g for alle g € V'} for enhver
delmeengde V af L?(u). Folgende resultat er vel kendt i R™.

Proposition 14 For f,g € L*(n) gelder

Pythagoras: |[|f+gl3 = I[lflI3+ g3 hvis f Lg.

Parallelogramreglen: | f +g[3+ [If —gl3 =2- [/l + 2 [lgll3.

Bevis. Opskriv || - ||3 ved hjeelp af < -,- > og udnyt bilineariteten. &
Som en vigtig anvendelse heraf udledes fglgende resultat.

Saetning 9 Projektionssatningen.
Lad V' C L*(u) vere et lukket underrum, d.v.s. lukket under addition, multipli-
kation med skalar samt konvergens i kvadratisk middel (enhver folge i V', som er
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konvergent i kvadratisk middel, konvergerer mod et punkt i V). Da findes der til
ethvert f i L*(u) et element fy € V, sd at

f=feVt og If = fvlla= glg‘f/ 1f = glla-
fv er entydigt bestemt p-n.o. og kaldes f’s orthogonale projektion pa V.
Bevis. Lad f € L?(u) veaere givet og veelg en folge (f,,)n>1 C V, sa at
c:= inf |If = gllz =lm|lf = full2-
Bemeerk at ¢ < oo. Ved hjeelp af parallelogramreglen har vi for alle n,m > 1

1f = fulz 1 = fullz =2 1f = (a4 fu) /202 + 2 1(fa = fin) /2113

d.v.s.
1fo = FnlB =2 (I1F = Fal3+1F = Full3 =21 = (fu + fun) /213) -

Men da %( fo+ fm) €V, da V er et vektorrum og derfor specielt konveks, er

1
15 = 5+ f)l3 = & for alle n,m,

hvoraf fas, at lim,,, ||fn — fmll2 er lig 0, d.v.s. (fn)n>1 er en L:-Cauchy-fglge.
Fglgen er derfor konvergent i L?(u), og da V er lukket under konvergens i kva-
dratisk middel, er der en greenseveerdi fi i V. Dette viser seetningens forste del,
for som tidligere bemaerket sikrer Minkowski’s ulighed, at

If = frlle =lm|[f = full = c.

Bemeerk at vi kun udnyttede, at V' var lukket og konveks (endog kun f,g € V =
(f+g)/2 € V). Disse to egenskaber sikrer ogsa entydigheden, thi hvis fy og fv
i V begge realiserer minimalafstanden ¢, fas af parallelogramreglen

A <f =120 + fo)ll =2+ If = fr)/213 + 2+ I(f = fvr)/2113
= = F) /215 = = I(fv = fr)/21I3 < &,

dvs. ||fv — fv]|2 = 0 og dermed fyy = fi p-n.o. For at vise orthogonaliteten
lader vi g € V' veere givet. Da V er et underrum, er fiy +t-g € V for allet € R,
og 0 er dermed minimumspunkt for andengrads polynomiet

tf = (fv+t-9lz=If = iz =2t < f = fv.g >+ |lgl3,

hvilket betyder, at < f — fi/, g >= 0, og dermed den gnskede orthogonalitet. <
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Ovelse 18. Lad G betegne en del o-algebra i £, d.v.s.G er en c-algebra i F og
G C €. Vis at
L*(u,G) == {g € L*(11) | g er G-malelig}

er et underrum i L?(i), som opfylder betingelserne i Projektionssaetningen.
Antag yderligere at p er et endeligt mal. Vis ved at udnytte at 14 € L*(u, G) for
alle A € G, at der til ethvert f € L?(u) findes netop et (entydigheden er op til
p-n.0.) element fg € L?(u,G), sa at

/fd,u:/fgdu foralle Ac G. O
A A

Ovelse 19. Vis at underrummet V' := span(fi,..., f,) opfylder betingelserne i
Projektionssaetningen for ethvert endeligt seet f1, ..., f, af elementer i L*(p). O

Kombineres Phytagoras og fuldsteendigheden fas folgende seerdeles nyttige udsagn
om konvergens i L?(x). Sammenlign med korollaret til Seetning 8.

Lemma 13 Lad (f,)n>1 C L*(11) veere givet, sa at f, 'erne er parvis orthogonale,
dv.s. f, L fou form#m. Da er

Z fn konvergent i L*(u) < Z | full3 < o0.
n=1

n=1
Bevis. Ifglge Pythagoras har vi for alle n < m
IDfe=2 Sz =11 > fullz= D0 Wfllz = Do MAellz = D2 1l
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1
Heraf fas pastanden umiddelbart, da konvergens i L?*(u) og R er fuldsteendig. <

Korollar Lad (f,)n>1 € L*(1) veere givet, sa at fr L (fur1 — fu) for alle 1 <
k <n. Da er (f,)n>1 konvergent i L*(u), hvis og kun hvis sup,, || fa|l2 < oo.

Bevis. Benyt Lemma 13 pa (g,)n>1, hvor g1 = f1 0g gk = fern — fe k>2. O

Monoton konvergens viser sammen med Lemma 6, at de ikke-negative simple
funktioner S(&) er teet i L' (u), d.v.s.

Vfe L' () Ye>03g€SE)NL () : If =gl <e

Ved opsplitning i positiv og negativ del samt brug af trekantsuligheden folger
derfor, at S(€) er teet i L'(u), d.v.s.

VfeLl(u)Ve>03gesSE)NL(uw): |f—glh <e

|14 —1gl1 = W(AAB) for A,B€€&
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viser Ovelse 13, at hvis A C £ er en algebra, som frembringer £, sa er ogsa S(.A)
teet 1 L' (), hvor

S(A) :=span{14| A € A}.
D.v.s. hvis € er teellelig frembragt og derfor pa formen o(.A) for en teellelig algebra
A, sa er L'(p) seperabel, idet den teellelige maengde

n

{Z@i'lx‘li

=1

nZl,OéZ‘EQ,AZ'GA}

er teet 1 L'(p).

Det er ofte vigtigt at vide, at en bestemt maengde af 'paene’ funktioner et taet
i L'(p). T denne forbindelse er flg. resultat interessant. Bemaerk at R og mere
generelt R"™ udstyret med Lebesgue malet opfylder betingelserne.

Proposition 15 Lad (S, d) betegne et metrisk rum og pu et Borel mal pa S. Antag
at der findes en folge af voksende abne mangder (Uy,)n>1, sa at S = U, U, og
w(U,) < oo for alle n. Da er C(S), d.v.s. maengden af kontinuerte reelle funkti-
oner defineret pa S, tet i L'(p), d.v.s.

Vfe L (p) Ye>03ge C(S)NLY(p): [If —glh <e

Bevis. Da S(€) er teet i L'(u), viser trekantsuligheden, at det er nok at betragte
funktioner f € S(€)N L' (u), d.v.s. funktioner pa formen 3% | a;-14,, hvor 4; € £
og ((A;) < oo fori=1,...,k. Men da

k k k
1D ai-1a, =Y ai-1ano, = 1D ai- (La, — Laow,)lh
=1 =1 =1

k k
<D lail - 1a, = Lawalh = 3 lail - p(ANU),
i=1

i=1

ses, at vi uden tab af generalitet kan antage, at A; C U, for alle i for et ny > 1.
Lad nu € > 0 veere givet og szt a := sup; [a;|. Da uy,  er et endeligt Borel mal,
findes der ifglge Proposition 4 abne meengder (V;);=1. , sa at

_c
2ak’
Men for ethvert ¢ findes der en folge (gn.i)n>1 € C(S)+, sa at g,; T 1v;, f.eks.

A; CVi C Uy og u(Vi\A;) = o, (Vi\Ai) <

Gni: x—=n-d(z, V)AL

Bemeaerk at {g,;, = 1} = {z € V;|d(x, V) > 1/n}. Ifslge Monoton konvergens
findes der derfor et ny > 1, sa at

€
1.d—/n,~d <&
I/mu Gnyi Al Sk
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fori =1,... k, hvilket ved brug af trekantuligheden medfgrer, at

k k k k
1D ai-1a, = ai-gnyilh < 1D ai-la, =) ai-1y,
i=1 i=1 i=1 i=1

k k
1+ Zai'lw—zai'gm,i’h
i=1 i=1

k k
<3 laal - (VAN + S Jal | [ T = [ guisdnl < e
=1 =1

og dermed det gnskede resultat. &

Bemaerkning. Resultatet er formuleret for L'(u), men gaelder usendret for LP(p)
for ethvert p > 0.

Da Lebesgue malene er translationsinvariante kan man ved brug af Lebesgue’s

Saetning og Proposition 15 vise folgende interessante egenskab ved malrummet
(R™, B(R™), \,).

Korollar For ethvert p > 0 og ethvert f € LP()\,) er afbildningen
RSz f(-+2) € I'(\)

kontinuert, hvis R"™ udstyres med den sedvanlige Euklidiske metrik og LP(\,)
med d,(-, -)-metrikken.
Specielt findes der for ethvert A € B(R™) med A\,(A) >0 et e >0, sa at

b(0,e) CA-A={yeR"|y=2; —zy forz; € Ai=1,2}
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Radon-Nikodym’s Saetning.
Lad (E, &, u) betegne et o-endeligt malrum. Som tidligere omtalt definerer af-
bildningen

AH/g@
A

for ethvert g i M(E), et p-satureret sum-endeligt mal pa (E,&). T dette afsnit
vises omvendt, at der til ethvert v € m(F), som er p-satureret og sum-endelig,
svarer et g 1 M(€),, sa at

V(A):/Agd,u for alle A € £.

Teetheden g er som tidligere vist entydigt bestemt op til g-nulmeengder. Hvis v er
o-endelig kan g veelges i M(E) .. Resultatet, der specielt viser, at saturerethed og
absolut kontinuitet er det samme for g-endelige mal, formuleres som flg. seetning.

Saetning 10 Radon-Nikodym’s Saetning.
Lad (E, &, 1) betegne et o-endeligt malrum, og lad v veere et sum-endeligt mal pa
(E,E), sa at N,, CN,. Da eksisterer der et g i M(E) 4, sd at

y(A):/Agdu for alle A € €.

Bevis. Da v er sum-endelig og p-satureret, er v = >, v;, hvor v; er endelig og
p-satureret for alle ¢+ > 1. Har vi derfor vist, at v; = ¢;dp for alle 4, sikrer
ligheden v = Y, v; og integralets egenskaber, at 3", g; er en teethed for v m.h.t. p.
D.v.s.vi kan og vil antage, at v er et endeligt mal. Vi kan ligeledes antage, at p
er et endeligt mal. Thi da u er o-endeligt, findes der en overalt strengt positiv
funktion ¢ € L'(u). Et eksempel er

2—77/
S e a—
v 2;1+—M(Bn) b
hvor (B,)n>1 C € er valgt sa at E = U,, By, og u(B,,) < oo for ethvert n. Defineres
herudfra
a(A) = / pdu for alle A € &,
A

er i et endeligt mal pa (E, ), og v er fi-satureret, da i og u er eekvivalente. Kan
vi derfor vise eksistensen af en taethed g for v m.h.t. i, vil g - ¢ ifslge Seetning 4
veere en taethed for v m.h.t. p. Alt i alt drejer det sig altsa om at vise:

Til givne endelige mal y og v, hvor v er u-satureret, findes der et ikke-negativt
element g € L'(p), sd at

V(A):/Agd,u for alle A € &.
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Vi beviser forst pastanden under antagelsen, at & er teellelig frembragt, d.v.s.
F(An)nz1 €€ € =0((An)nz1)-

For alle n > 1 findes der som tidligere omtalt en endelig partition { B}, ..., B}
af F, sa at
o({As,..., A }) =c({B},...,By}),

og beskrivelsen af o-algebraen frembragt af en partition, (se side 5), viser, at for
ethvert n > 1og A€ o({A,..., A,}) er

ANB! =B eller 0 dvs. A= |J B

i: B, CA
Definer for ethvert n > 1(0/0 := 0)

_Z s
= 2 (@)

~1pn,
1

hvor m = p+v. Da0 < f, <1 for alle n, er (f,),>1 begreenset i L*(m), og for
ethvert 1 <1< n ogi < 2 er ifglge ovenstaende observation

2 v(BY)
L dm = J 10 d
o P =2 ) oy o
2 v(B})
= - .m(B;NB) = v(B") = v(Bh).
jz:l m(Bj) ’ j:Bz’?;Bl, ’

J =1

Ved linearitet fglger heraf, at for alle 1 <1 < n er

[ e fdm= [ i frsr dm.

dvs. fi L (fax1 — fu) 1 L*(m) for alle 1 <[ < n. Ifglge korollaret til Lemma 13
eksisterer lim,, f,, derfor i L?(m). Graensevaerdien, som betegnes f, kan naturligvis
antages at opfylde ulighederne 0 < f < 1.

For alle n > 1 og i < 2™ har vi derfor ifglge kontinuiteten af skalarproduktet, at
/ fdm =< f, 1pn >= lilHl<fl,]_B?l >= h}n/ fldm:y(BZ"),
B?L (3 (2 B(L

hvilket ved addition betyder, at

v(A) :/Afdm for alle A€ ) o({As,.... A}).
n=1
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De to endelige mal v og fdm stemmer altsa overens pa en algebra, som frem-
bringer £, og ifslge Proposition 2 er de derfor identiske. D.v.s.

V(A) = /A fdm foralle AcE,

hvilket, da m = pu + v, ogsa kan skrives som

/Afdu:/A(l—f)dy for alle A € &.
Ved at bruge dette for A = {f = 1} ses, at u(f = 1) = 0 og dermed v(f = 1) =0,
dvs.1—f=(1—f) 1<} v-n.o., hvoraf fas ved brug af Seetning 4, at

f
V(A) = /A ﬁ . ]_{f<1} d,u fOI' alle A € g

Eksistensen af en teethed for » m.h.t. u er hermed vist, forudsat at & er teellelig
frembragt. For at fjerne denne antagelse argumenteres som fglger.
Som netop set er det nok at vise, at der findes et f € L*(m), sa at 0 < f <1 og

V(A) = /A fdm foralle A€ €.

Som netop vist, findes der for enhver teellelig frembragt del o-algebra F i £ et
fre L*(m,F),saat 0< fr<1og

V(A) = /A frdm for alle A € F.

Velg nu en folge (F;);>1 af teellelig frembragte del o-algebraer i £, sa at
lim/f% dm = sup/f% dm < m(FE) < oo,
i F

hvor sup tages over alle teellelig frembragte del o-algebraer i £. Definer F* :=
o(Ui>1 Fi). Da F* er teellelig frembragt, har det mening at betragte fr-, og da
F; C F*er fr. og fr- — fr orthogonale i L?(m) for ethvert i, thi

[ 17 Ur = tr)dm= [ fr fredm= [ 5 frdm= [ frav= [ frdv =0,
Ifplge Pythagoras geelder derfor, at [ f7 dm < [ f#. dm for alle i og dermed

/fg:*dmzsup/f;-dm.
f

Men dette viser, at fr- er funktionen, vi sgger. Thi lad A € & vere givet. Da
o-algebraen F = o(F*, A) er tellelig frembragt og indeholder F*, vises som for,
at fr- og f#— fr+ er orthogonale i L?(m), men pa grund af maksimaliteten af
[ f#.dm ma der gelde fz— fr- =0 m-n.o., d.v.s.

V(A):/Affdm:/Afp dm.

Seetningen er hermed vist. &
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Konstruktion af mal.
Indtil nu har vi arbejdet under antagelsen, at malrummet (F, &, i), d.v.s. et ma-
leligt rum (F, &) udstyret med et mal p, pa forhand var givet. Men de eneste
mal, vi pa nuvaerende tidspunkt faktisk ved eksisterer, er sakaldte diskrete mal,
d.v.s. mal af typen

Zai -0y, hvor a; >0, z; € E.

I dette afsnit skal vi derfor beskaeftige os med eksistensen af mere interessante
mal som f.eks. Lebesgue malet pa R. Problemet, vi gnsker at lgse, kan formuleres
pa fglgende made:

Givet et system G af pene’ delmaengder af E indeholdende ) samt en funktion
pw: G — Ry, sdat u(0) =0. Hvorndr findes der da et mal pa o(G), som stemmer
overens med p pa G ? Eller kort, hvornar kan p udvides til et mal pa o(G)?

Set i lyset af Proposition 2 og det tilhgrende Korollar er situationen, hvor G er
stabil under endelig gennemsnit og indeholder en voksende folge (G),),>1 sa at
E =U,G, og u(G,) < oo for alle n, specielt vigtig, idet der her hgjst eksisterer
én udvidelse.

Vigtigt eksempel:
E=R, G§={]a,b]|—c0o<a<b< oo} og u(la,b])=>b-a.
Problemets lgsning ligger gemt i fglgende resultat af Carathéodory.

Saetning 11 Carathéodory’s Saetning.

Lad m betegne en ikke-negativ maengdefunktion defineret pa alle delmaengder af
E, dv.s. m:2E — Ry sd at m(0) = 0, og lad de sdikaldte m-mdlelige mangder
M(m) vere defineret ved

M(m) :={B € 2¥ |m(A) = m(AN B) + m(AN B°) for alle A € 2%},

M(m) er da en o-algebra og m et mal pa M(m), hvis m er voksende og tellelig
subadditiv.

Bemaerkning. Nedenstaende bevis viser, at M(m) altid er en algebra, og at m er
endelig additiv pa M(m).
Bemaerk endvidere at subadditiviteten af m sikrer, at B € 2F element i M(m),
hvis og kun hvis

m(A) > m(AN B)+ m(AN B°)
for ethvert A € 2¥ med m(A) < oo. Hvis m yderligere er voksende, indeholder
M(m) derfor alle m-nulmaengder, d.v.s. delmaengder B C E med m(B) = 0.

Bevis for Seetning 11. Definitionsligningen viser umiddelbart, at E, ) € M(m),
samt at denne er stabil under komplementeermeengde dannelse. Lad By og By i
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M(m) veere givet. Ved forst at udnytte at B; € M(m) og dernaest at By € M(m)
fas for ethvert A € 2F at

m(AN(ByUBy)) +m(AN (B U Bsy)°)
=m(AN(B1UBy)NBy)+m(AN (B UDBy) N BY)+m(AN (By U By)°)
=m(ANBy) +m(AN By N BY) + m(AN BN BS),

=m(AN By) +m(AN Bj) =m(A).

D.v.s. M(m) er en algebra. o-additiviten pa M(m) er simpel. Thi er (Bg)i>1 C
M(m) parvis disjunkte geelder for alle n > 1

Tn(LJ Eﬂ) LJ_Bker%,‘¥Tn LJ.ka713%
k=1 = k=1

m(By) +m() Be) = m(By) +m(By) + m(L) By) == 3 m(By).

k=2 k=3 k=1

og dermed hvis m er voksende

n

U By) > sup m U Bi) =sup Y_m(By) = im(Bk).

k=1 k=1 k=1 k

I
—

Hvis m er tellelig subadditiv ma der derfor geelde =, d.v.s.o-additivitet. Et
fuldsteendigt identisk argument viser, at for alle n > 1 0og A C E er

Wl(/4 LJ j{: /4fj lgk og ﬂ@(/&fﬁ LJ lgk j{: /4fj lgk
k=1 k=1 k=1 k=1

Vi mangler derfor kun at vise, at M(m) er stabil under teellelig disjunkt forening,
hvis m er voksende og tellelig subadditiv. Lad derfor (By)r>1 € M(m) parvis
disjunkte veere givet. Da M(m) er en algebra folger af det netop viste, at for alle
A C E med m(A) < oo er

n ([’j Bk>c) < inf m(An (U Bk>c)

= inf (m(A) —m(AN CJ Bk)> i m(AN By).

AmUBk +mAm<U Bk> => m(ANBy)+m(AnN <U3k> < m(A),
k=1

k=1
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hvilket ifglge ovenstaende bemaerkning betyder, at J;2; Bx € M(m). Szetningen
er hermed vist. &

Lad i det fglgende G og i som ovenfor veere givet. For at kunne udnytte Carathéo-
dory’s Seetning ma vi forst ud fra p konstruere en ikke-negativ meengdefunktion
defineret pa hele 2¥. Dette kan ggres pa flere mader, men vi holder os til det
sakaldte ydre mal p* defineret ved

pr(A) ==inf{> wG)|AC|JG: GiegG} for Ae2”.
i=1 i=1

Definitionen viser umiddelbart, at p* er voksende, d.v.s. u*(A) < wp*(B), hvis
A C B, samt p*(0) =0, da ® C U2, Gy, hvor G; = 0 for alle i > 1. Endvidere er

i) 1 (G) < u(G) for Ge G og ii) p* teellelig subadditiv.
Bevis. i) folger klart af at
GCGUPUD---og e Gmed u(d) =0.

Betragt derfor ii). Lad (4;)i>1 C 2F veere givet og antag, at 322, u*(A;) < oo,
thi i modsat fald er der intet at vise. Lad € > 0 veere givet og veelg for ethvert
k 2 1 (Gf>121 g g, sa at

Ay CUUGE og Y (G <pr(Ay) +e-27% foralle k > 1.
i=1 i=1

Rearrangeres {G¥|i,k > 1} som én fglge, fas en folge (G;);>1 C G, hvis fore-
ning overdaekker |J; 4;, og da man i en sum med lutter ikke-negative led frit kan
omordne leddene, uden at summen @ndres, ses at

(040 < 320G = 3 (o6 < Xwa) +e
i=1 i=1 k=1 \i=1 i=1
hvilket viser ii), da € > 0 er vilkarlig. &

Ifplge Carathéodory’s Seetning er p* et mal pa M(u*), og restriktionen af p* til
o(G) er derfor en udvidelse af den rigtige type, hvis flg. to betingelser er opfyldte.

) pw*=ppaG og II) G og dermed o(G) er indeholdt i M (u*).

Dette giver anledning til fglgende lgsning pa ovenstaende eksistensproblem. Be-
merk at b),c) og d) ogsa er ngdvendige for eksistensen af maludvidelse. a) kan
udskiftes med

/J(Gl) > /L(Gl N Gg) + N*(Gl N Gg) Gl, G2 cg.
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Saetning 12 Antag at G er stabil under endelig gennemsnit. Da udvider p til et
mal pa 0(G), hvis folgende betingelser er opfyldte.

a)VG,Gy € G 3GE, ..., G € G parvis disjunkte : G; NGS5 = UL, GF.
b) VGl,GQ € Q . /L(Gl) S /,L(GQ), hvis G1 Q GQ.
c)VG,G1,Gy, ... €G: u(G) <32, w(Gy), hvis G = U2, G;.

VG Gy,....,G,e€G: u(G) >3, n(G;), hvis UL, G; € G og Gy,...,G,
parvis disjunkte.

Udvidelsen er entydigt bestemt, hvis der findes (Gp)n>1 C G, sa at Gy, T E og
w(Gp) < oo for alle n.

Da entydigheden allerede er afklaret, behandles kun eksistensen. Beviset opdeles
for at gge overskueligheden i to dele, idet vi seerskilt viser

Lemma 14 Lad G og j1 vere som i Setning 12. Da gelder

1)b),¢)= p=p" pag.

2)c),d)= p (UL, G;) = >, u*(G;) for parvis disjunkte Gy, ...,G, € G
3) (I), b), C), d):> [L(Gl) > ,U(Gl N GQ) + [L*(Gl N Gg) Gl, G2 €qg.

Bevis. Lad G € G veere givet. Som for neevnt er det nok at vise p*(G) > p(G).
Lad hertil (G;);>1 C G veere givet, sa at G C UJ; G;. Antagelserne giver nu

S uG) = 306 6) 2 u (UG 6)) = (G
i=1 i=1 i=1
og dermed at p*(G) > p(G). D.v.s.vi har vist punkt 1).

Da p* er subadditiv, er det i punkt 2) nok at vise >. Lad derfor parvis disjunkte
Gi,...,Gn, € G vaere givet, og betragt en folge (Gj);>1 € G, hvis forenings-
meengde overdeekker G; U...UG,. Da G,NG; C G for i, j > 1 fas af d)

DGy = 3D pGiNGy) =303 n(GinGy) = 3 p (G,
j=1 j=1i=1 i=1j=1 i=1
hvilket pr. definition af p* giver den sggte ulighed.

For at vise punkt 3) lader vi Gy, Gy € G veere givet. Ifglge a) findes der parvis
disjunkte G7,...,G} 1 G sa at Gy NGS5 = UL, Gf, og de allerede viste punkter 1
og 2 giver derfor, at

n

u(Gh) = p*(Gr) = p*(Gi N Go) + D p'(G}) = u(G1 N Go) + p* (G N G5).©

=1

Bevis for Seetning 12. Da p = p* pa G i h.h.t. Lemma 14 punkt 1, mangler vi
ifplge Carathéodory’s Seetning kun at vise, at G C M(u*), d.v.s. pr. definition af
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w* og M(u*) at vise, at for ethvert givet G € G og A € 2F er
SSH(G) = i (ANG) + (AN G)
i=1

for enhver folge (G;)i>1 € G, sa at A C U2, G;. Lad derfor G, A og (G;);>1 med
de nzevnte egenskaber veaere givet. Ifplge Lemma 14 punkt 3 er

w(G) > p(GiNG) + p*(G;NG°) =" (GiNG) + p*(G; NG for alle 7 > 1.

Den sggte ulighed folger nu ved summation under brug af subadditiviteten af u*
samt inklusionerne AN G C UJ;(G; N G) og AN G C U;(G; N G), thi

WANG) 4 (ANG) <3t (GiNG) + 3 i (GiN G < D (G, ©
i=1 i=1 i=1
Flg. klassiske resultat er et specialtilfaelde af Seetning 12.

Korollar Enhver ikke-negativ teellelig additiv maengdefunktion defineret pa en
algebra A udvider til et mal pa o(A), og udvidelsen er entydig, hvis A indeholder
en folge af elementer, som alle har endeligt mal, og hvis foreningsmangde over-
dekker hele rummet.

En meangdefunktion A pa en algebra A, siges at veere teellelig additiv, hvis A\(()) =
0 og

A(QA» - imn,

hvis (A;)i>1 € A er parvis disjunkte og %, A; € A. Bemeerk at teellelig additi-
vitet pa A medfgrer endelig additivitet. Ved at betragte (B,,),>1, hvor

i=1 i=1 1=n+1

ses, at hvis hele rummet har endeligt A mal, sa er A tallelig additiv pa A, hvis
og kun hvis A er endelig additiv og kontinuert i (), d.v.s. opfylder

lim \(B,) = inf A(B,) = 0

for alle (B,,)n>1 € A hvor B,, | (), d.v.s.

B, D B,y forn>1 og ﬂBn:@.

n=1

I forlengelse af Korollaret er det pa sin plads at neevne flg. vigtige anvendelse af
resultaterne i dette afsnit.
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Lad (S, d) betegne et separabelt metrisk rum. Tilfseldet S = R med den saed-
vanlige metrik eller S en endelig maengde udstyret med den diskrete metrik er
specielt vigtige. Seet

S® i ={(r)i>1|z;€Si>1}
og definer for n > 1
Pn 2 S = ST pu((Ti)iz1) = (21, .., xp)
d.v.s. p, er projektionsafbilbningen ned pa de fgrste n koordinater. Da
P’ (An) = Paya(An X R)

for ethvert n > 1 og A,, € B(S™) er
A= p, ' (B(S")
n=1

en algebra i S, og da B(S™) = B(S)" er o(A) = B(S)>. Bemaerk at hvis
(A = pt(Ay) forn <mog A, € B(S"), A, € B(S™),

sa er
A=A, xS x---x8 (m—n faktorer).

Heraf ses at hvis y, for ethvert n > 1 et sandsynlighedsmal pa (S™, B(S™)), sa at
(tn)n>1 opfylder flg. konsistensbetingelse:

pn(A) = tni1(A x S) forn >1o0g A e B(S"),
sa er der ved fastsaettelsen
MA) = pn(Ay) hvis A=p'(A,) n>1 A, € B(S")

defineret en endelig additiv meengdefunktion pa A med total masse 1, d.v.s. spe-
cielt A\()) = 0. X er derfor teellelig additiv pa A, hvis den er kontinuert i (), og i
sa fald udvider den til et sandsynlighedsmal A pa (S, B(S)>), hvis marginalfor-
delinger er de givne (p,)n>1, d.v.s.

/Ln:Xopgl forn > 1.

Ifplge Kolmogorov’s Konsistens Satning geelder dette, hvis S er et polsk rum,
d.v.s.specielt S = R eller R" eller paene delmaengder heraf. Hvis S er en endelig
mangde, er alt simpelt, idet et kompakthedsargument her viser, at

(An)nzlgA Anl®:>5|71021 An:@ n > ng.

D.v.s. A er automatisk kontinuert i () og derfor teellelig additiv.
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Lad os for fuldsteendighedens skyld vise Kolmogorov’s Konsistens Saetning. Vi
skal altsa med notationen fra forrige side vise, at hvis S er et polsk rum, sa geelder

eller aekvivalent da \(A,,)’erne er aftagende, at

Hertil far vi brug for fig. hjselperesultat.

Lad 1 < ky < ky < --- < k, < --- betegne hele tal og lad for ethvert n > 1
K, C Sk vere kompakt. Da geelder

ﬂp £0 form>1= ﬂp K,) #0.
Bevis. Velg for alle m > 1 et
A, = (a,,(1))i>1 € ﬁ p,;nl(Kn) dvs. (a,(1),...,a,(k,)) € K, 1<n<m.
=1
Kompaktheden og et successiv udtyndingsargument sikrer, at der findes en del-

folge (my);>1, sa at

li%n(gml(l), ooy Gy, (Ky))  eksisterer for alle n > 1,

og derfor specielt a(i) := lim; a,,, (i) for alle i. Betragtes nu a = (a(i));>1 ses at
for alle n > 1 er

(a(1),...,a(k,)) = hm( A, (1), apm, (kn)) € Ky, dvs.a€ ﬁ P (Ky). ©

n=1

Bevis for Kolmogorov’s Konsistens Sezetning. Lad (A,),>1 C A vaere givet, sa at
A, | 0 oglad € > 0 vaere valgt. Pr.definition findes der en voksende fglge af hele
tal 1 <k <bky<---<k,<---, saat

A, =ppl(4,) hvor A, € B(S*™) n>1.

Men da ethvert Borel sandsynlighedsmal pa et polsk er reguleert m.h.t. de kom-
pakte meengder, findes der derfor meengder (K,),>1, sa at

K, C A,, K, kompakt og sy, (A, \ K,) < e/2".

Pl (K,) Cpit(Ay) = A, og dermed () ppl(K,) € () A, =0

n=1 n=1
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findes der ifglge ovennaevnte resultat et N > 1, sa at

N
ﬂ pl;nl(Kn) =0
n=1

Men for et sadant N er

AMAN) = M) P, (Kn) + MAN N\ () pry (Kn)) <0+ Zl AALN P (K))

= Z:l)‘(pl;l(;ln \ Ky,)) = Z:l,ukn(zzln \K,) <e <
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Lebesgue-Stieltjes mal pa R.
Lad FE betegne R og definer G := {]a,b]| —oo < a < b < co}. Det ses let, at G in-
deholder () og er stabil under endelig gennemsnit. Endvidere er G1\ Gy = G1NGS
for ethvert par af maengder GGy og G5 i G enten element i G eller kan skrives som
en disjunkt forening af to elementer fra G. G opfylder dermed punkt a) i Ssetning
12, og ligeledes ses R at veere en teellelig foreningsmaengde af voksende elementer
(Gn)n>1 fra G, feeks. G, =] —n,n].
Lad nu F : R — R betegne en given voksende og hgjrekontinuert funktion og
definer

Ar(]a,b]) := F(b) — F(a) for]a,b] €gq.

Det overlades til laeseren at overveje, at Ar opfylder b) og d) i Seetning 12. Da
Ar kun antager endelige veerdier, udvider A\r derfor pa entydig vis til et mal pa
0(G) = B(R), hvis punkt ¢), d.v.s.den tellelige subadditivitet, er opfyldt. Vi
skal med andre ord vise

F(b) — F(a) < ; (F(b;)) — F(a;)) hvis |a,b] = Q] a;, b; .

Hertil far vi brug for flg. lemma.

Lemma 15 For alle n > 1 og alle reelle tal a < b oga; < b; 1 =1,...,n gelder

F(b) — F(a) < i (F(b;) — F(a;)) hvis [a,b] C

=1 %

-

] a;, bz [

1

Bevis. Induktion efter n. n = 1 siger kun, at
F(b) — F(a) < F(by) — F(ay) hvis [a,b] Claq,b |,

hvilket er klart, da F' er voksende. Antag det geelder for n — 1 > 1 og alle valg af
a<boga <bi=1,...,n— 1. DBetragt tilfeeldet n. Da pastanden gelder for
n = 1, kan vi forudseette, at [a, b] ikke er indeholdt i nogen af | a;, b; ['erne.

[a,b] C

-

]ai,bi[:> Hioi ae]aio,bio[ og [bio,b]g U ]a“bl[
i=1, izio

=1

Da F er voksende fas ved brug af induktionshypotesen, at

F(b) — F(a) = F(b) — F(b;,) + F(b;,) — F(a) < F(b) — F(b;,) + F(bs,) — Fl(a,)

< ; (F(b) — F(a)) + Fby) = Fla,) = Y- (F(b) — F(a) ©

o
<.

Il
=
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Bevis for subadditiviteten. Da F' er hgjrekontinuert og voksende, fas ved et 'kom-
pakthedsargument’ (se Heine-Borel nedenfor), at der for givet € > 0 eksisterer et
bs > b; og 1 < n. < 0o, sa at

F(bS) < F(b;) +¢/2" forallei og [a+e€b] C G | ai, b5 [.
i=1
Ved brug af ovenstaende Lemma geelder derfor
F(b)— F(a+e¢) < i (F(b) — F(a;)) < i (F(b;) — F(a)) + e,
i=1 i=1
og dermed F'(b) — F(a) < >2,(F(b;) — F(a;)) ved graenseovergang € | 0. &
Vi har hermed vist flg. vigtige eksistenssaetning.

Saetning 13 For enhver voksende hgjrekontinuert funktion F : R — R findes
der et mal A\p pa (R, B(R)), kaldet Lebesgue-Stieltjes malet horende til F, bestemt
ved

Ar(Ja,b]) = F(b) — F(a) for alle a < b.

Specialtilfeldet F(x) = x svarer til det en-dimensionale Lebesgue mal Ay .
Vi gjorde i beviset brug af flg. resultat.

Proposition 16 Heine-Borel.
Hvis [a,b] C U2, | ai, b; [ findes der et n > 1 sa at [a,b] C UL, ]ai, b; [

Bevis. Hvis pastanden ikke holder, kan vi for ethvert n velge et punkt x,,, sa at

T, € [a,b] og x, & |J]ai b
i=1
Hvert af intervallerne | a;, b; [ indeholder derfor hgjst endelig mange z,,’er. Men
da [a,b] er lukket og begraenset, eksisterer der en delfglge (ng)r>1, sa at z,, —
To € [a,b], og der findes derfor et interval ]a;,, by, [, som indeholder z.,, og
dermed, da | a;,, b;, [ er aben, x,, 'erne fra et vist trin at regne. Dette er en klar
modstrid, og saetningen er hermed vist. &

I forbindelse med fordelingsmal har man ofte brug for at vide, om et Lebesgue-
Stieltjes mal A\r hgrende til en voksende hgjrekontinuert funktion F' er absolut
kontinuert m.h.t. Lebesgue malet A, eller ackvivalent, da malene er o-endelige,
om A er satureret m.h.t. \;. Da punkter er A\j-nulmangder og

Ar({z}) = F(x) — F(x—) for alle z € R,

skal F' i det mindste veere kontinuert for at absolut kontinuitet kan komme pa
tale, og vi vil derfor i det folgende antage, at F' er kontinuert.
Udnyttes at | —n,n [T R ses, at

Ap KA\ & Apy, K Ay, forallen >1,
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hvor A, og A1, er restriktionen af Ap og A; til intervallet | — n,n[. Da disse
mal alle er endelige, viser Proposition 4, at Ap < A\; hvis og kun hvis enhver
begraenset aben meengde U har lille Ap-mal, hvis dens Aj-mal er tilstrackkeligt
lille. Men som vist i Appendiks C er enhver begraenset aben delmaengde af den
reelle akse en hgjst teellelig disjunkt forening af abne intervaller, og der gaelder
derfor flg. kriterium for absolut kontinuitet.

Lebesque-Stieltjes malet A\p hgrende til en voksende kontinuert funktion F er ab-
solut kontinuert m.h.t. Ay, d.v.s. \p << A1, hvis og kun hvis

Vn>1Ve>036>0: > (b —a;) <6 =Y (F(b;) — Fla;)) <e

i>1 i>1
for enhver folge (] a;, b; |)i>1 af disjunkte intervaller alle indeholdt i | —n,n|.

Men vi er ogsa interesseret i at kende en eventuel teethed. Hertil betragtes funk-
tionsfolgen (f,,)n>1 defineret ved

folz) =n(F(x+1/n)— F(z)) z€R.

fn'erne er da kontinuerte og ikke-negative og udnyttes, at Lebesgue malet er
translationsinvariant, fas for alle n > 1 og alle reelle tal a < b, at

' fo(x)de=n re F(z)dx — ' F(z)dx
a a+1/n a

og dermed

/ab fulz)dz =n </bb+1/" F(z)dx — /aa+1/” F(x) dx> —nooo F(b) — F(a).

Dette viser umiddelbart implikation:
li7rln fn eksisterer i L'(\)) = Ap < A

Ud fra f,’erne defineres som i Lemma 5 funktionen f., ved fastsaettelsen

lim, f,(x) hvis denne eksisterer i R
0 ellers,

Vi kan nu formulere flg. resultat. Husk at F' er forudsat kontinuert.

Proposition 17 lim, f,(z) eksisterer i R for A\i-n.a.x, d.v.s. f,, — foo A1-n.0.,
0g Ar er absolut kontinuert m.h.t. \y med tethed f., hvis og kun huvis

k
/ food\ = F(E) — F(—k) for vilkarligt store k,
—k
eller ekvivalent, hvis Ap(R) < oo,

[ Fed = Ae(R)
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I beviset benyttes flg. dybe resultat, som vi ikke viser.
A Enhver kontinuert voksende funktion G : R — R er differentiabel Ai-n.o.

Bevis for Proposition 17. Eksistensen af lim,, f,, i R A;-n.o.er en konsekvens af
A, og da ’kun hvis’-delen er abenbar, koncentrerer vi os om ’hvis’-delen.

Lad i betegne malet f, d\;. Ved brug af Fatou’s lemma har vi, hvis I, er et
endeligt interval med venstre og hgjre endepunkt lig a og b, at

b b
i(Lay) = / frodAr < lim / fad\y = F(b) — F(a) = Ar(Lys) < co.

D.v.s.u(I) < Ap(I) pa ethvert endeligt interval, men da de pr.antagelse stem-
mer overens pa intervaller af formen [—k, k] for vilkarligt store k, folger ved
additivitet, at de stemmer overens pa alle endelige intervaller. Ifglge Proposition
2 er derfor ;1 = A\p, d.v.s. A\ er absolut kontinuert m.h.t. \; med teethed fo. <

Det er maske pa sin plads at naevne, at hvis Lebesgue-Stieltjes malet A\p er ab-
solut kontinuert m.h.t. A1, sa er f,, en teethed. Dette er en direkte konsekvens af
flg. variant af resultat A.

B : Lad f : R — Ry vere en Borel funktion, som er integrabel m.h.t. Ay over
ethvert endeligt interval. Da er for ethvert a € R funktionen

D, : r»—>/rf(:c))\1(dx) r>a
differentiabel i t med ®.(t) = f(t) for A\y-n.a. t > a.

I mange sammenhaenge er flg. resultat vigtigt. Beviset udelades.

Proposition 18 Lad F vere en kontinuert voksende funktion. Da er \p << Ay,
hvis t «— F(t) er differentiabel i ethvert punkt i en maengde D C R, hvor R\ D
er hajst tellelig; og i givet fald er

t— F'(t)-1p(t)
en tethed.
Betragt igen G = {]a,b]| — oo < a <b < oo} og A(Ja,b]) := b — a. Ifplge Cara-
théodory’s Seetning er det tilhgrende ydre mal \* et o-additivt mal pa M(\*),
og som hovedsatningen viser, er
B(R) C M(X*) og A" =\ pa B(R).
Dette giver anledning til flg. spergsmal.

Er M(\*) storre end B(R) og i givet fald hvor meget ?
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For at besvare dette vises fgrst identiteten
Ny, ={ACR|\(A4) =0}.

Bevis. A€ N,, = 3B € B(R): AC B og \(B) =0. Men \* er voksende og
lig Ay pa B(R), d.v.s.

0<XN(A) <X(B)=0.
Antag omvendt at \*(A) = 0. Pr. definition af A* findes der for ethvert n en fglge
(Grn)ik>1 € G C B(R), sa at

AC U G]m og Z >\1 Gkn Z )\(Gkn) < 1/7’L,

k=1 = k=1

d.v.s., hvis B := 72, Urey Gin, sa er A C B og B en Borel meengde, og da

k=1

er AeN,,. &
Vi kan nu give en ‘ngjagtig’ beskrivelse af M(\*).

Proposition 19 M(\*) = o (B(R) UN,,) og for ethvert B € M(\*) findes der
Borel maengder B og B”, sa at

B'CBCB" og M(B"\B)=0
d.v.s. B'\B € Ny, og \*(B) = X\ (B') = \(B").

Bemeerkning. Resultatet viser specielt, at M(\*) er lukket under translation, og
at A* er translationsinvariant.

Korollar For ethvert f : R — R, som er malelig m.h.t. (M(X*), B(R)), findes
der funktioner fi og fo i M(R), sa at

h<f<f, og fi=f Aino.

Bevis. Korollaret er abenbart for simple funktioner, og fas derfor generelt via
Lemma 6 og linearitet. Detaljerne overlades til lseseren. Bemserkningen efter
Carathéodory’s Seetning og ligheden N, = {4 C R|\*(A) = 0} viser, at N, C
M(N*) og dermed
o (B(R)UN,,) T M(\).

Lad B € M(X*) veere givet. Definer for n > 1 B, := BN I, hvor I,, :=] —n,n|.
Da A (B,,) < oo for alle n, findes der pr.definition af A* for ethvert k en folge
(G?k)i21 Q g Q B(R), Sé at

o0

B, C|JG% C 1,0z 3 MG Z)\ ) < \*(Bn) + 1/k.

i=1 i=1
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Bl=JGieBR)ogB,CB,ClI,
k=11i=1
samt

* /" " . > n : — . * 1 *
V() = 0(B) < (U ) < igf S0 (Ga) =IO (Bu) + ) = (B

og dermed, da B,, € M(X*), ligheden

N(BI\B,) = X*(Bl) — \(B,) = 0.
Tilsvarende eksisterer der en Borel meengde B C I,,, sa at

I\B, C B og \(B)=\(I,\Bn).
B = n\B er derfor en Borel maengde indeholdt i B,,, og da

M (L) = N(1,) = X (B) + A (1,\By)
da B, € M(\*) samt
M (1) = Mi(B) + AM(I\B) = N (L,\B,) + M(B,,)
ses at
A(B,) = M(B,) = X(Bn).

Definer nu Borel maengder B’ og B” ved

~UB, og B":=JB"

n

Pr. konstruktion er B C B C B”, og da
B\B/:U B,\B') C U n\B/ ) og B”\B U B”\B U B”\B
ses, at

N(B"\B) <> X (B\By) =

og tilsvarende at \*(B\B’) = 0. Ved addition fas derfor, at A;(B"\B’) = 0 og
dermed
B = B"\(B"\B) € 0 (B(R)UN,,)

samt

N(B) = M(B") = M\(B") = M(B).  ©

Proposition 19 samt tilhgrende korollar geelder ikke kun for Lebesgue malet, men
generaliserer usendret til ethvert o-endeligt mal.
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Meengdesystemet M(\*), som i modsaetning til B(R) ikke er teellelig frembragt,
omtales som de Lebesgue malelige maengder. Det indeholder ikke alle delmaeng-
der af den reelle akse, d.v.s. M()\*) er ikke lig 28, og Lebesgue malet kan ikke
udvides til et o-additivt mal pa hele 2®. Denne umulighed er den veesentligste
grund til, at vi er tvunget til at indfgre begrebet o-algebra. Et 'simpelt’ eksempel
pa en ikke Lebesgue malelig meengde kan ved brug af det sakaldte Udvalgsaksiom
konstrueres pa flg. made.

Lad M betegne maengdesystemet (r+Q).er, hvor Q betegner de rationale tal. Da
Q er stabil under differens, er elementerne i dette meengdesystem enten disjunkte
eller ens, d.v.s.

(M+QN(r+Q)#0 = (n+Q)=(r2+Q),

og da Q er teet i R, er (r + Q)NJ0,1[# 0 for ethvert » € R. Det har derfor
mening (teenk over dette, her bruges Udvalgsaksiomet) at betragte en maengde
M med flg. egenskaber

M CJ0,1[ og #(MNm) =1 for alle m € M,

d.v.s. M indeholder preecist et punkt fra hver af meengderne i M. Det er nu klart,
at der geelder.

1) For ethvert r € R findes der et r)y € M sa at r —ry € Q.

2) r1 — ry € Q° for ethvert par af forskellige elementer ry,ry i M.

Ved brug af 1) ses at

[071] - U <Q+M) - [_1’2]>

q€eQN[-11]

og ifglge 2) er g1 + M og gz + M disjunkte, hvis ¢; og ¢y er forskellige rationale
tal. Heraf fglger nu, at M ikke er Lebesgue malelig. For hvis M og derfor ogsa
q + M er Lebesgue malelig, skal den feelles veerdi a := A*(M) = A*(q + M) vaere
positiv, da A*([0, 1]) = 1, og samtidigt skal na < \*([—1,2]) = 3 for alle n, hvilket
klart er umuligt.
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Lebesgue malet pa R".

Pa grund af Lebesgue malets store betydning skal vi i dette afsnit se nsermere pa
malene \,. Som allerede naevnt er de alle translationsinvariante, og som naeste
resultat viser, er denne egenskab fundamental for Lebesgue malene.

Lemma 16 Lad m betegne et translationsinvariant mal pa (R™, B(R"™)), hvis
verdi pa enhver begraenset n-dimensional kasse er endelig. Da er

m = Cp Ay hvor ¢, =m(]0,1]").

Bevis. Lad for ethvert & > 1 (D¥);>; veere en nummerering af de akseparallelle
dyadisk rationale kasser med kantleengde 27, d.v.s. alle kasser af formen

n

H (i; — 1)/2%,4;/2"]  hvor iy,..., i, € Z.

Bemerk at (DF);>;’erne for ethvert k udggr en teellelig partition af R™. Trans-
lationsinvariansen betyder, at tallene m(DF) og A,(DF) kun afheenger af k, d.
v.s. er uathaengige af i. Men da ]0, 1], som har \,-mal 1, er en disjunkt forening
af 287 DFer, betyder dette, at

m(DF) = ¢y - \o(DF)  for alle i,k > 1,

og dermed m = ¢, - \,, ifolge Proposition 2, da {DF|i, k > 1} U {0} ifslge Ovelse
3 er stabil under endelig gennemsnit og frembringer B(R"). Det sidste folger af,
at enhver aben mengde er en foreningsmaengde af visse af DF erne. &

Ud fra Lemma 16 kan vi nu vise den sakaldte lineere transformationssetning.

Proposition 20 Hvis T : R™ — R"™ er pa formen x — T(z) = zo+T1(x), hvor
zo € R" og T er en lineer bijektion af R™ pa R", er

1
A=Ay oT71 3
Tt T et 1
Bevis. For ethvert A € B(R") og z € R" er
T A+2) =T (A+z—120) =T, '(A) + g hvor T1(§) = z — z,,

og dermed da )\, er translationsinvariant
Ar(A+z) =N 1(A) forallez € R" og A € B(R").

D.v.s. A\, 1 er translationsinvariant og A, r = A, 7,. Vi kan og vil derfor antage,
at T = T, dov.s.at T er en lineeer bijektion, og da A\, 7 = A, 7(]0,1]") - A,
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ifplge Lemma 16, mangler vi kun at vise, at konstanten cr := A, 7(]0, 1]") er lig
1/|det T|. Dette er let, hvis T" er en multiplikationsafbildning, d.v.s. pa formen

T(z)=(dy-x1,...,dy-2,) forz=(2;)i=1..n €R",
hvor dy, ..., d, er givne strengt positive reelle tal. Thi her er
740,17 = I[10. 4"
i=1
og dermed .
er = Anr(10,1") = zzl_Il di" = detT - |deltT]'

Beregningen af ¢r for en generel lineser bijektion udnytter udover produktformlen

CTyoTy, = C1y * Oy,

som let verificeres ved brug af reglerne for billedmal dannelse, at der ifplge teorien
om positive selvadjungerede afbildninger til enhver lineser bijektion 7' findes en
lineser isometri O og en multiplikationsafbildning D af ovennaevnte type, sa at

O'oT*oToO =D ogdermed T*oT = Ao A,

hvor A := O o /D o O, og notationen * betegner den adjungerede linesere
afbildning. A er altsa en selvadjungeret linezer bijektion og ca4 = c 5. Ifglge
regneregler for determinanter gaelder derfor, at

det A = det VD = Vdet D = Vdet T* - det T = | det T,

ogda A\, p =cr-A, 0g \ya =ca- A, fas, idet < -,- > er det indre produkt i R",
CT/67<:L",:E> )\n<dl') — /67 T(z),T(xz)> )\ (dl’) /67<T*OT :E>)\ (dl’)
— /€—<AOA(£E),IE> /\n(dx) — /€—<A(x),A(x)> )\n(dl’) — CA/e—<x,m> )\n(dl’)

og dermed ved forkortning, da integralet er endeligt, at

CT:CA:C\/ﬁzl/det\/ﬁzl/ldetT|.

Proposition 20 er hermed vist. &

Ved brug af Tonelli’s Seetning ses umiddelbart, at

[ e A (da) H/ = (day) = 72,
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og beregnes integralet ligeledes ved hjelp af integrationsformlen

/ e ) (da) = /0 (e > 4 dt = / A (b(0, \Jlog 1/1)) dt

0

fas ved hjeelp af Proposition 20, at
1 00
72 = A, (b(0, 1)) / (log 1/1)"2 dt = A\, (b(0, 1)) / 22 e dy,
0 0

d.v.s.for alle z € R" og alle r > 0 geelder
An(b(z, 1)) = A (b(0, 7)) = 7" - A (0(0, 1)) = 0~

Vi afslutter kapitlet med at formulere og bevise en meget vigtig udvidelse af
den linezre transformationsseetning. Resultatet kan generaliseres yderligere, se
f.eks. Hoffmann’s bind II for en mere generel udgave.

Saetning 14 Transformationssaetningen.
Lad U og V' betegne to abne mengder i R™, og lad T : U — V wvere en bijektion
af klasse C*, hvorom det yderligere antages, at

|det T"(z)| >0 for alle z € U.
Idet S betegner T—, geelder flg. formel

d\ ) _
Ao < Ay og dAUVT() | det T(S(-))| 7",

hvor Ay og Ay betegner restriktionen af A, til h.h.v. U og V', og Ay er billedmalet
af Ay under afbildningen T'. Udtrykt ved hjelp af integraler gelder altsa

B f(y)
for alle f € M(B(R"™)).

Ifplge den sakaldte open mapping theorem er S af samme type som T, d.v.s. S er
en bijektion af klasse C* af V pa U og | det S'(y)| > 0 for alle y € V.

Bevis for seetningen. Vi skal vise, at
Ao (B / | det T'(S(y))|"* Av (dy) for alle B € B(V).

Men ifglge symmetrien mellem S og T er det nok at vise <. Thi antag dette vist
for enhver afbildning af nsevnte type, d.v.s. specielt bade for S og T.
For ethvert A € B(U) har vi da

Mo(A) = Ao (S A) < [ e TSI Av(dy)
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= [1det T'(Su)I ™ - 1a(S@) Av(dy) = [ [det T (@)| ™" - La(w) Av.s(da)

< /|det T'(2)| 7" - 1a(x) - | det S'(T(x))| "} Ay (da)

= [ 14(e) - det(S 0 7Y (@) Ao () = Mo (),
d.v.s.der ma geelde lighedstegn hele vejen. Opgaven bestar derfor i at vise, at
\or(B) < / | det T'(S(y)|"* v (dy) for alle B € B(V).
B

Da begge sider definerer mal, som er endelige pa enhver lukket begreenset maeng-
de K indeholdt i V, viser resultatet angaende ydre regularitet af Borel mal, at
det er tilstrackkeligt at betragte abne maengder, d.v.s. vise, at

Ao (0) < /O | det T'(S(y))| " Av(dy) for alle O C V aben.

Men enhver sadan aben delmaengde af V' kan skrives som en teellelig disjunkt
foreningsmeengde af akseparallelle dyadiske kasser, og beviset er derfor fort, hvis
vi for enhver akseparallel dyadisk kasse D, C V' viser, at

Ao (Diga) < [ 1det T/(S(y)~ v (dy)

10,k
Lad D, , veere valgt. For ethvert k > k¢ er
Dig o = U  Dis
i: (i,k)€J (i0,ko)

hvor J(io, k?o)

={(i,k) | Dix. € Dj, k,}, 0g de indgaende kasser er disjunkte. De-
finer nu for k > k

0

fk: — Z )\U,T(Di,k>

“1p,,-
i: (4,k) €J (30,ko) )‘V<Di,k) *

Bemeerk at
Aoz (Dig p) = / fodhy for alle k > ko,

i0:ko
Vi gnsker at vise, at limy, f eksisterer i L2(Ay). Men da f; L (fxr1 — fx) pr. kon-
struktion for alle ky < [ < k vides fra korollaret til Lemma 13, at det er til-
streekkeligt at vise, at {fx |k > ko} udger en begraenset delmeengde af L?(\y/).
Hertil far vi brug for flg. vurderinger.

Lad for ethvert ¢ og k v, betegne 'centrum’ i kassen D, ;. Da T er kontinuert
differentiabel, findes der en fglge af ikke-negative reelle tal (¢x), som konvergerer
mod 0, sa at

T(S(y) = T(S(yix) = T'(S(Wir)) - (S() = S(wiw))| < €& - [y — il
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for alle (i, k) i J(ig, ko) og alle y € D; . D.v.s.da S =T7!, at
T (Dig) = S(Dig) C T (Dig + o - € 27 K),

hvor ¢, er en konstant, som kun afheenger af n, K terningen | —1/2,1/2]" og T;
afbildningen fra R™ ind i sig selv givet ved

Tin(x) = T(S(yir)) + T'(S(yik) - (z = S(yin))-

Bemaerk at T; ;’erne er afbildninger af den type, som indgik i Proposition 20.
Benyttes nu dette resultat, fas for ethvert (i, k) € J(ig, ko) vurderingen

Ao (Dig)/Av(Dig) < My (Dige + € - 27k )27k

< | det T'(S(yir))| - (277 +cp - e - 27F)™ - 27K,
D.v.s.for alle k > ky geelder uligheden

Jr < Z (1 +Cn - Ek)n ’ |det T/(S(yi,k))l_l ’ ]‘Di,k7
i: (3,k)€J (i0,ko)

og derfor f < c- 1Dz‘0,k0 for alle k > k¢ for en konstant c. Folgen (fx)r>k, er altsa
begraenset og dermed konvergent i L?()\y/) med graenseveerdi fo.

Ifplge Proposition 10 findes der en delfplge ( f,,, )k>1, som konvergerer A\y-n.o. mod
foo, 0g lader vi k — oo i ovenstaende ulighed samt udnytter at ¢, — 0 tillige med
kontinuiteten af

y = |det T'(S(y))|

fas at

foo < |det T/(S(O)™ - 1p. . Ap-n.o.

i0,k0

Men som tidligere vist, er skalarproduktet i L*(\y) kontinuert, d.v.s.

| fedw = [ fe 1o, dv =lim [ i 1o, dAv = Aur(Digs)

i0:k0
og derfor
Nir (D) < [ 1det T'(S()| ™ Av(dy),
Dig,kg
Seetningen er hermed vist. O
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Transformation af taetheder.

Ved brug af resultaterne i sidste afsnit kan man i 'paene’ situationer lgse problemet
vedrgrende bestemmelse af fordelingen af en transformation af en given variabel
med en kendt taethed. Thi lad X = (Xj,...,X,) betegne en stokastisk vektor,
som er absolut kontinuert m.h.t. A, med teethed f, d.v.s.for alle A € B(R") er

Py(A) = P(X € A) = /Afd)\n.

Man er nu ofte interesseret i en transformation af X, d.v.s. en stokastisk vektor Y
af formen T'(X), hvor T': R™ — R” er en given malelig afbildning. Da vi gnsker
at beskrive en situation, hvor Y igen har taethed, vil vi antage, at T" opfylder
fglgende betingelse :

U € B(R") : Px(U) =10g 35 : R" — R" malelig: S(T'(z)) =z, z € U.

Bemeerk at betingelsen specielt er opfyldt, hvis T" er en bijektion med en malelig
invers, f.eks. hvis T er en affin bijektion, thi her kan U = R" og S = T~! bruges.

Antagelsen og regneregler for billedmal sikrer for ethvert A € B(R"), at

Py(A4) = P(Y € A) = Px(T"(A)) = Px(T"'(A) NU)
/Tl(A)mU fdx, = /f(S oT) 14(T)dMpy = /A F(S)d( Ay 0 T,

d.v.s. Py har taethed y — f(S(y)) m.h.t. billedmalet X, ;o T

Det er derfor afggrende, om vi under de ovenstaende betingelser pa U og T er
i stand til at bestemme A,y o 7. Dette er f.eks. muligt, hvis 7" er en affin
bijektion, d.v.s.

T: 2z a+ L(z),

hvor a € R™ og L er en linezr bijektion i R®. Thi da T~! her eksisterer som en
kontinuert og derfor malelig funktion, kan U veelges lig R", og da

An,U © T-1=)\,0T 1= | det L|_1 - An
ifplge Proposition 20, viser dette, at Y = T'(X) har teethed (m.h.t. \,,)

y = [det L7 f(T7H(y)).

En simpel men vigtig anvendelse af den linezere transformationssaetning viser, at
hvis X1, ..., X, er uathengige N(0, 1)-variable og T" en linesr bijektion pa R",
sa er for ethvert p € R"

Y i=p+T(X),
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hvor X := (Xi,...,X,), absolut kontinuert med taethed givet ved

y — S exp (—; > (i — i) o (6,5) (y; — uj)) y € R",

- (2m)" det o 1<i, j<n

hvor g er n x n-matricen svarende til den linezere afbildning 7'o7™ beregnet m.h.t.
den kanoniske basis i R".

Det ’lineszere’ eksempel er et specialtilfeelde af flg. ofte forekommende mere ge-
nerelle situation, hvor der findes en aben meengde U C R™, sa at Px(U) = 1
og

T er injektiv pa U af klasse C' med det T"(x) # 0 for alle z € U.

I denne situation sikrer den sakaldte open mapping theorem, at V := T(U) er en
aben meengde i R", samt at afbildningen S : R* — R™ defineret ved

S(y)=T"'(y) yeVog Sy) =0 y¢V

er malelig endog af type C' pa V. Identifikationen af billedmalet A, ;7o T~! folger
af Seetning 14, som viser, at

MpoT ' < Ay med teethed y— |[det T'(S(y))| ™",

og vi kan derfor med udgangspunkt i Seetning 14 formulere flg. vigtige resultat.

Transformationsssetningen for taetheder.

Lad U, V. T og S vere som i Setning 14 og lad X betegne en n-dimensional
stokastisk vektor, som er absolut kontinuert m.h.t. \,, med tethed f og opfylder
P(X €U)=1. Da harY :=T(X) tathed m.h.t. \,, givet ved

y e |det T(S() - F(SW) - Lv(y)-
Husk at V' =T(U) og at S(y) for ethvert y € V' er bestemt ved identiteterne
S el og T(S(y) =y

Resultatet omhandler som naevnt n-dimensionale transformationer. Men ofte kan
det med fordel ogsa anvendes ved beregning af teetheden for en situation, hvor
T er en ’'peen’ transformation med veerdier i et lavere dimensionalt rum. Ideen
er her at finde en udvidelse T = (T,T1) : U — R", hvorpa man kan udnytte
ovenstaende resultat, og sa derneest at finde teetheden for 7'(X), som en mar-
ginal i T(X). Ty kan naturligvis normalt veelges pa mange mader, men man er
selvfglgeligt interesseret i at veelge den sa simpel som muligt.
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Sandsynlighedsfelter og stokastiske funktioner.

Som allerede naevnt i indledningen bestar et sandsynlighedsfelt (2, F, P) af et
maleligt rum (€2, F) og et sandsynlighedsmal P pa (£, F). € kaldes udfaldsrum-
met og elementerne i F handelser. Veerdien P(A) af P pa en haendelse A omtales
som ’sandsynligheden for, at A indtraeffer’.

Ofte er det ikke de enkelte udfald, der er interessante, men snarere en konsekvens
heraf, d.v.s.en funktion, hvis veerdimeengde normalt er R eller R", men mere
generelle rum kan dog forekomme. Sadanne objekter kaldes i teorien stokastiske
variable, stokastiske vektorer eller generelt stokastiske funktioner, og de betegnes
med store bogstaver X, Y o.s.v. I overensstemmelse med at sandsynlighedsteo-
retiske modeller beskriver systemer, hvor man forud ikke ngjagtigt kan vide eller
beregne, hvilket udfald der indtraeffer, er det ikke de funktionsmaessige egenska-
ber, der har interesse. Det interessante er derimod stgrrelsen af sandsynlighederne
for, at en given stokastisk funktion antager en veerdier i en given paen delmaengde
af veerdimeengden, d.v.s. sandsynligheder for forskellige urbilleder. Men da sand-
synligheder kun kan tilordnes haedelser, har dette kun mening for F-malelige
funktioner, og det fgrer defor til flg. notation.

X : Q — R kaldes en stokastisk variabel, hvis og kun hvis X € M(F), og en
(F, B(R™)-malelig afbildning X : © — R" kaldes en n-dimensional stokastisk
vektor. Helt generelt kaldes en (F,£)-malelig afbildning Y defineret pa €2 med
veerdier 1 et maleligt rum (F, &) en stokastisk funktion.

Ved brug af M6 ses, at X : 2 — R" er en n-dimensional stokastisk vektor, hvis
og kun hvis X er pa formen

X = (Xla"'7Xn>7

hvor X,’erne er stokastiske variable. Disse kaldes ofte de til X hegrende koordi-
natvariable.

Maleligheden bevirker, at man til enhver stokastisk funktion Y ved hjelp af bil-
ledmalsideen kan tilordne det sakaldte fordelingsmal Py defineret ved

Py :=PoY ' dvs. Py(A)=P(Y cA) AcE.

Y er her en stokastisk funktion med veerdier i et maleligt rum (£, ). Specielt
hvis X og X er h.h.v. en stokastisk variabel og en n-dimensional stokastisk vektor,
sa er Px og Px Borel sandsynlighedsmal pa h.h.v.R og R" givet ved

Px(A)=P(X €A) A€ B(R) og Px(B)=P(X € B) Be€B(R").

Fordelingsmalene indeholder altsa preecis den information, vi sgger, og man kan
derfor med god ret sige, at en stokastisk funktion er fuldsteendigt beskrevet ved
det tilhgrende fordelingsmal.

Ved at kombinere Lemma 3 og Proposition 2 ses, at fordelingsfunktionerne

Roz— Fx(z):=P(X <z)og R">z+ Fx(z):=P(Xy <x,...., X, <)

113



entydigt bestemmer fordelingsmalene for en stokastisk variabel X og en n-dimen-
sional stokastisk vektor X.
Med udgangspunkt i fordelingsmalene inddeles de stokastiske funktioner i forskel-

lige typer, hvoraf to er specielt vigtige. F.eks.siges en stokastisk variabel X at
veere diskret, hvis der findes en hgjst teellelig delmeengde E C R, sa at

P(X€E)=1.

Fordelingsmalet Py er i denne situation entydigt bestemt ved den sakaldte di-
skrete taethedsfunktion
Rz P(X =1),

idet Py = ¥, P(X = 2;) - 0y, d.v.s.

Py(A) = P(X € A) = 21/4(@.) P(X =) (= Y P(X =1))

€A

for alle A € B(R), hvor (x;);>1 er en nummerering af E. Begreberne diskrete
stokastiske vektorer og funktioner defineres tilsvarende.

Simple egenskaber ved teellelige meengder viser, at hvis X er en n-dimensional
stokastisk vektor med koordinatvariable Xi,..., X, sa er

X diskret < X, diskret forv=1,...,n,
og i givet fald gaelder for ethvert i og ethvert x € R, at

P(X;=2)=P(X € Ef)= > P(X=z) hvor Ef = {z € R"|z; = z}.

zeE?

D.v.s. de marginale diskrete taethedsfunktioner fremkommer ud fra den simultane
diskrete teethedsfunktion ved at 'summere de andre variable ud’.
Fordelingsmalet for en diskret stokastiske variabel er singuleert m.h.t. Lebesgue
malet. I modsaetning hertil er den anden type, vi vil omtale, karakteriseret ved,
at de tilhgrende fordelingsmal er absolut kontinuerte m.h.t. Lebesgue malet. En
stokastisk variabel X siges nemlig at veere absolut kontinuert, hvis

Py <)\

og den Radon-Nikodym afledede dP,/d\; kaldes i givet fald en tethed for X.
Teetheden, der som bekendt er entydig bestemt op til Aj-nulmaengder, bestemmer
oplagt fordelingsmalet for en absolut kontinuert stokastisk variabel.

Det flerdimensionale begreb defineres analogt, men i modsaetning til det diskrete
tilfaelde kan vi her kun slutte

X absolut kontinuert = X; absolut kontinuert for i = 1,... n.
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hvor X er en n-dimensional stokastisk vektor med koordinatvariable Xi,..., X,,.
Den omvendte implikation er generelt ikke sand, hvilket f.eks. ses ved at betragte
en stokastisk vektor af formen (X, X), hvor X er en absolut kontinuert stokastisk
variabel. Men hvis en stokastisk vektor er absolut kontinuert, er det som ovenfor
igen muligt at beregne de marginale teetheder ud fra den simultane. Resultatet
er et specialtilfaelde af flg. mere generelle resultat.

Hvis X = (X1,...,X,) er absolut kontinuert med tethed f, sa er enhver marginal
(Xonys- -5 Xn,) 0gsa absolut kontinuert, og en tethed findes ved at integrere de ik-
ke-relevante variable ud.

Nedenstaende eksemplificerer bevismetoden. Antag at X = (X,..., X;) er ab-
solut kontinuert med teethed f, d.v.s.

f e M(B(R?), og P(X € A) = /Afd)\5 A€ B(R).

Definer U := (X3, X3, X5). D.v.s.U er en 3-dimensional stokastisk vektor, og vi
vil nu vise, at den er absolut kontinuert med teethed

Ju(u) = /f(Ub’Ul,Uz,Uz,uS) Ao(dv) ue€ R

Lemma 9 sikrer at fy € M(B(R?)), og ifolge Proposition 2 mangler vi derfor
blot at vise, at

P(Q€A1XA2XA3>:/A N Afgd)\:g
1XA2XA3

for alle Ay, Ay, A3 € B(R). Lad A;, Ay og Az veere givet.
P(QeAlXAQXAg):P(KEAlXRXAQXRXA;;)
= i T = [ L)L) Ly () () M)
[+ [ 1a (o) La () La ) ()M (ds) Mo (ds) Ao (ds) Ao (dag) Ao (da)
[ [ 1ateta@s)tasas) - ] [ F@)i(deg) M(de)} A(das) A(das) A (da)

- /// La, (21)La, (23)1ay(25) - fulzr, 23, 25) M (das) Ai(des) M (dar)

= JudXs.
A1 ><A2><A3 -

Vi har her op til flere gange udnyttet, at Lemma 9 og Tonelli’s seetning, som
tidligere naevnt, udvider til produktmal med mere end to marginaler. &
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Ved brug af integralteorien indferes endvidere det sakaldte middelveerdibegreb,
idet en stokastisk variabel X siges at have middelverdi h.h.v. have endelig mid-
delverdi, hvis

X cL(P) hhv. XeL'(P)
og i givet fald defineres tallet

E[X] = /XdP

og kaldes middelverdien af X. For stokastiske variable med endelig middelveer-
di er middelveerdien derfor et reelt tal. Defineret som et abstrakt integral har
middelverdiafbildningen

de i Seetning 2 naevnte egenskaber. Den eksplicitte talveerdi er panser for simple

stokastiske variable sveer at beregne ud fra definitionsformlen. Men ved brug af
den lille transformationssaetning ses, at

X € L(P) hhv. LY(P) & x — |z| € L(Px) h.h.v. L'(Px)

og
E[X] :/RxPX(dx),

hvis X har middelveerdi. Formlen viser, at middelveerdiens eksistens og veer-
di, som ventet, kun afhenger af fordelingsmalet, og den abner mulighed for en
eksplicit beregning. Hvis f.eks. X er absolut kontinuert med taethed f, er

E[X] :/R:r-f(:v)dx,

ifplge Seetning 4, og hvis X er diskret, viser Szetning 3 punkt C), at

E[X] = Z x-P(X=ux):= ixi-P(X = 1),

zeR

hvor (z;);>1 er en folge af reelle tal, sa at Y P(X = ;) = 1.

i=1
For enhver ikke-negativ stokastisk variabel X gelder ifslge integrationsformlen
pa side 50 endvidere flg. beregningsformel

E[X] = /OOO P(X > t)dt = /Oma ~ Fy(t)) dt.
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Som det er vel kendt fra indledende sandsynlighedsteori tilknytter man til ethvert
B € F med P(B) > 0 sandsynlighedsmalet

P(AN B)
P(B)

kaldet det betingede mal givet B. Dets veerdi pa en heendelse A, som normalt
betegnes P(A|B), omtales som den betingede sandsynlighed for A givet at B er
indtruffet. Bemeerk at P(A) = Pg(A) hvis og kun hvis A og B er uatheengige.
Pp er som naevnt et sandsynlighedsmal pa (2, F), og man kan nu gentage
ovenstaende definitioner og bemeerkninger for sandsynlighedsfeltet (€, F, Pg).
F.ekstaler man for en given stokastisk variabel X eller stokastisk vektor X om den
betingede fordeling for X h.h.v. X givet B. Hermed menes selvfglgeligt sandsyn-
lighedsmalene

Ppo X! (betegnet Pyp) hh.v. PpoX ™" (betegnet Py|p).

Pp(A) = AeF

Betinget teethedsfunktion, diskret eller absolut kontinuert, har i denne forbindelse
en helt oplagt mening. Pa samme made siger man, at den betingede middelvaerdi
for X givet B eksisterer, hvis

X € L(Ppg) (eller eekvivalent) x +— |z| € L(Px|s),

og i givet kaldes
/XdP\B = /xP)qB(dl’)
den betingede middelveerdi for X givet B og betegnes F[X | B]. Bemerk at
X e L(P)(LY(P)) = X € L(Pp) (L(P5))
for ethvert B € F med P(B) > 0.

Leaeseren opfordres til at oversaette gvrige begreber og udtryk til den nye situation.

Da betingede sandsynligheder ofte er a’priori givne eller lette at udregne, er det
vigtigt at vide, hvordan man ud fra kendskab til de betingede sandsynligheder
kan beregne de ubetingede sandsynligheder. Et simpelt men vigtigt resultat i
denne sammenhaeng siger folgende.

Loven om total sandsynlighed.
Lad (B;);>1 betegne endelig eller tellelig mange parvis disjunkte handelser, sa at

P(B;))>0 fori>1 og Y P(B)=1

i>1
Da gelder for ethvert A € F h.h.v. X € L*(P), at
P(A) = ZP(A|Bi) - P(B;) og E[X]= ZE[X|BZ] - P(By).

i>1 i>1

Bevis. Overlades til lseseren.
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Uafhaengighed.
Lad (€2, F, P) betegne et givent sandsynlighedsfelt. Som det er velkendt fra ele-
menteer sandsynlighedsteori, siges haendelser Ay, ..., A, at veere uafheengige hvis

P(Ai, 02N Ay) = P(Ay) -+ P(Ayy)

for alle valg af indices 1 < iy < --- < 4, < n. D.v.s.ialt 2" —1 ligninger, hvoraf de
n, svarende til £k = 1, dog er trivielle. En simpel overvejelse viser, at betingelsen
for uatheengighed sekvivalent kan formuleres som

n n

P(m BJ) = HP(BJ> for Bj S {A],Q}j: 1,...,TL.
j=1 j=1
Dette kan nu udvides til systemer af haendelser, idet heendelsessystemer Gy, ..., G,

indeholdt i F siges at veere uatheengige, hvis
G1, ... G, er uatheengige for alle valg af G; € G for j =1,...,n,

eller aekvivalent
P(mGj>:HP(Gj> forGjegjjzl,...,n,
j=1 j=1
hvor G = G; U{Q} for j > 1. Dette betyder specielt, at
Gi,...,G, uathengige & Gf,..., G uathaengige.

Mere generelt siges en vilkarlig familie (G;);c; af haendelssystemer i F at veere
uafheengige, hvis for ethvert n > 1

Gi,,...G;, er uatheengige for alle valg af forskellige indices 4, ... ,%, € I.

Begrebet uathaengige o-algebraer er specielt vigtigt, og i denne sammenhaeng er
det naeste resultat af stor betydning.

Ual Lad G, ...,G, betegne mengdesystemer i F, som alle er Nf-stabile. Da er
o-algebraerne o(Gy), .. .,0(G,) uathengige, hvis og kun hvis

P(mG]):HP(G]) forGjEQ;jzl,...,n,

d.v.s. 0(Gy),...,0(G,) er uathengige, hvis og kun hvis Gy, ..., G, er uafhengige.
Bevis. Lad Gy, € G k=2, ..., n veere givet. Definer for A € F

11(A) = P(AN Gy ---NGy) og m(A) = P(A) - [] P(Gh).

k=2
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i1 og vy er da endelige mal pa F, og pr. antagelse er de ens pa G og dermed pa
o(G1) ifplge Proposistion 2. Veelg dernaest Gy € 0(G1) og Gr € G k=3, ..., n
og definer som for for A € F

p2(A) :=P(GiNANGsN---NG,) og 1u(A) == P(Gy) - P(A) - ﬁ P(Gy).

k=3

Ifglge det netop viste er disse to endelige mal ens pa G og derfor ifplge Propo-
sistion 2 ogsa pa o(Gy). Sadan fortssettes n-gange og vi ender op med, at

P(GiN---NGy) = [ P(Gy)

for alle Gy, € 0(Gx) k=1, ..., n, hvilket netop er det gnskede resultat. O

Benyttes Ual pa heendelsessystemer G; = {A,}, hvor A, Ay, ..., A, er givne
haendelser, genfindes flg. vel kendte implikation

Ay, Ao, ..., A, uvathengige = By, B», ..., B, uafheengige,

hvor B er enten A; eller Af for j =1,2...,n.

For at kunne udnytte uathsengighedsbegrebet fuldt ud skal man vide, hvordan
man opererer med uafhaengige meengdesystemer. Resultatet, vi skal kende, siger
lpst sagt, at uafheengighed bevares, hvis man undgar at opbryde de enkelte syste-
mer. For at budskabet ikke skal drukne helt i bar notation, formuleres det kun
for en teellelig indeksmeengde. Men det generelle tilfaelde er abenbar og overlades
til leeseren. Da meengdesystemet {0, Q} er uafheengigt af alle meengdesystemer
inklusiv sig selv, omfatter det formulerede resultat uden videre situationen, hvor
udgangspunktet er endelig mange uathaengige maengdesystemer.

Ua2 Lad (G;)i>1 betegne en folge af uafhangige mangdesystemer i F, som hver
iser er Nf-stabile. Lad endvidere (a;);>1 betegne en endelig eller tellelig familie
af parvis disjunkte delmangder af {1,2,...,}. Da er (H;);j>1 uafhengige, hvor
H; = 0(Uica, Gi) for j > 1.

Bevis. Ifglge Ual kan vi uden tab af generalitet antage, at G;’erne alle er o-al-
gebraer. Lad ji, ..., j, veere givet. Vi skal vise, at Hj,, ..., H;, er uathengige.

Ifglge Ual er det nok at vise, at H;,, ..., H;, er uafhaengige, hvor

ﬂjk ={ ﬂ A |A; € G i€ By hvor B, Cay, k=1, ...,n endelig delmeengde },

1€68
thi 7,,"erne er hver for sig N f-stabile, og o(H,;,) = H,, for alle k, da

QZQHM iEOéjk,k:1,...,n.
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Specielt er € H;, for alle k. Vi skal altsa vise

(=i re

for alle valg af By, € ﬂjk kE=1,..., n. Men for ethvert sadant valg er
ﬂ B, = ﬂ ﬂ Gf, hvor B, C o, endeligog G, € G, i € By for k=1, ..., n.
k=1 k=11i€B;

D.v.s. Ni_; Bx er ligesom de enkelte By’er et endeligt gennemsnit af G;’er stam-
mende fra G; for forskellige 7. Antagelsen sikrer derfor, at

P( B HHPG’“ og P(Br) =[] P(G}) k=1,...,n,
k=1 k=1 i€By i€k
hvoraf resultatet umiddelbart fglger. &

Med udgangspunkt i begrebet uathaengige maengdesystemer overfgres uathaeng-
ighedsbegrebet til stokastiske variable og mere generelt stokastiske funktioner.
Idet en familie (X;);c; af malelige variable defineret pa (€, F, P) med veerdier i
malelige rum (FE;, &;)ier siges at veere uafhengige, hvis og kun hvis (0(X;))ser er
uafhaengige o-algebraer. Da o(¢;(X;)) C o(X;) for alle i, hvis ¢; er en malelig
transformation af (£;,&;) ind i (F;, F;), ses umiddelbart at

(X,)ier uathaengige = (¢;(X;))ier uathengige.

Ved brug af Ua?2 kan dette skaerpes til, at hvis (X;);>1 er uathaengige stokastiske
variable, og (o) >1 en endelig eller teellelig familie af parvis disjunkte delmeengder
af N, sa er (Z;);>1 uatheengige, hvis Z; for ethvert j er en malelig funktion af
(Xi)ica,- F.eks.har vi implikationen

(X;)i>1 uatheengige = (Xy; + Xo;-1)i>1 uafhaengige.

Der galder igen et tilsvarende resultat for en vilkarlig parametermaengde.

Som en vigtig konsekvens af Ual fas, at hvis & = o(G;) for i € I, hvor G; er
N f-stabil for alle i, sa er

(X,)ier uafthaengige < (X;l(gi))ie[ uafheengige,

hvor

(G) ={X;'(B)|BeG} i€l
F.eks. er to stokastiske variable X og Y uathaengige, hvis og kun hvis

P X<z, Y<y)=PX<z)-P(Y <y) forallezyeR.

120



Der geelder et lignende resultat for stokastiske vektorer. D.v.s. for givne stokasti-

ske variable X1,..., X,, med marginale fordelingsfunktioner Fj, k = 1,...,n og
simultan fordelingsfunktion F' geelder flg. biimplikation.
Ua3

Xi,..., X, uathengige & F(z) = H Fy.(xy) for alle z = (x1,...,2,) € R™.
k=1

Ligheden
Px(A)=P(X €A) og Pxy)(AxB)=P(X €AY eB)

for A e £og B € F, hvor X og Y er stokastiske funktioner med veerdier i malelige
rum (E, &) og (F,F), viser ved brug af Proposition 2 flg. vigtige biimplikation.
Der geelder et tilsvarende resultat for endelig og endog teellelig mange variable.

Ua4
X og Y uathaengige <& Pxy) = Px ® Py.

Herudfra udledes ved brug af Tonelli-Fubini’s Seetning umiddelbart flg. version af
Loven om total sandsynlighed.

Korollar. Lad X og Y wvere uafhengige og lad H betegne et element i enten
M(E ® F), eller b M(E @ F). Da er

E[H(X,Y)] = E[H\(X)] = E[Hy(Y)],

hvor Hy(z) = E[H(z,Y)] og Hi(y)=E[H(X,y)] forallex € E ogy € F.
Som en anvendelse fas formel (4.6.5).

Lad X ogY betegne uafhangige stokastiske variable, sa at'Y har endelig middel-
verdi. Da er

E[|X =Y ]z E[|X - E[Y]]"] forp=>1.

Specielt er E[| X |P] < E[|X =Y |P] hvis E[Y] = 0.
Bevis. Lad p > 1 veere givet og seet H(x,y) = |z — y|P. Ifplge det netop viste

geelder da
E[|X -Y ] =E[H(X,Y)] = E[H\(X)]

hvoraf resultatet folger, da
Hy(z) = E[H(z,Y)] = E[|x =Y '] = [z = E[Y]["

ifplge Jensen’s ulighed brugt pa den konvekse funktion y — |z — y |P. &
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3.40 The Uniqueness Theorem III

Vi skal kun bruge en lille del af dette meget generelle resultat, som behandler
sporgsmalet om, hvorvidt en delmeengde H C M(E) pa et maleligt rum (F,E)
er sakaldt malseparerende for en mangde m af endelige mal pa (F,E&), d.v.s.
hvornar der for ethvert par af mal u, v € m gelder

/fdu:/fdu VieH = u=r

Et simpelt resultat af denne type er.

Lad (S,d) vere et metrisk rum. Da er bC(S), malseparerende for mengden af
Borel sandsynlighedsmal pa S.

Bevis. Lad p og v betegne to Borel sandsynlighedsmal pa S. Ifslge Proposition
2 er det nok at vise, at

u(U) =v(U) foralle U C S aben.
Men dette fas af Monoton konvergens, thi betragt for givet U funktionerne
z— fo(z) = -dz,U)) A1 n>1

fn’erne er ikke-negative, kontinuerte og begreensede, og da f,, T 1y overalt har vi
w(U) = liTan/fn dj = liTan/fn dv = v(U). <

Som konsekvens heraf kan vi nu vise, at funktionerne

er malseparerende for meengden af Borel sandsynlighedsmal pa R, som er kon-
centreret pa [0,1] ([0, 1] kan udskiftes med ethvert andet begreenset interval).

Korolar 1 To Borel sandsynlighedsmal p og v pa R, som begge er koncentreret
pa [0,1], d.v.s. ;u([0,1]) = v([0,1]) = 1, er ens, hvis

/x"u(dm) = /x” v(dr) forn > 1.
(Integralerne er vel definerede da x +— x™ € L*(u) N LY(v) for alle n > 1.)

D.v.s. et Borel sandsynlighedsmal jn pa R koncentreret pa [0, 1] er bestemt ved den
tilhorende momentfolge, d.v.s. talfolgen (my),>1, hvor forn > 1

my, = /x",u(dx).
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Bevis. Det er nok at vise den sidste pastand. (m,),>; bestemmer, da integralet
er lineser pa L', ethvert integral af typen [ pdpu, hvor p er et polynomium, d.v.s.
en funktion af formen

rr—ayg+a-xr+---+a,-x" hvorag,...,a, € R.

Ifplge Lebegue’s og Weierstrass - Bernstein’s Seetning, Appendiks D, bestemmer
momentfplgen derfor ogsa alle integraler [ f du, hvor f € C'(R), da enhver sadan
funktion kan approksimeres uniformt pa [0, 1] af en folge af polynomier. Resul-
tatet er derfor en konsekvens af ovenstaende generelle resultat. <&

Korollar 2 To Borel sandsynlighedsmal i og v pa R, som er koncentreret pa

[0,00), er ens, hvis

/e‘”xu(dm) = /6_”’” v(dx) forn>1.

D.v.s. et Borel sandsynlighedsmal p koncentreret pa [0, 00), er bestemt ved talfol-
gen (l,)n>1, hvor

l, = /e_m p(dx) forn > 1.

Bevis. Igen er det nok at vise den sidste pastand. Definer sandsynlighedsmalet

fi = ot hvor ¢ er den reelle funktion x +— e~*. ji er da koncentreret pa

[0,1], da
A([0,1]) = p(¥=([0,1])) = p([0, 00)) = 1,

og ifelge den lille transformationssaetning er
/x"ﬁ(da:) = /e’m pu(dx) =1, forn>1

D.v.s. (I,)n>1 bestemmer ji og dermed p, da = fio !, hvor p : R — R er
givet ved
p(x) = —logx for z > 0 og 0 ellers.

Bemeaerk at p o ¢(z) = . &

Da et sandsynlighedsmal pa (R, B(R)) er bestemt ved sine vaerdier pa de endelige
abne intervaller, kan vi ud fra det ovenstaende umiddelbart slutte, at ethvert
sandsynlighedsmal p pa (R, B(R)) er entydigt bestemt ved tallene

/e_"(f‘j_“)2 u(dz) n>1,a€R.
Thi ifplge Korollar 2 bestemmer de for ethvert a € R billedmalet
pow,;t hvor ¢, : R — R, : 7 (z—a)
og dermed

pwla—r,a+7r)=pov, ([0,7%) foraller >0, acR.
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Appendiks D.

Weierstrass - Bernstein’s Saetning

Til ethvert f € C(R) findes der en folge af polynomier (P,),>1 sa at P,(z) —
f(x) uniformt for x € [0, 1].

Bevis. Lad f € C(R) veere givet. Definer for alle n > 1 og z € R

CHCED LTINS

k=0

Bemeerk at for alle n > 1 og x € [0,1] er
Fuf(x) = E[f(S;/n)]
hvor S¥ ~ bi(n, z), hvor bi(n,0) := dy. Da

z(1—x) <

E[SY/n] =2 og Var(S:/n)= " 4171

fas ved brug af Chebychev’s ulighed, at for alle n > 1, 2 € [0,1] og € > 0 er
P(|Sy/n — 2| > €) < (4ne’)™".
D.v.s.for z € [0,1] har vi for alle n > 1 og € > 0
| Pof(z) = f(2) | = | E[f(Sh/n) — f(2)]| < E[1f(S;/n) — f(2)]]
= E[|f(Sp/n) = f(@)],1S5/n — x| > €] + E[|f(S;/n) = f(@)],1S5/n — x| < €]

- M
<My - P(1Sy/n—x| >€)+ Vi(e) < et

+ Vi(e),

hvor

My = sup [f(t)| og Vi(e) = sup{|/f(u) = f(v)|[u,v €[0,1], Ju—v| <e}.

te(0,1]

Men heraf folger umiddelbart, da f er begraenset og uniformt kontinuert pa [0, 1],
dov.s. My < oo og Vi(€) —e 0, at B,f(z) — f(x) uniformt for z € [0,1]. <
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Supplerende Opgaver

Stokastiske variable.
Alle stokastiske objekter naevnt i det fglgende antages defineret pa et givent sand-
synlighedsfelt (2, F, P).

Opgave 58 Vis for enhver fplge af heendelser (4,,),>1 at

P(limsup A,,) > limsup P(A4,,) og P(limninf A, < lim inf P(A,).

Opgave 59 Lad (X,,),>1 betegne stokastiske variable og sact

L*=limsup X,, og L,= lirr}linf X

Vis for alle z € R at
P(L, > z) < P(lim inf {X,>z}) < P(L. > )

0g
P(L* > z) < P(limsup {X,, > z}) < P(L* > x)
Antag at X, ’erne er uatheengige. Vis nu at L* = ¢ P-n.o., hvor
ci=mf{teR| Y P(X, >t)<oo}=sup{t e R| Y P(X, >1t)=o0}.
n=1 n=1
Da haendelserne {sup; | X;| = oo} og {limsup, | X;| = oo} er identiske fas at
P(sup, | X;| = o0) er lig 0 eller 1.
Opgave 60 Vis for z > 0 at

v /2 < /OO e Y2/2 dy < /2

.e_x
14 a2

SHE

Vink: Udnyt at for y > x er y/z > 1 samt
d/dy (—y ' e V) = (1+ y ) e V2 og (1+y?) < (14272).

Opgave 61 Lad (X;);>1 betegne en folge af stokastiske variable, som alle er
N(0,1)-fordelt, d.v.s. X;’erne er absolut kontinuerte med teethed




Vis ved hjelp af den hgjre ulighed i Opgave 58 at L < 1+ ¢ P-n.o.for alle e > 0
og dermed L <1 P-n.o., hvor

L :=limsup X,,/1/2logn.

Antag yderligere at X;’erne er uathsengige. Vis ved hjzelp af Opgave 57 og venstre
ulighed i Opgave 58 at L =1 P-n.o.

Opgave 62 Lad (X;);>1 betegne en folge af uathaengige stokastiske variable, som
alle er F(1)-fordelt, d.v.s. X;’erne er absolut kontinuerte med taethed

T e 1) ().
Beregn for o > 0 P(H,), hvor
H, = {X,, > alogn uendelig ofte}.

Slut heraf at limsup,, M,,/logn =1 P -n.o., hvor M,, := max;<g<, Xk.
Vis endvidere at

1
nl—e

P(M,/logn <1—¢€) = (1 —e U9lemmn — (] _ )"

og derfor, da 1 —z < e *, at lim, M,,/logn =1 P -n.o.

Opgave 63 Lad X = (Xi,...,X,,) betegne en stokastisk vektor, sa at X;’erne
har endelig andet moment, d.v.s. X; € L*(P) for i = 1,...n. Vis at

Ax(e) = 3 aieay CoulXe X;) = Bl| i (X, - BIX]) ) 20

a 1<i,j<n

for alle x = (z1,...,2,) € R™ Vis endvidere, at hvis X er absolut kontinuert,
sa geelder
Ax(z) &z =0.

Vink: Vis og udnyt at ethvert segte underrum i R™ er en Lebesgue nulmeaengde.

Opgave 64 Lad X og Y betegne absolut kontinuerte stokastiske variable med
teetheder fx og fy. Vis ved hjeelp af Tonelli’s seetning, at X og Y er uathaengige,
hvis og kun hvis

(,y) = fx(@) - fy(y)
er en taethed for den 2-dimensionale stokastiske vektor (X,Y).

Opgave 65 Lad X og Y betegne uathaengige stokastiske variable. Vis at X +Y
og X —Y er absolut kontinuerte, hvis en af X eller Y er absolut kontinuerte. Vis
at det samme gaelder for X - Y og X/Y, hvis yderligere hverken X eller Y har
punktmasse i 0.
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Vis at hvis X og Y er uatheengige og absolut kontinuerte med teetheder fx og
fr,sahar X +Y, X =Y, X Y og X/Y teetheder givet ved

X4Vt [ felt=s) frls)Mlds), X =V it [ filt+5)- fr(s) N(ds)

XY tr—>/fX( ols)-— Ai(ds), X/Y tH/th §)- fy(s) - |s| M (ds).

1

[s|

Opgave 66 Lad Y, X; og X, betegne uathaengige stokastiske variable, sa at
Y ~ N(0702) og XZ ~ F(fz/Qa 202) i = 1727

hvor f; og fo er naturlige tal.

Parametriseringen af Gamma fordelingen fglger her Hoffmann’s sektion 4.23.
Denne afviger fra den, der bruges i Stat1, idet parameterveerdien (a, ) hos
Hoffmann svarer til parametervaerdien (o, 1/5) i Stat 1.

['(f/2, 20?)-fordelingen er en sakaldt o2x?-fordeling med f frihedsgrader.
Bestem ved brug af Transformationssaetningen teetheder for flg. tre variable

X1 Xi/f1 o Y/o
Xi+Xy" Xo/fs g,/Xl/fl.

Opgave 67 Lad p € (0,00) veere givet. Vis brug af Fubini’s Seetning at

E[IX] —p/ (1X| > ¢) - 1 dt.
Vis endvidere at hvis X er ikke-negativ heltallig, sa gaclder
E[X Z P(X >n)= Z (X >n)
n=0 n=1

Slut heraf at for p > 0 har en stokastisk variabel X endelig p’te moment hvis og
kun hvis

fj P(IX[” > n) < oo

n=1
Opgave 68 Lad X og Y betegne uathaengige stokastiske variable. Vis at for alle
0 < p < oo geelder, at

El|IX+YP] <o < E[|X|P]+E[|Y]] < >
Vink til =. Vis ved brug af Tonelli’s Saetning, at der findes mindst et y, sa at

E[|X +yP] < o0
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Opgave 69 Vis at hvis X og Y er uafhesengige stokastiske variable, og Y har
endelig middelveerdi 0, sa gaelder for alle 1 < p < oo

E[IX]] < E[|X +Y]"].

Opgave 70 Lad X betegne en ikke-negativ stokastisk variabel. Vis ved brug af
korollaret til Jensen’s Ulighed, at

lim E[XP]Y? =sup {M > 0| P(X > M) > 0}.

pToo
0g

lim B[ X?]Y7 = ePllosX] hvis X e | LP(P).

pl0 >0

Vink til punkt 2. Udnyt Lebesgue’s Seetning samt identiteten

oy o o €8N =€ og (14 (E[XP] —1))
logE[X]/—ElogE[X]—E[ 5 ] - B0 1 :

Opgave 71 Lad (X,,),>1 veere identisk fordelte stokastiske variable. Vis at
X, € LY(P) = {X,|n > 1} uniformt integrabel.

Opgave 72 Lad (X,,),>1 veere kvadratisk integrable stokastiske variable. Vis at
{X, |n > 1} er uniformt integrabel, hvis (E[X,])n>1 0g (Var(X,)).>1 begge er
begraensede talfslger.

Opgave 73 Lad (X,,),>1 betegne stokastiske variable, sa at {X,, |n > 1} er uni-
formt integrabel. Definer

Y, =Xi+ -+ X,)/n n>1.

Vis at {Y,,|n > 1} er uniformt integrabel. Vink: Udnyt f.eks. Lemma 10.
Generelt gaelder: ‘H uniformt integrabel = conv(H) uniformt integrabel.

Opgave 74 Antag at (X,),>1 er uafhaengige stokastiske variable, som alle har
middelveerdi 0 og endelig andet moment o2. Vis at X,,’erne er orthogonale i
L?(P) og deducer herudfra ved brug af Pythagoras at

> X,/n konvergent i L*(P).
n=1

Opgave 75 Lad (X,)>1 og X betegne stokastiske variable og f en kontinuert
funktion fra R ind i R. Vis at

X, — X P-no.= f(X,) — f(X) Pn.o.

Vis det tilsvarende for konvergens i sandsynlighed, samt at E[f(X,, )] — E[f(X)]
hvis f yderligere er begraenset. Vink. Udnyt Seetning 6 samt at konvergens i sand-
synlighed er metriserbar.
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Opgave 76 Lad (X,)>1 og X betegne stokastiske variable, sa at X,, — X i
sandsynlighed, d.v.s. P-mal. Vis, hvis {X?|n > 1} er uniformt integrabel, at

E[X,] — E[X], E[X?] — E[X?] og Var(X,) — Var(X).
Opgave 77 Lad X og £ betegne uathaengige stokastiske variable, sa at
PE=-1)=P(E=1)=1/2
Vis at € - X og £ - | X| er symmetriske, samt at
X er symmetrisk hvis og kun hvis X ~¢- X ~ £ -|X].
Opgave 78 Lad (¢;);>1 betegne uathaengige stokastiske variable, sa at
Ple;=0)=P(¢,=1)=1/2 i>1.

Definer . o
U .= 2272 € = (61 +Z271 '€i+1)/2-
; i=1

=1
Vis at
P(U € (0,1)=1ogat U~ (e +0)/2,
hvor ¢, og U er uafheengige og U ~ U. Slut heraf at
n—1
ot _9). U =% () - E[UF
@ -2) 507 = 3 (1) - 20

for n > 1, og brug dette til at vise at U ~ U(0,1). Vink: Sammenlign momen-
terne.

Opgave 79 Lad X betegne en stokastisk variabel med en kontinuert fordelings-
funktion Fx. Vis at Fx(X) ~ U(0,1). Vink: Vis og udnyt at for 0 < t < 1
er

Fx(a;) =t og {Fx(X) <t} ={X <a} hvora :=sup{z|Fx(z) <t}

Slut heraf at for enhver kontinuert fordelingsfunktion F' er

00 1
/ h(F(z)) dF(z) = / h(z)dr for € M(B(R)),.
—00 0
Opgave 80 Lad (X;);>1 betegne en folge af stokastiske variable. Vis at
Y E[|Xi]?] <00 = X, — 0 Pn.o.
i=1

for ethvert g > 0.
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