Indledning.
Den moderne sandsynlighedsteori, hvis aksiomatiske basis blev formuleret af rus-
seren A.N. Kolmogorov i 1933 i bogen Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrech-
nung, er bygget op omkring et tripel ofte betegnet (2, F, P).
Her er € en ikke-tom meengde tit omtalt som det basale udfaldsrum, da det i
mange sammenhaenge er relevant at taeenke pa de enkelte punkter i {2 som mulige
udfald (elementar udfald) af det komplekse (tilfeeldige) system, man gnsker at be-
skrive. Det eksplicitte valg af  varierer meget. Hvis det f.eks.drejer sig om
kast med en terning, er det neerliggende at lade 2 veere meengden {1,...,6},
hvorimod det i forbindelse med kursudvikling af f.eks. obligationer er naturligt at
lade Q2 veere en delmaengde af meengden af ikke-negative funktioner defineret pa
et interval [0, 7], hvor T er den tidshorisont, man gnsker at benytte.
F, der betegnes modellens hendelsessystemet, bestar af de samlinger af elementar
udfald, vi er interesserede i. D.v.s.et element A i F en sakaldt hendelse er en
delmaengde af ). F er derfor en delmaengde af meengden af alle delmeengder af
Q, d.v.s. maengden

{A|ACQ}.

Denne kaldes ogsa potensmaengden over ) og betegnes ofte 22. Notationen beror
pa, at man via relationen

feoiwe]flw) =1}

kan identificere {A| A C Q } og meengden af funktioner fra Q@ — {0, 1}.

I overensstemmelse med, at F bestar af de samlinger af udfald, vi er interesserede
i, forlanges flg. tre betingelser opfyldte

1)QeF

2)Ae F = A°e F

U A, €F hvis Ay,... A,,... € F.

Kravene 1),2) og 3) udtrykkes kort ved at sige, at F er en o-algebra i €.

Triplets sidste del er det sakaldte sandsynlighedsmal P, d.v.s.en funktion fra
F — [0,1]. Dets veerdi P(A) pa en haendelse A € F kaldes sandsynligheden for
A eller synonymt sandsynligheden for at A indtreffer. Udover kravet om, at alle
sandsynligheder skal ligge mellem 0 og 1, kraeves yderligere

1) P(Q)=1

2) P(|J A, =) P(A,) hvis Ay,... A,,... € F er parvis disjunkte.
1 n=1

n=

1) udtrykker, at den sikre heendelse indtreeffer med sandsynlighed 1, og 2) omtales
som den tellige additivitet. Denne medfgrer, som vi senere skal se, det intuitivt



lettere forstaelige begreb endelig additivitet, d.v.s.
P(AUB) = P(A) + P(B) for disjunkte haendelser A, B € F.

Eksempler viser, at endelig additivitet ikke medforer teellelig additivitet, men 2)
kan, som det let ses, erstattes med et krav om endelig additivitet samt voksende
kontinuitet, d.v.s.

P(A,;) T P(A) hvis Ay C Ay C -+ og A= | An.

n=1

Potensmaengden over € er klart en g-algebra i €2, og man kan med god ret undre
sig over, hvorfor man ikke altid lader 2 udggre haendelsessystemet, d.v.s. antager
at enhver delmaengde er en haendelse. Men for ‘store’ €2, f.eks. {2 = R, er 'antallet’
af delmaengder af €2 sa utroligt stort, at den teellige additivitet for alle seet af
parvis disjunkte meengder kun kan veere opfyldt under meget strenge krav, som
udelukker mange interessante mal. Vi er derfor tvunget til at arbejde med mindre
o-algebraer.

For at kunne udvikle den gnskede sandsynlighedsteori ma vi fgrst gennemga lidt
abstrakt mal og integralteori. Dette foregar i et generelt malrum (E, E, u), hvor
(E,E) er et sakaldt maleligt rum, d.v.s.en ikke-tom meengde udstyret med en
o-algebra, og p er et mal pa £, d.v.s. i : € — Ry opfyldende

p(@) =0 og u(lJ An) = n(A,) for parvis disjunkte Ay, ..., A,, ... €.
n=1

n=1

Det relevante stof er indeholdt i noternes forste 8 afsnit. Her omtales ligele-
des de sakaldte malelige funktioner, et begreb der i en sandsynlighedsteoretisk
sammenhaeng svarer til stokastiske variable. Gennemgangen forventes at straekke
sig over fgrste kvarter, d.v.s.indtil efterarsferien. I andet kvarter vender vi os
mod studiet af et sandsynlighedsfelt (2, F, P). Det vigtige begreb uafhengig-
hed defineres, og middelverdi begrebet indfgres som et integral over 2. Dernaest
diskuteres konvergens af malelige funktioner, med speciel vaegt pa stokastiske va-
riable, og efteraret afsluttes med en behandling af spgrgsmalet om eksistens af
specifikke malrum, d.v.s. konstruktion af mal med forudgivne veerdier pa searligt
paene meengder. Et vigtigt eksempel er her konstruktionen af lengdemalet pa den
reelle akse ud fra dets veerdier pa endelige intervaller.



Malelige rum.

Den matematiske ramme for malteorien er et sakaldt maleligt rum (E,E), be-
staende af en ikke tom meengde F og en delmeengde £ af 2F, maengden af alle
delmaengder af E, som opfylder

(1) EEE, (2) AcE = Aeé& og (3) (AZ)221QC€:> UAIES
i=1
Elementerne i £ kaldes ofte de malelige meengder. A betegner her komplementet
til Ai F, d.v.s.
A :=FE\A={ec€ FEle¢ A}

Da A = (A°)¢ kan (2) sekvivalent formuleres som: A € £ & A° € €.

Et meengdesystem i F, eller synonymt maengde af delmaengder af F, som opfylder
(1),(2) og (3), d.v.s.indeholder hele meengden E samt er stabil under komple-
menteer og teellelig foreningsmaengde dannelse (C-stabil og Je-stabil), kaldes en
o-algebra af delmeaengder i E eller kort en g-algebra i E. Et maleligt rum er altsa
en maengde udstyret med en o-algebra af delmaengder.

Da E°¢ = () viser (1) og (2) at enhver o-algebra indeholder den tomme maengde
0, og da

UAZ:UBZ hvorBi:Ai/\nizl,
=1 1=1

sikrer (3) ligeledes stabilitet under endelig foreningsmaengde dannelse (| f-stabil),
d.v.s.

(4): Ay,..., A, €€= UAi ef.
i=1
Et meengdesystem A i E, der opfylder punkterne (1), (2) og (4), kaldes en algebra
i E. Enhver g-algebra er derfor specielt en algebra, hvorimod eksempler (se ne-
denfor) viser, at der findes algebraer, der ikke er o-algebraer. Simpel induktion
viser, at (4) akvivalent kan formuleres som

A BEE=AUBECE.

Da maengdeoperationerne feellesmaengde og differensmaengde dannelse kan dannes
ved hjalp af foreningsmaengde og komplementaermaengde dannelse via formlerne

ANB = (A°UB°° og A\B=ANB = (A°UB)°
har vi flg. resultat vedrgrende algebraer og o-algebraer.

Lemma 1 FEnhver algebra A er stabil under endelig fellesmaengde samt mang-
dedifferens dannelse, d.v.s.

A BeA=ANBeA og A\Be A

Yderligere er en enhver o-algebra stabil under tellelig fellesmangde dannelse.
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Bevis. Formlerne AN B = (A°U B¢)¢ og A\B = (A°U B)* viser, at enhver
algebra er stabil under endelig feellessmaengde samt maengdedifferens dannelse.
D.v.s. Nf-stabil og \-stabil. Tilsvarende viser flg. identitet geeldende for vilkarlige
meengder Aq, Ay, - - -

ﬂ A = (U Af) )
=1 =1

at o-algebraer er stabile under teellelig feellesmaengde dannelse () c-stabil). For
hvis A;’erne er elementer i en o-algebra &£, geelder dette ogsa Af’erne og dermed
den teellelige foreningsmaengde U2, A tillige med dens komplement. &

Ovelse 1. St E = R. Definer
B:={ACR|Aeller A°er teellelig} og A:={A CR|A eller A° er endelig }.

Vis at B er en g-algebra, og at A er en algebra, men ikke en o-algebra. O

Hvis grundmeengden F indeholder mere end to elementer, findes der mindst to
forskellige o-algebraer i E nemlig maengdesystemerne {(), E} og 2. Disse udggr
h.h.v. den mindste og den storste o-algebra i E, da

{0,E}y C & C 2"

for enhver anden o-algebra £ i E. De er dog sjeeldent interessante, thi den fgrste
er generelt for lille og den anden for stor, i hvert fald hvis E er overtellelig,
d.v.s.ikke teellelig.

Det er ikke sveert at se, at hvis & og & er o-algebraer i E, sa galder dette ogsa

Elﬂé’g::{B€2E]BE€1 OgBESQ},

da

(1)E€51ﬂ€2daE€510gE€€2.

(2) A& NéE = Ac ogdermed A€ & fori=1,2 = A€ & NEs.

(3) (An)n>1 CENE = (Ap)n>1 C & og dermed U2 A, € & for i = 1,2, d.
V.S. Uzozl An < 81 N 82.

Argumentet generaliserer ueendret til en vilkarlig familie af o-algebraer, hvilket
abner mulighed for, at definere o-algebraer af typen 'mindste’ o-algebra der in-
deholder et givent st af meengder G. Ordet 'mindste’ skal her forstas i h.h.t.
inklusion. For da 2% er en o-algebra, som indeholder G, er der ved definitionen

o(G)=F

hvor F gennemlgber alle g-algebraer, som indeholder G, d.v.s.G C F, defineret
en o-algebra i E. 0(G) er den mindste, der indeholder G, da den pr. definition er



indeholdt i enhver g-algebra F, som indeholder G. o(G) er derfor lig G, hvis G er
en o-algebra, d.v.s. specielt

og ligeledes er

0(G1) C o(G2) hvis Gy C Gs.

0(G) omtales naturligt nok som den af G frembragte o-algebra. Da en o-algebra
som naevnt er C-, Jc- og (c-stabil, er

G°UG,UGs Co(9)
og dermed, da G er indeholdt i bade G, og s,
0(9) = a(G°) = 0(Gs) = (%),

hvor vi har brugt notationen

G ={G|GegG}, G,={JGi|GieGi>1}, G:={(Gi|GieGi>1}

i=1 i=1

Eksempler. Det overlades til laeseren at eftervise de ubeviste pastande.
1) o({A}) = {A, A9, 0, E}.
2) Hvis {Ay,..., A, } udger en endelig partition af E, d.v.s.er parvis disjunkte,
AiNnA;j=0fori#j, og E=U", A er

c({Ar,....,A})={BCE|B=|JA, I C{1,...,n}}.

iel

Antallet af elementer i 0({41,...,A,}) er derfor hgjst 2", med lighedstegn hvis
A £ fori=1,... n.

Argument. Lad G betegne {A1,..., A,}. Da hgjresiden netop er G,, er den in-
deholdt i 0(G), og der vil derfor geelde =, hvis G, i denne situation udggr en
o-algebra. Men dette fglger af formlerne

ie{l,...,n} el icle n=1 i€l, 1eUse  In

Resultatet generaliserer med samme argument til fglgende.

3) Hvis (4;);>1 udger en teellelig partition af E, d.v.s. A;’erne er parvis disjunkte
og =2, A, er

o((A)iz1) ={BC E|B=JA; I CN}.

i€l

Hvis A; # 0 for mere end endelig mange 4, er o((4;);>1) overteellelig.
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Hvis meengderne i 2) og 3) ikke er disjunkte, er situationen mindre gennemskuelig.
Betragt f.eks. et vilkarligt endeligt seet {A;,..., A,}. Til enhver af de 2™ forskel-
lige delmaengder I af {1,...,n} tilordnes en meengde B; bestemt ved

Bri=(A4 N ) A
il ielc

Det overlades til laeseren at indse, at det herved fremkomne seet {Bj, ..., Ban}
udggr en endelig partition af F, samt at

o({Ay,..., A }) =0c({Bi,...,Ban}).
Antallet af elementer i o({Ay,...,A,}) er derfor 2™, hvor m er antallet af ikke-

tomme B;’er, d.v.s.m = 2", hvis ingen af B;’erne er tomme.

Notation. En o-algebra & siges at vaere tellelig frembragt, hvis € = o((Ay)n>1)
for en falge (A,),>1 C 2%,

Bemaerk at enhver teellelig frembragt o-algebra £ er pa formen £ = o(A), hvor
A er en algebra indeholdende hgjst teellelig mange elementer, f.eks.

A= f_jl o({Ar, ..., A}), hvis € = 0((A)ns1).

I mange teoretiske sammenhaenge er det givne system G stabil under endelig
gennemsnit (synonym for feellesmeengde), d.v.s.

A BegG=ANBeg.

Denne situation er speciel vigtig, fordi o(G), som vi nu skal se, her kan beskrives
pa en alternativ simplere made. For lettere at kunne formulere resultatet, der er
kendt under navnet Dynkin’s Lemma, indfgres flg. notation.

Notation. D C 2F kaldes et d-system, hvis D opfylder flg. tre punkter

a) E €D

b) A BeDogBC A= A\BeD

¢) (A)n>1 C€Dog A, C A1 = U, A, €D.

Da B¢ = E\B sikrer a) og b) stabilitet under komplementaermangde dannelse.
Punkt c) udtrykkes kort ved at sige, at D er T-stabil, d.v.s. lukket under teellelig

voksende forening. Da D er stabil under komplementsaermaengde dannelse, er den
ligeledes | -stabil, d.v.s. lukket under teellelig aftagende gennemsnit.

I overensstemmelse med det tidligere defineres for ethvert G C 2F
D(G):=(\D

hvor D gennemlgber alle d-systemer, som indeholder G, d.v.s.G C D. Simple
argumenter viser, at D(G) er det mindste d-system, som indeholder G. Med
denne notation pa plads gaelder.



Lemma 2 Dynkin’s Lemma.
Huvis G C 2F er stabil under endelig gennemsnit, er o(G) = D(G).

Bevis. Da enhver o-algebra er et d-system, er inklusionen D klar, og den anden
folger pr. definition af o(G), hvis vi viser, at D(G) er en o-algebra, d.v.s. opfylder
(1),(2) og (3) pa side 3. Her er (1) og (2) allerede klaret. Hvad angar (3) viser
den generelle identitet

Us.-U(Un).

n=1 = k=1
at Jc-stabilitet og |f-stabilitet er det samme for T-stabile meengdesystemer,
og da D(G) er T-stabil, mangler vi derfor kun at vise, at D(G) er stabil under
endelig foreningsmeengde dannelse. Men da D(G), som naevnt, er stabil under
komplementaermaengde dannelse, er dette sekvivalent med at vise stabilitet under
endelig feellesmeengde dannelse, d.v.s. AN B € D(G) for alle A, B € D(G).
Lad hertil G € G veere givet. Betragt flg. delmeengde af D(G)

D(G) = {B € D(G)|BNG € D(G)}.

Udnyttes at D(G) er et d-system, ses umiddelbart at D(G) ligeledes er et d-system,
og da den pr. antagelse indeholder G, er den lig D(G). D.v.s. GN B € D(G) for
alle G € G og B € D(G). Velg dernaest et A € D(G) og definer tilsvarende

D(A) = {BeDG)|ANB e DG).

Ifglge det netop viste er G C D(A) C D(G), og da D(A) tilsvarende ses at veere et
d-system, er D(A) = D(G). Da dette geelder for ethvert A i D(G), har vi hermed
vist den gnskede stabilitet under endelig feellesmeengde dannelse. &

Vi vil i det folgende mgde mange 'minimal’ o-algebraer. Et forste vigtigt eksem-
pel er den sakaldte produkt o-algebra £ @ F pa produktrummet F x F', dannet
ud fra to givne malelige rum (£, &) og (F,F). Udtrykt i den ovenfor indferte
notation er

E@F =c({Ax B|A€& BeF})

d.v.s. produkt o-algebraen er den mindste o-algebra i E x F', der indeholder alle
produktmeangder, hvis sider er malelige. Skognt saledes frembragt af produkt-
maengder er det veerd at understrege, at £ ® F indeholder meengder, som ikke
er af produkttype. Bemaerk at maengden af kasser med malelige sider er stabil
under endelig gennemsnit, idet

(A; x By) N (A x By) = (A N Ag) x (By N By).

Proceduren udvider umiddelbart til situationer med endelig eller endog teellelig
mange faktorer. For at spare plads bruges ofte notation som ([T, E;, @, &),
og hvis faktorerne er ens skrives f.eks. £2 i stedet for £ ® €.
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Vigtig regel. For at vise, at alle elementer i en o-algebra af typen o(G) har en
given egenskab p, er det nok at vise, at ethvert G € G har egenskaben p, samt at

&, = {A C E'| A har egenskaben p}

udger en o-algebra i £. Thiisa fald har vi altsa, at G C &, og dermed o(G) C &,
da &, er en o-algebra. Hvis G er stabil under endelig gennemsnit, er det nok at
vise, at &, er et d-system.

Ovelse 2. Vis at et maengdesystem £ C 2F er en o-algebra, hvis og kun hvis &€
er bade en algebra og et d-system.
Definer for ethvert G C 2F

Mo(G) =M

hvor M gennemlgber alle T] -stabile maengdesystemer indeholdende G.

Overvej at Mo(G) er 1] stabil og konkluder her ud fra, at Mo(G) er det mindste
maengdesystem, der indeholder G og er T| stabil.

Vis derneest at Mo(A) = g(A), hvis A er en algebra.

Vink: Vis at Mo(A) er en algebra, d.v.s. C-stabil og U f-stabil. Kopier bevistek-
nikken i Dynkin’s lemma. O



Borel o-algebraer.

Lad (S,d) betegne et metrisk rum. Vigtige eksempler er som bekendt R eller
mere generelt R udstyret med den seedvanlige Euklidiske metrik. Lad U/ betegne
meengden af abne delmaengder af S, d.v.s.en delmaengde U C S ligger i U hvis

VeeUdr>0: blx,r) CU,

hvor b(x,r) = {y € S|d(z,y) < r} er den abne kugle med centrum z og radius
r.(Overvej at b(z,r) er aben.) Ud fra de abne meengder defineres den sakald-
te Borel o-algebra B(S) som den mindste o-algebra, der indeholder alle abne
meaengder, d.v.s.
B(S) :=a(U).

Da mengdesystemet U = {G°|G C S aben} pr. definition netop er meengden
af lukkede delmeengder af S, kan B(S) akvivalent beskrives som den mindste o-
algebra, der indeholder alle lukkede delmaengder af S. Hvis ikke andet eksplicit
siges, er det altid Borel o-algebraen, man benyter i et metrisk rum, og ligesom
meengden af abne maengder sendres den ikke ved skift til en sekvivalent metrik.
Hvis (S,d) er separabel, d.v.s.der findes en teellelig delmeengde (x;);>; € S, sa at

VeeSVr>03i>1: x; € b(x,r)

(man udtrykker dette ved at sige, at (z;);>1 er teti S), kan B(S) ogsa beskrives,
som o-algebraen frembragt af alle abne kugler i (S,d). Thi hvis (x;);>1 er en
teellelig taet meengde i S, gaelder for enhver aben delmeengde U i S, at

U= U b(x;, i h).

(4,3), bzi,i—H)CU

Bevis. (teenk pa R med den saedvanlige metrik)

Lad z € U veere givet. Da U er aben, findes der et j > 1, sa at b(x,j7!) C U.
Velg nu z; € b(z,(25)7!) og betragt kuglen b(z;, (25)7!). De grundlaeggende
egenskaber ved en metrik, specielt trekantsuligheden, sikrer, at

x € b(z;, (2§)7") Cb(x,57") C U,

hvilket viser den postulerede lighed. &

I separable metriske rum er enhver aben maengde altsa en teellelig foreningsmeaeng-
de af abne kugler, og Borel o-algebraen er derfor frembragt af de abne kugler.
Bemeaerk at argumentet mere preecist viser, at

B(S) = o({b(z:,j ") |i,j = 1}),

d.v.s. B(S) er taellelig frembragt, hvis (S, d) er separabel.
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Lad os et gjeblik se pa, hvad dette betyder i tilfeeldene R og R™. Disse rum
er separable, thi Q og Q", d.v.s.punkterne i R™ med rationale koordinater, er
teellelige teette delmaengder af h.h.v. R og R"™. Da intervallerne af formen |a,b|
for —oo < a < b < oo netop er de abne kugler i den Euklidiske metrik, idet

b(z,r) =]x —r,x+r|[ og dermed ]a,b[= b((a+b)/2,(b—a)/2),
fas derfor, at
BR)=0({]a,b[| —o0<a<b<oo}).

Tilsvarende er
BR") =o({[]]ai,bi[| —0o<a; <bi<ooi=1,...,n}),
i=1
hvor .
H ai, bi[={(z1,...,2,) ER"|a; <x; <b;i=1,...,n}

Det ﬂerdlmenswnale tilfeelde indses lettest ved at bruge metrikken

doo(z, y) == 1121?2% lzi — | for 2 = (23)1<i<n, ¥ = (Yi)1<i<n € R™.

do er @kvivalent med den Euklidiske metrik pa R", og de tilhgrende abne kugler
er af formen [[",] a;, b; [, hvor kantleengden b; — a; er uathengig af i.

Men der findes mange andre frembringersystemer. F.eks. viser identiteterne ¢-
verst side 5 sammen med ligheden

[e.9]

= Ula+1/n,b—1/n],

at B(R) ogsa er frembragt af meengden af lukkede intervaller (detaljerne overlades
til leeseren). Til senere brug fremhaeves specielt flg. resultat. Bemeerk at de to
frembringersystemer begge er stabile under endelig gennemsnit.

Lemma 3 B(R) er frembragt af mengdesystemet {(—o0,b]|b € R}, og tilsva-
rende er B(R") frembragt af {IT",(—00,b;]|b; e Ri=1,...,n}.

Bevis. Vi viser kun det endimensionale tilfeelde. Det generelle gar analogt. Lad
B betegne o({(—o0,b]|b € R}). Da (—o0,b] er en lukket meengde, er

B C o({lukkede maengder}) = B(R).

D.v.s.det drejer sig om at vise, at B er stor nok, f.eks. at den indeholder ethvert
abent interval | a,b[. Men dette fas for alle a < b af ligheden

la,b[= (—o0,b[\(— D 00,b—1/n] N (—o0,al.
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Ovelse 3. Definer for alle i € Z™ og k > 1
D =116 —1)-27%4;-277).
j=1

Vis at maengden af disse akseparallelle dyadiske kasser frembringer B(R™), samt
at {DF|i € Z", k > 1} U {0} er stabil under gennemsnit. O

Hvis (S,d) er et metrisk rum, er det naturligt at udstyre produktrummet S”
med en sakaldt produktmetrik. En metrik d pa S™ kaldes en produktmetrik,
hvis d-konvergens af en punktfglge i S™ er sekvivalent med d-konvergens af de n
tilhgrende koordinatfglger, d.v.s.

lillgrlgk:g i(S”,ci)<:>1ilgnxk7i:xii:1,...,n i(S,d).

hvor z,, = (k1,...,%kn) 0g £ = (T1,...,%,). Bemerk at S™ er separabel i
enhver produktmetrik, hvis S er separabel. F.eks.er

{(@hys ) [ R > 1 =1, n},
taet i S, hvis (zg)r>1 er taet i S. Vigtige eksempler pa produktmetrikker er

n n

doo(ga Q) = fg?g%d(xzayz% dl(lag) = Zd(%,yz) 0g dQ(la y) = Zd<xzay1)2

i=1 =1
for T = (-ri>1§i§n7 g = (yi)lgign e S, (Taenk over dette)

Da S™ kan opfattes bade som et produktrum og et metrisk rum, er B(.S)"™ og B(S™)
begge naturlige o-algebraer pa S™. Det er derfor oplagt at undersgge deres indbyr-
des sammenhaeng. Seetning 1 nedenfor viser, at der altid geelder B(S)™ C B(S™),
men hvis S er separabel, gaeelder der, som vi nu skal vise, lighedstegn.

Proposition 1 For ethvert separabelt metrisk rum (S,d) er B(S)™ = B(S™) for
n > 2. Specielt er B(R™) = B(R)"™ for n > 2.

Bevis. Af overskueligheds grunde betragtes kun tilfeeldet n = 2. Da Borel o-
algebraen er uatheengig af, hvilken produktmetrik der anvendes, udstyres S x S
med metrikken d.,, d.v.s.

dw(lay) = d(xhyl) \4 d($27y2) Z = (‘rlvxZ)a Yy = (ylny) €S XS,
Kuglerne i denne metrik er produktmaengder, idet
b(xz,r) = b(xy,r) X b(za,7) for r >0, z = (21,22) €S X S.

Da S er separabel, er S x S, som nevnt, separabel i d,, -metrikken. Enhver aben
meengde U C § x S er derfor en teellelig foreningsmaengde af produktmaengder
og dermed element i B(S) ® B(S) = B(S)?. D.v.s.

B(S?*) =c({U|U C S x S aben}) C B(S)>.
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For at vise den anden inklusion betragtes meengdesystemet
B, :={AecB(S)|AxS € B(5%}.
Formlerne
SxS=8% A°xS=(AxS)Eog (GAi)xS: G(AixS).
i=1 i=1

viser, at By er en o-algebra; og da U x S er aben i S? og dermed element i B(S?)
for enhver aben maengde U, indeholder B; alle abne maengder og udggr derfor
hele B(S). Tilsvarende vises

S x B € B(S?) for alle B € B(S),
og derfor
Ax B=(AxS)N(S x B) € B(S?) for alle A, B € B(S),

hvilket pr. definition af B(R)? viser inklusionen B(R)? C B(R?). &

Ovelse4. Lad (5, d) betegne et metrisk rum. Vis at enhver lukket maengde F
er et teelleligt gennemsnit af abne meengder. Vink: Vis og udnyt at

F = ﬂl G, hvor G, := | b(z,1/n).
n= zeF

Overgang til komplementet viser derfor, at enhver aben maengde er en tellelig
foreningsmaengde af lukkede maengder. Deducer herudfra, at B(S) = Mo(G),
hvor G enten er maengden af alle abne maengder h.h.v. maengden af alle lukkede
maengder. Vink: Kopier fremgangsmaden i Qvelse 2. O

Lad mig som afslutning bare neevne, at hvis A er en ikke-tom delmeengde af et
metrisk rum (5, d), sa er (A,d) igen et metrisk rum, og den tilhgrende Borel
o-algebra B(A) opfylder

B(A) = {ANB|B e B(S)},

d.v.s. B(A) C B(S) hvis A € B(S). Ligheden skyldes, at en delmeengde U C A
er aben i (A, d), hvis og kun hvis

U=ANU hvor U er aben i (S,d).

Bemeerk at (A, d) er separabel, hvis (S, d) er separabel. For hvis (x,),>1 er teet
i(S,d), sa er, idet y betegner et fast punkt i A, (ynx)ni>1 taet i (A, d), hvor for
givne n, k > 1 punktet y, 5 er valgt i h.h.t.

Ynk € ANb(z,,1/k) hvis denne maengde er ikke-tom og vy, = y ellers.
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Malelige funktioner.
[ det fglgende betegner (F,E) og (F,F) malelige rum. Som det er naturligt i
mange matematiske sammenhaenge, betragtes afbildninger mellem E og F', som
harmonerer med den givne malelige struktur. Disse sakaldte malelige afbildnin-
ger defineres som fglger.

Definition En funktion f : E — F er malelig, mere preecist (€, F)—malelig, hvis
fUF) = {f(B)|BeF} CEdvs.

fY(B):={ec E|f(e) e B} €& foralle Bc F.

En funktion er altsa malelig, hvis og kun hvis urbilledet af enhver malelig meengde
i F'er en malelig meengde i E. I stedet for f~1(B) skrives ofte kort {f € B}.

Vi skal i dette afsnit udlede forskellige egenskaber ved malelige funktioner samt
i vigtige specialtilfeelde undersgge, hvordan malelighed eftervises. Som bekendt
bevares de geengse maengdeoperationer ved inversbilled-dannelse, specielt er

FUA) =UF(A) o £7(A%) = £ A
For enhver funktion f : EF — F er meengdesystemerne
{f/(B)|BeF} og {BCF|f(B)€ &}

derfor o-algebraer i h.h.v. £ og F' og dermed

for ethvert meengdesystem G i F'. For da venstresiden, som naevnt, er en o-algebra
i F, som omfatter f~!(G), er inklusionen D klar, og den anden fglger, da

{Bea(@)|f(B)ea(f(9))}

er en o-algebra i F' indeholdende G. Som konsekvens heraf fas flg. vigtige regel.

M1 Hvis F = 0(G) for et mengdesystem G i F, sa gelder for f : E — F, at
fer (&, F)malelig & f1(G) €& foralle G €g.

o-algebraen {f~!(B)| B € F} betegnes o(f) og omtales ofte som den af f frem-
bragte o-algebra. Bemseerk at den atheenger af . En simpel overvejelse viser,
at o(f) er den mindste o-algebra i E, som ggr f malelig, som funktion ind i det
malelige rum (F, F), d.v.s.

o(f) = B.

hvor B varierer over alle o-algebraer i E, hvor f er (B, F)-malelig.
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Hvis F er teellelig frembragt, geelder dette ogsa o(f), thi ifolge det ovenstaende
er

F=0((A)nz1) = o(f) = a((f " (An)uz1)-

Tilsvarende betegner o((f;)ic;) den mindste o-algebra i E, som gor en familie
(fi)ier af funktioner malelige. f; er her for ethvert i en funktion fra F ind i et
maleligt rum (F;, F;). Her geelder derfor, at

o((fi)ier) = o({fi ' (A) li € I, A€ Fi}).

Hvis (Fy,F1) er endnu et maleligt rum og f : E — F og g : F' — F} er givne
funktioner, fglger af reglerne for dannelse af urbillede, at

(go f) N (B)=f g '(B)) foralle BC F}.
Dette viser alt i alt folgende vigtige resultater angaende malelighed.

M2 Malelighed bevares ved sammensetning, d.v.s. hvis f er (€, F)-malelig, og g
er (F,F1)-malelig, sa er go f (€, F1)-malelig.

M3 f er (€,0(g))-malelig, hvis og kun hvis g o f er malelig m.h.t. (€, F).

Den sidste regel generaliserer usendret til situationer med flere afbildninger.
Tilfeeldet (F,F) = (R, B(R)) er seerligt vigtigt, og giver derfor anledning til en
speciel notation, idet meengden af malelige reelle funktioner defineret pa (F,&)
betegnes M(E), d.v.s.

M) :={f: E—R|fer (£ BR))-malelig}.
Sammen med Lemma 3 viser M1, at der for f: £ — R geelder
feME) & {f <z} e forallexreR.

Ifplge geengs notation skrives kort {f < z} i stedet for f~!((—o0,z]). Benyttes
andre frembringersystemer opnas sekvivalente beskrivelser af elementerne i M(E).
De begraensede h.h.v. de ikke negative elementer i M(£), bruges sa ofte, at de far
en selvsteendig betegnelse

bM(E) :={f e M(E)|Tr <oo|f(e)] <r for alle e € E},
M(E)y :={f eM(&)]| f(e) >0 for alle e € E} og bM(E); :=bM(E) N M(E) 4.

I nedenstaende Lemma 4 og 5 formuleres og vises forskellige egenskaber ved den
vigtige funktionsklasse M(E). Men for at forsta beviset for Lemma 4 ma vi forst
studere to i sig selv interessante problemstillinger. Det drejer sig dels om male-
lighed i forbindelse med produktrum og dels om samspillet mellem malelighed og
kontinuitet.
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Vi starter med det sidste. I har i tidligere kurser studeret kontinuerte funktioner,
sa i sammenhaengen her er det naturligt at undersgge disse ud fra et malelig-
hedssynspunkt. Betragt derfor to malelige rum (51, B(S1)) og (S2, B(S2)), hvor
(Si,d;)’erne er metriske rum med tilhgrende Borel o-algebraer. De kontinuerte
funktioner fra Sy ind i S5 er her en interessant klasse, og da kontinuitet af en
funktion f : 57 — Sy , d.v.s.

Vee S Ve>030>0:di(x,y) <0 = do(f(x), fly)) <€
aekvivalent kan formuleres som
VeeS Ve>035>0:b(x,0)C ffl(b(f(:c),e))

ses, at kontinuitet medfgrer, at f~1(U) er aben i Sy, hvis U er aben i Sy. Som en
konsekvens af M1 og definitionen pa Borel o-algebraen fas derfor.

Saetning 1 Lad (S;,d;) i = 1,2 betegne metriske rum. Da er enhver kontinuert
funktion f: Sy — Sy Borel malelig, d.v.s. (B(S1), B(S2))-malelig.

Ovelse 5. Lad (5, d) betegne et metrisk rum. Vis at B(S) = o(C(.5)), hvor
C(S) :={f:S — R| f kontinuert}.

D.v.s.en afbildning g fra et maleligt rum (E£,€) ind i S er (€, B(S))—malelig,
hvis og kun hvis fog € M(E) for f € C(S). Vink: For enhver lukket meengde F’
er funktionen x — d(z, F) := inf cp d(x,y) kontinuert og F' = {d(-, F') = 0}. O

Lad dernaest (Ey, &) og (Es, &) veere malelige rum og betragt produktrummet
FE x E5 udstyret med produkt o-algebraen £ ® &. Definer projektionsafbildnin-

gerne pg, og pp, ved
pE,(€1,e0) :=€1 0g pp,(e1,ez) :=ey foralle (e1,e9) € Ey X Fs.
Ligheden
Ax B=(AXE)N(E x B)=ppg (A) Npg(B) hvor A € & og B € &,

viser, at & ® & = o(pg,, PE,), d.v.s. projektionsafbildningerne frembringer pro-
dukt o-algebraen. Resultatet generaliserer usendret til produktrum med mere
end to faktorer. Kombineres dette med Ssetning 1 fas for ethvert metrisk rum
(S,d), at hvis S™ udstyres med en produktmetrik, er

B(S)" € B(S"),

da de n projektionsafbildninger fra S™ ind i S er kontinuerte og dermed Borel
malelige. Strukturen af produkt o-algebraen giver endvidere anledning til flg. re-
sultater vedrgrende produktrum. For at lette overskueligheden formuleres pastan-
dene kun for to faktorer. (E;, &) og (F;, F;) i = 1,2 betegner her malelige rum.
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M4 f=(f1,f2): E— Fi X Fy er (€, F, ® Fy)-malelig, hvis og kun hvis koordi-
natfunktionerne f; : E — F; er malelige m.h.t. (£, F;) fori=1,2.

M5 Huis g : By X Ey — F er malelig m.h.t. (£, ® &, F), er
g(-,ea) ser—gle,ea) og gler,-) e gler,e)

malelige fra Fy h.h.v. By ind i F for alle e € Ey og e; € Ey. Specielt er for
ethvert U € £ ® &y sektionerne malelige, d.v.s. for alle ey € Fy og e € Fy er

Uley) . ={e€ Ey|(e1,e) e U} €& og Ulex) :={e€ Ey|(e,e0) € U} € &.

Bevis. M4 fas af M2 og M3, da f; = pg, o f for i = 1,2. Fgrste halvdel af M5
folger ogsa af M2, idet

gler,) = gove, fore; € Ey og g(-,e2) = gote, for es € Ey,
hvor 1., ’erne er givet ved
Ve, () = (e1,€) for e € By og t,(e) = (e,ez) foree€ By,

og disse er ifglge M4 malelige m.h.t. (&3, & ® &) h.h.v. (£1,E ®E;). Resten folger
nu af lighederne

Uler) = ¢/ (U) og Ulea) =, (U),
da 1., og 1.,, som netop vist, er malelige fra Fy h.h.v. Fy ind i E} X Fj. &
Da B(R"™) = B(R)"™ indeholder M4 flg. vigtige konsekvens.

M6 Huvis f : E — R™ har koordinatfunktioner fi,..., fn, dv.s. f = (f1,.. ., fa),
geelder

fer (£,B(R"))-malelig & f; er (£, B(R))-malelig fori =1,...,n.

Vi er nu i klar til at formulere og bevise Lemma 4.

Lemma 4 M(E) er et reelt vektorrum, som yderligere er stabil under produkt og
punktvis max og min dannelse. D.v.s. hvis f og g er elementer i M(E), sa gelder
dette ogsa f+g, f-g, fNg, fVgogcf foralleceR.

Bevis for Lemma 4. Da beviserne er identiske, ngjes vi med at vise maleligheden af
f+g. Ifglge Md er e — (f(e), g(e)) malelig m.h.t. (£, B(R?)), og da (z,y) — x+y
er en kontinuert reel funktion pa R? fas af Seetning 1, at sammenszetningen,
d.v.s.e— f(e) +g(e) = (f +g)(e), ligger i M(E). o

Stabiliteten under punktvis max og min betyder, at M(E) = M(E)+ —M(E) 4, thi
for ethvert f € M(E) definerer

ff=fVv0 og f~:=—(fA0)
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to elementer i M(&),, som opfylder
f=1"=f og |fl=f"+f"

f* og f~ kaldes h.h.v.den positive og negative del af f. Bemeerk at f* = 27(f)
og [~ =z (f), hvor 7 og 2~ er de ikke-negative reelle kontinuerte funktioner

rt i x—2zV0 og 7 x— —(xzAO0).

C(S)-rum opfylder ogsa Lemma 4, men som vi nu skal se, bevares malelighed i
modszetning til kontinuitet under punktvis konvergens af fglger. M(€) har nemlig
yderligere flg. vigtige egenskab.

Lemma 5 For enhver folge (fn)n>1 @ M(E) er
C((fa)nz1) == {e € E|lim fy(e) eksisterer i R} € o((fu)nz1) C &;
og funktionen fo : E — R defineret ved

lim, f,(e) hvis e € C((fn)n>1)
foole) =

0 ellers,

er o((fn)n>1)-malelig, d.v.s. specielt er fo € M(E).

Bemaerkning. Anden del gaelder usendret i ethvert metrisk rum (S, d) forud-
sat C((fu)n>1) € &, hvorimod forste del kraever, at (S,d) er fuldsteendigt og
separabelt. Nedenstaende bevis galder usendret i den mere generelle situation.
Separabiliteten sikrer, at e — d(f(e), g(e)) € M(E) for ethvert par af funktioner
foggfra Eindi S, som er malelige m.h.t. (€, B(S)). (Teenk over dette.)

Bevis. Lad (f,)n>1 € M(E) veere givet. Da R er fuldsteendigt, er

C((funz1) = {e € E| (fu(€))ns1 er en Cauchy-folge i R}
=Nu
k=1n=1

hvilket viser forste del. Skrives kort C'i stedet for C'((f,)n>1), er det, da

3

{e € E[[fule) = fm(e)] < 1/k},

m

[H(B)=f(B)nC U f{(B)NC°  BeBR),

for at vise anden del nok at vise, at f.'(F) N C € & for enhver lukket maengde
F iR, thi f_'(F)NCeerenten E eller (), da f,, er konstant lig 0 pa C¢. Men
betegner som ovenfor d(-, F') den kontinuerte funktion

d(x,F) = inf |z —y| forallex € R

yeF
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0g d(feo, ) 0g d(fn, F') sammensetningerne d(-, F') o fo, og d(-, F) o f,, ses, da
0 <d(fn, F)(e) = d(fo, F)(e) for alle e € C, at

S (F)NC = {d(fo, F) = 0} N C = ) f_j Fj{d(fn,F) <1/ nc.

Pastanden er derfor en konsekvens af, at d(f,, F')’erne alle er malelige. <&

I forbindelse med integralteorien er det bekvemt at kunne betragte funktioner
med veerdier i de udvidede reelle tal, d.v.s. meengden R := {—oo} UR U {c0}.
Udstyres R med o-algebraen B(R) frembragt af meengderne

{0}, {—o0} og (—o0, 2] for x € R

betegner M(€) meaengden af £-malelige funktioner med veerdier i (R, B(R)).

Notationen B(R) indikerer, at der findes en metrik d pa R, sa at B(R) er den
tilhgrende Borel o-algebra. d kan f.cks. veelges som

- r—ylA1 r,y € R
d(x,y):{’ |

1 ellers
Udnyttes M1 ses at en funktion f: F — R ligger i M(€), hvis og kun hvis
f:OO'1A+<—OO)'1B+h

hvor A, B € & er parvis disjunkte og h € M(E). M(E) kan derfor opfattes som
en delmeengde af M(€), og ved brug af de geengse udvidelser af regningsarterne
+ og - samt max og min til R ses endvidere ved brug af Lemma 4, at

frgeM(E) = f-g, fVgog fAgeME).

f + g ligger ligedes i M(&), hvis blot summen er punktvis veldefineret, d.v.s. hvis
fglgende gennemsnit er tomme

{f =00} N{g=—00} og {f=—00}N{g=o0}.

Stabiliteten under max og min betyder, at dekompositionen i positiv og negativ
del stadig er mulig, idet vi til ethvert f € M(&) tilordner to elementer

f*i= V0 og fi=—(fA0)
i M(€)4, som igen opfylder f = fT— f~og |f|=f"+ f".

Det naeste resultat kompletterer Lemma 5 og formuleres derfor som et korollar
til dette.
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Korollar Lad (f,)n>1 betegne en folge i M(E). Flg. funktioner er da elementer i
M(E), d.v.s. E-malelige med veerdier i de udvidede reelle tal,

sup fn, i%f fn, limsup f,, lirr}1 inf f,,,

hvor limsup,, f, := inf, (supy>,, fr) og liminf, f, := sup,, (infi>, fi).

Bevis. Det er nok at se pa de to fgrste, og disse folger af identiterne
{sup f, <z} = ﬁ{fn <z} og {ilgffn <z}= D{fn <z} forz eR
" n=1 n=1
samt lighederne
fsup f, = =0} = (1 {f = —oc} oa {int , = oc} = (| {fy =2} ©

Dvelse 6. Udnyt Korollaret til at give et bevis for Lemma 5 baseret pa liminf,, f,
og limsup,, f,. O

Notation. Til ethvert A € £ tilordnes funktionen 14, kaldet indikatorfunktionen

for meengden A, defineret ved
1 hvisze A
1 A(.CE) =

0 hvis z € A°.

Da 14 kun antager veerdierne 0 og 1 og A = {14 = 1} og A° = {14 = 0}, er
14 € M(E), og forbindelsen mellem en mangde og den tilhgrende indikatorfunk-
tion er enentydig. Her ud fra defineres de sakaldte simple funktioner, betegnet
S(€), som underrummet i M(E) frembragt af alle indikatorfunktioner, d.v.s.

f€SE) & f=(endelig)) a;-14, a;€R, A €E.

Opskrivningen er ikke entydig, og man kan altid finde en, hvor A;’erne udggr en
endelig partition. Dette er en konsekvens af karakterisationen

S(E)={feM(E&)|f(F) er en endelig maengde},

der tillige viser, at S(£) er stabil under produkt samt punktvis max og min,
d.v.s.for alle f,g € S(E) er

f-9,fVgog fAgeSE).

Skgnt S(E) er en forholdsvis 'lille” maengde af funktioner, spiller den en vaesentlig
rolle. Dette skyldes ikke mindst fglgende simple, men vigtige resultat. Korollaret
fglger umiddelbart af lemmaet ved opsplitning i positiv og negativ del.
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Lemma 6 Lad f € M(E), vere givet. Definer for ethvert n > 1

n2m

k=1

Da er (fn)n>1 CS(E)+, og fule) T f(e) for allee € E. Huvis f er begranset, d.v.s.
0 < f <r < oo, konvergerer f, ’erne uniformt mod f, idet

sup|f(e) — fu(e)| <27  forn >,
eel

Korollar For ethvert f € M(E) findes der en folge (fn)n>1 C S(E), sd at f, erne
konvergerer punktvis mod f, og konvergensen sker uniformt, hvis f er begrenset,
d.v.s. hvis 0 < |f| <r < o0.

Bevis for Lemma 6. Fglger af at f, = ¢,(f) for n > 1, hvor ¢, : R — R er
givet ved

n2™

Gn(x) =D (k= 1)/2" - Yg1yjom kjon)(2) + - L oof(z) 2€RN>1. O
k=1

Til senere brug bemeaerkes, at

1 n2"
On(2) = 57 D Lo, ool ()
k=1
for alle z € R og n > 1. Dette beror pa flg. simple omskrivning.
n2" n2" k—
> (k=1) Lgny/on kjom(®) = 3 Z Lys—1)/20,k/2m (%)
k=1 k=2 j=1
n2"—1 n2" n2™"—1
= > > Lu-perse@) = 3 Ljpen(@
Jj=1 k=j+1 j=1
n2™

=D 1jj2m 0f() = 12" - Ly, oo ().
=1

Folgende vigtige konsekvens af Lemma 6 formuleres i to udgaver.
1) En delmaengde V' C M(E), udger hele M(E), hvis

a;) V indeholder alle indikatorfunktioner.

b1) V er stabil under sum og multiplikation med positiv skalar.

c1) V er stabil under punktvis monoton konvergens, d.v.s.

(fa)n>1 CV f < foqr forallen = sup f, € V.
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2) En delmeengde V' C M(E) udger hele M(E), hvis
as) V indeholder alle indikatorfunktioner.
by) V er et vektorrum.

¢2) V er stabil under punktvis monoton konvergens, forudsat greensefunktionen
er endelig, d.v.s.

Supfn € V hViS (fn)nzl g ‘/7 fn é fn+1 og {Supfn < OO} =FE.

For at vise at alle elementer i M(E) har en given egenskab p, er det derfor nok at
indse, at maengden

{f € M(&) | f opfylder p}

opfylder punkterne as), by) og c3). Metoden, der er en funktionsudgave af Dyn-
kin’s Lemma og kendt under navnet ”Standardbeviset”, er yderst anvendelig. Den
kan forfines pa mange mader se f.eks. afsnit 1.49 i Hoffmann. En simplere men
ofte anvendelig generalisation er indeholdt i flg. resultat.

Monotone Klasse Lemma.

Lad V betegne et reelt vektorrum bestaende af begraensede reelle funktioner defi-
neret pa E. Antag at'V indeholder alle konstante funktioner samt er stabil under
monoton voksende uniformt begrenset punktvis konvergens, d.v.s.

sup fn, € V hvis (fn)n>1 CV og fn < fry1 < M for et M < oc.

Da er bM(c(H)) C V' for enhver delmengde H C V', som er stabil under multi-
plikation, d.v.s. opfylder at f - g € H for alle f,g € H.

Ovelse 7. Faktoriseringssaetningen.
Antag at £ = 0(g), d.v.s.E = g }(F), hvor g er en funktion defineret pa F med
veerdier i et maleligt rum (F, F). Vis at

M(&) ={pogl|py e M(F)}.
Vink til C: Anvend Standardbeviset. O

Ovelse 8. Antag & = 0({44,...,A,}) for en partition Ay,..., A, af E. Vis ved
brug af Faktoriseringsseetningen, at

ME)={> a;-14]a;eRi=1,...,n}.
i=1
D.v.s. enhver £-malelig funktion er konstant pa A;’erne. Dette er et specialtilfeelde
af et generelt princip, som siger, at hvis F er en o-algebra og A € F et F-atom,

d.v.s.
BNA=Aeller () foralleBelF,

da er enhver F-malelig funktion konstant pa A. O
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Mal.

I mange sammenhaenge gnsker man at stgrrelsesangive maengder ved hjeelp af
ikke-negative reelle tal. Teenk f.eks. pa arealet af plane figurer, rumfang af rum-
lige legemer eller sandsynligheder af heendelser. Det matematiske veerktgj til en
sadan maling er et sakaldt mal eller mere preecist et o-additivt (synonymt teelle-
ligt additivt) mal pa en o-algebra.

Definition. Lad (E, £) betegne et maleligt rum. En funktion p : &€ — R kaldes
et mal pa &, hvis u(0) =0 og p er o-additiv d.v.s.

(U Ai) =D u(A;) for parvis disjunkte Ay, ..., A,, ... €&.
i=1 i=1

Mengden af mal pa o-algebraen £ betegnes m(&), og en simpel overvejelse vi-
ser, at m(&) er stabil under multiplikation med positiv skalar, endelig og teellelig
sumdannelse samt under restriktion, d.v.s. for ethvert u € m(€) og ethvert B € £
er ugp € m(€), hvor

up(A) == u(ANB) foralle Aeé.

Malene inddeles efter stgrrelse i h.h.t. fig. notation.

a) p er et endeligt mal (sandsynlighedsmal), hvis u(E) < oo (u(E) = 1).

b) p er et o-endeligt mal, hvis 3 (A4,) C € : U, An = FE og u(A,) < oo for alle n.
c¢) p er et sum-endeligt mal, hvis p = >, p;, hvor p;’erne er endelige mal pa €.
Endelige mal er klart o-endelige, og ethvert o-endeligt mal er sum-endeligt, thi
hvis p er o-endeligt og (A,) en tilhgrende overdaekning bestaende af maengder

med endeligt mal, sa er p1 = 3,51 pp, en beskrivelse af 11, som en sum af endelige
mal, hvor (B,,) er en disjunktgering af (A,,), f.eks.

n—1
B1 Z:Al og Bn:An\ UBl nZl

=1

Udover disse operationer indenfor m(£) kan mal flyttes fra et maleligt rum til
et andet ved hjelp af en malelig afbildning. Lad hertil (F, F) betegne endnu et
maleligt rum og f: E — F en malelig atbildning. Da urbilledet af en parvis dis-
junkt foreningsmeengde er den parvise disjunkte foreningsmeengde af de enkelte
urbilleder, definerer fastsaettelsen

pr(B) = pu(f~1(B)) BeF

for ethvert ;1 € m(€) et mal pa (F,F). ps (mange forfattere bruger betegnelsen
po f~1) kaldes billedmalet af pu ved afbildningen f. D.v.s.en malelig afbildning

22



f inducerer en afbildning fra m(€) ind i m(F). Et endeligt mal afbildes herved
klart i et endeligt mal og ligeledes for sum-endelige, hvorimod o-endelighed ikke
ngdvendigvis bevares under dannelse af billedmal.

Spgrgsmalet om eksistens af mal med givne egenskaber udsattes til et senere
kapitel. Men vi vil dog straks indfgre de sakaldte punktmal. I modseetning til de
fleste mere interessante mal, kan disse defineres pa hele 2%.

Notation. For alle e € E betegner 6, afbildningen fra 2% ind i R, givet ved
6e(A) :=14(e) for alle A € 2F.

e kaldes punktmalet (Dirac malet) i punktet e. Et mal af formen Y, a; - d,, hvor
a; > 0oge; € Ffori>1 kaldes et diskret mal. Er summen endelig, bruger man
ofte betegnelsen simpelt mal. (Laeseren bgr eftervise, at der er tale om mal pa 2F)

Det er vigtigt straks at afdeekke de generelle egenskaber ved mal, der ligger gemt
i ovenstaende definition. Resultaterne samles i flg. lemma.

Lemma 7 Lad (E, &) betegne et maleligt rum. Ethvert element i m(E) har da
flg. egenskaber.

1) p er endelig additiv, d.v.s. p(UL, 4;) = S0 u(A;) for ethvert endeligt st
af parvis disjunkte Ay, ..., A, 1 E.
2) u er voksende, d.v.s. u(A) < u(B) for ethvert par A C B af maengder i £.

3) p er opad kontinuert, d.v.s. u(An) T u(Ups1 An) for enhver folge (Ap)n>1 @ &,
sa at A, C A,q for alle n.

4) p er nedad kontinuert pa p-endelige meengder, d.v.s. p(A,) | u(ﬂn>1 A,) for
enhver folge (Ap)n>1 @ E, sd at A, 2 A,qq for alle n og inf, u(A,) <
u

5) pu er endelig- og teellelig subadditiv, d.v.s. u(U; A;) < 3 u(A;) for enhver
endelig eller tellelig familie (A;) i E.

Bevis. 1) fas af den teellelige additivitet anvendt pa A;, ..., A4,,0,0,..., og 2) af
ligheden B = AU (B\A), som geelder da A C B.
3) Definer By := A; og B; := A;\A;_1 for i > 2, d.v.s. B;’erne er parvis disjunkte,
og

U UA og UB A, for alle n.

=1

Ifglge den endelige og tecllelige additivitet gaelder derfor, at

MQAZ-) UB =3l i>=n,rln§;u<3i>:npu<An>.

=1

4) Antag uden tab af generalitet, at u(A;) < oco. Definer B,, := A; \ 4, n > 1.
B, erne er da voksende, og B, T A1\N,>1 An. Ifolge 3) og den endelige additivitet
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gaelder derfor, at

(A1) — p(An) = u(Bn) T (AL \ () 4n) = n(Ar) — p([) An),

n>1 n>1

og dermed p(A,) | (Nps>1 An). 5) Ifolge 3) er det nok at vise endelig subadditi-
vitet, d.v.s. pr.induktion nok at vise at

(A1 U As) < p(Ar) + p(As).
Men dette folger af 1) og 2) samt ligheden A; U Ay = A; U (A2\Ay). <&

Lemma 8 Det fgrste Borel-Cantelli Lemma.
Lad (Ap)n>1 C & og p € m(E) vere givet. Da gelder

Z ) < oo = u(hmsupA )=0 hvor limsupA4, =[] J 4.

n=1k=n
Bemerk at limsup,, A, = {>02, 14, = 00} = {e|e € A, for uendelig mange n}.

Bevis. Seet B, := Up2,, Ax, for alle n > 1. Daer (B,),>1 € € og B,11 C B, for
alle n, og da

B <3 p(A

ifglge subadditiviteten, fas af den viste udgave af 'nedad kontinuitet’, at

/L(hmsupA ﬂ B,) = hmpJ (B) < lim > p(Ag) =0.
k=n

Ovelse 9. Vis at p(limsup,, A,) > limsup,, u(A4,), hvis u er et endeligt mal, eller
mere generelt hvis p(U, An) < co. O

Preecisering af et mal p kraever i princippet kendskab til dets veerdi pa ethvert
element i £. Men o-additiviteten bevirker, at mindre kan ggre det, thi som
konsekvens af Dynkin’s Lemma geelder flg. vigtige entydighedsudsagn.

Proposition 2 To endelige mal . og v pa € med samme totale masse, d.v.s.
w(E) = v(E), eridentiske, hvis de stemmer overens pa et mengdesystem G, som
er stabil under endelig gennemsnit og frembringer €, d.v.s. A,B € G = ANB € G
ogo(G) =¢€.

Korollar To mal in og v pa € er identiske, hvis de stemmer overens pa et maeng-
desystem G, som er stabil under endelig gennemsnit, frembringer € og indeholder
en folge (Gp)n>1, sa at p(G,) < oo for allen > 1, 09 G, T E, d.v.s.G,, C Gpyq
og E=U, G,.
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Bevis. Ifglge antagelsen om samme totale masse og egenskaberne ved mal er
A:={Be&|uB)=v(B)}

et d-system, og da G C Aer & =0(G) C A, d.v.s. u = v. Vedrgrende korollaret
viser Proposition 2, at restriktionerne ug, og vg, er ens for alle n. Heraf fas iden-
titeten u = v ved graenseovergang, thi da mal er opad kontinuerte, konvergerer

pe, (A) = p(ANG,) 1 1(A) og tilsvarende vg, (A) T v(A) for alle A € £. &

Ved at kombinere Proposition 2 og Lemma 3 ses, at et ethvert endeligt Borel mal
1 pa R h.h.v. R" er entydigt bestemt ved funktionen

x+— p((—oo,z]) h.hv. gHu(ﬁ(—oo,xi}).

i=1
Med baggrund i Proposition 2 har flg. definitioner god mening.

Definition. For ethvert n betegnes med A, det entydigt bestemte o-endelige mal
pa (R", B(R™)), som opfylder

n

An (H]ai,bio = H (b —a;) forallea; <b;i=1,...,n.
i=1

=1

A kaldes Lebesgue malet pa R™, men i dimensionerne 1,2 og 3 bruges ofte be-
tegnelserne lengde-, areal- eller rumfangsmalet. Bemaerk at entydigheden sikrer,
at \,’erne er translationsinvariante, d.v.s.

M(A) =N (A+2x) forallez e R"og A€ BR").

@velse 10. Vis at A, om,; ' =r""-\,, hvor m, for r > 0 er afbildningen i R"
svarende til koordinatvis multiplikation med r, d.v.s.m,(z) = rz for zx € R". O

Definition. Lad (E,&,u) og (F,F,v) betegne o-endelige malrum. u ® v, om-
talt som produktmalet med marginaler p og v, betegner da det entydigt bestemte
o-endelige mal pa (£ x F, € @ F), som opfylder

p@u(Ax B)=u(A)-v(B) Ac& BeF.

Tilsvarende betegner 1y ® - - - ® u, det entydigt bestemte o-endelige mal pa pro-
duktrummet (Ey X -+ X E,, & ® -+ ® &,), som opfylder

M1®®MR(A1 X oo XAn>:,U1(A1):un(An)

foralle A; € & i=1,...,n. (E;, &, 1i)1<i<n er her givne o-endelige malrum.
Ovelse1l. Visat Ay = A, QA =N ®@ - Q@ A\ (= Ag"H)@) for alle n. O

Entydigheden er som nzevnt klar, hvorimod eksistensen er uafklaret. Vi skal dog
senere se, at bade Lebesgue malene og de indfgrte produktmal vitterligt eksisterer.
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Som allerede antydet udnyttes et mal y til at angive storrelse af maengder, sadan
at forsta at jo storre p(A) er, des ’storre’ er A. Det er derfor naturligt, at meeng-
der med mal 0 anses for at veere sma. Dette giver anledning til flg. notation.

Notation. Lad (F,&, u) betegne et malrum. En delmaengde N C FE siges at
vaere en p-nulmengde, hvis der findes et Ny € £, sa at N C Ny og u(Ny) = 0.

Meengden af alle g-nulmeengder betegnes N, d.v.s.
N, :={N C E|N er en p-nulmaengde}.
Leaeseren opfordres til at overveje, at
DeEN, N,NE={N€e&|u(N)=0} og N, er | Jestabil.

Endvidere er enhver delmaengde af en p-nulmaengde igen en p-nulmeengde.

Med dette begreb pa plads siges en egenskab p(e) atheengig af punkter e i E at
holde p-naesten overalt (pu-n.o.) eller synonymt for p-naesten alle (pu-n.a.) e, hvis

{e € E|p(e) ikke sand} € N,,.

F.eks. hvis f og g er funktioner defineret pa E, betyder f = g p-n.o.derfor, at
{e€ E| f(e) # g(e)} er en p-nulmeengde, og tilsvarende betyder f < g p-n.o. for
reelle funktioner f og g, at {e € E'| f(e) > g(e)} er en p-nulmeengde. Endvidere
betegnes for funktioner (f,,),>1 og f defineret pa E med veerdier i et metrisk rum
(S,d) med f, — f p-n.o., at

{e € E| fu(e) — f(e) i d-metrikken}® € N,.

Notation a’la f, T f p-n.o.for reelle funktioner betyder altsa, at f, — f p-n.o.
samt at f,, < fny1 pen.o. for alle n. Sidste del kan, da NV, er U c-stabil, sekvivalent
udtrykkes som, at f,, < f,.1 for alle n p-n.o. Det overlades trygt til lacseren at
tolke andre lignende udtryk.

Som vist i Lemma 5 bevares malelighed ved punktvis konvergens. Dette gaelder
generelt ikke for konvergens n.o. Men en simpel men vigtig konsekvens af Lemma
5 viser, at hvis

fn — f pn.o.for en folge (f,)n>1 € M(E) og en funktion f: E — R,
sa geelder for det i Lemma 5 konstruerede f.., at f = fo p-n.o. og
fn — foo p-n.0.

Skont nulmeengder i mange sammenhaenge anses for at veere sma og betydnings-
lpse, spiller de en ikke ringe rolle i malteorien. De giver blandt andet anledning
til folgende relationer mellem forskellige elementer i m(&).
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Notation. Lad u og v betegne elementer i m(E). v siges da at veere p-satureret,
hvis NV, C N, hvilket ackvivalent kan formuleres som

u(A)=0=rv(A)=0 for Acf.

Hvis NV, = N, siges p og v at veere @kvivalente (skrives p =~ v); og p og v siges at
veere singulere (skrives p L v), hvis der findes et A € &, sa at u(A) = v(A°) =0,
d.v.s.en malelig maengde A, sa at

AeN, og A°eN,.

For o-endelige mal er saturering identisk med det bedre kendte begreb absolut
kontinuitet, som vi senere skal indfgre.

v er specielt p-satureret, hvis v er u-kontinuert, d.v.s. hvis
Ve>030>0: pA) <o =rvA)<e forAecé&
eller sekvivalent

liyrln w(A,) =0= li7rln v(A,) = 0 for enhver folge (A,,)n>1 C €.

p-kontinuitet er generelt steerkere end inklusionen N, C N, men ensbetydende
hermed, hvis v er et endeligt mal, idet der gaelder

N, C N, og v endeligt mal = v er p-kontinuert.

Ovelse 12. Vis dette. Vink: Argumenter modsaetningsvis, d.v.s. antag der findes
et € > 0 og maengder (A,)n>1 C &, sa at

w(Ay) <1/n* og v(A,) > e for alle n.

Betragt nu limsup,, A,, og udled en modstrid. O

I denne sammenhaeng er flg. resultat af en vis interesse.

Proposition 3 Lad p og v betegne elementer i m(E), sa at v er sum-endelig.
Da findes der to mal v, og vs i m(E), sa at v = v, + vs, 09 v, er u-satureret, og
vs 0g j er singulere. (v, vs) kaldes Lebesgue dekompositionen af v m.h.t. p.

Bevis. Da bade {m € m(€) | N, CN,,} og {m € m(E)|m L u} er stabile under
sum, kan vi uden tab af generalitet antage, at v er et endeligt mal. Definer

r:=sup{v(A)|Aec&, u(Ad) =0}
og veelg (A,) C &, sa at u(A,) = 0 for alle n og sup,, ¥(A4,,) = r. Definer

Vg = Ve OF Vg :':= V4.
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hvor A := U, A, d.v.s. u(A) =0 og v(A) = r samt v = v, + vs. Da v5(A°) =0,
er v, og p singuleere. For at vise, at v, er u-satureret, betragtes et B € £ med
wu(B) = 0. Viskal vise, at v,(B) = v(BNA°) =0. Men hvis v(B N A¢) > 0 er

V(AU(BNAY)) =v(A)+v(BNAS) >v(A) =r,

hvilket strider mod definitionen pa r, da u(A U (B N A)) = 0. &

Bemeerkning. Dekompositionen v = v, + v, er entydig i den forstand, at hvis
v = v + 1y, hvor vy er p-satureret, og vy og p er singuleere, sa er vy = v, og
Ve = . (eftervis dette)

Ovelse 13. Lad (E, &, u) veere et malrum og A C £ en algebra, sa at £ = o(A).
Vis at
Ve>0VBe&IB. e A: u(BAB,) < e.

Vink: Betragt
A:={Be&|Ve>03B.€ A: u(BAB,) < ¢€}.

Overvej at A er C-stabil samt 7 -stabil. Slut derefter ved hjeelp af Qvelse 2.
Vis endvidere at

0'(81 UN“):{BQE|E|B/€(€1 M(BAB,) :0}

for enhver del-o-algebra & C €. O
Dvelse 14. Lad p veere et mal pa (E, E). Definer I : S(€), — Ry ved

I(f) = Zai - (Ay),

hvis f = Y, a; - 14, hvor summen er endelig, a;’erne ikke-negative og A;’erne
parvis disjunkte. Overvej at I er vel defineret.
Vis derneest at [ er positiv addiditiv, d.v.s.

I{af +bg) = al(f) + bI(g)

for alle f,g € S(€)y oga,be R,. O
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Mal pa metriske rum.

Lad (S,d) veere et metrisk rum og B(S) de tilhgrende Borel mengder. Da
B(S) pr.definition er frembragt af maengden af abne h.h.v. maengden af lukke-
de delmaengder af S, er ethvert endeligt Borel mal ifglge Proposition 2 entydigt
bestemt ved sine veerdier pa de abne h.h.v. de lukkede maengder, da begge disse
maengdesystemer er lukkede under endelig gennemsnit. Dette kan praeciseres,
idet der geelder.

Proposition 4 Lad u betegne et endeligt mal pa (S, B(S)). Da gelder for ethvert
A € B(S) flg. ligheder

sup{u(F) | FF C A, F lukket} = u(A) = inf{u(U)| A C U, U aben}.
Bemeerk at der trivielt geelder p(A) < pu(A) < 7i(A), hvor for alle A € B(S)
p(A) :==sup{u(F)|F C A, Flukket} og 7i(A) :=inf{u(U)|A C U, U aben}.

Resultatet bekrives ofte ved at sige, at p er indre requler m.h.t. de lukkede maeng-
der og ydre requler m.h.t.de abne maengder. Ved restriktion ses, at resultatet
i tilfeeldet S = R geelder usendret for ethvert mal, som er endelig pa ethvert
endeligt interval, d.v.s. specielt for Lebesgue malet.

Bevis. Vi skal vise, at A := {4 € B(S)|u(A) = u(A) = 7i(A)} er en o-algebra,
der indeholder alle lukkede maengder. Bemaerk at A ligger i A, hvis og kun hvis
der for alle € > 0 findes en aben maengde U, og en lukket meengde F, sa at

FeCACU: og (u(Ue) — u(A)) V (W(A) — p(Fe) <e.

A er stabil under komplementaermeengde dannelse for hvis A € A og for et givent
e > 0 F, lukket og U, aben er valgt, sa at

FeC AC U og (u(Ue) — u(A) V (u(A) — pu(Fe)) <,
sa er U¢ lukket og F¢ aben og US C A° C F¢ samt
((FE) = p(A)) V(1 A%) = p(UE) = (u(Ue) = p(A)) V (u(A) = p(F)) < e,
da pu(B¢) = pu(S) — u(B) for alle B € B(S). A indeholder enhver lukket maengde,

for er F' lukket, er F' et aftagende teellelig gennemsnit af abne maengder, f.eks.

F= ﬁ{ﬂd(z,F} < 1/n},

n=1

og derfor element i A, da u er nedad kontinuert. Vi mangler dermed kun stabi-
liteten under teellelig foreningsmeengde dannelse. Lad (A4,),>1 € A samt € > 0
veere givet. Valg for ethvert n > 1 F), . lukket og U, . aben, sa at

Foe C© Ay CUne 08 (1Une) = p(An)) V (1(An) = p(Fr)) < € 2700,
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Seet
00 no oo
U. .= U Upe og F.:= U Foe, hvor ng > 1: p( U A,) < €/2.
n=1 n=1 n=no
U, er da aben, F, lukket og F, C U2, A, C U, d.v.s.resultatet da

o

Ue \ A, C @(Un,E\An) 0g GAR\FEQ Ej A, U @(An\Fn,E)

n= n=1 n=ng n=1

og dermed

(u(0) = (U 40)V (U 40) = (F) <

( i (1Une) — p(A))V (il U An) + z (4(A) — n(Fa))) < e ©

n=ng

Som det er bekendt fra R, siges en delmaengde K af et metrisk rum (5, d) at veere
kompakt, hvis enhver punktfelge (z,),>1 1 K indeholder en delfolge (,, )k>1, som
konvergerer mod et punkt i K. I R™ er de kompakte mangder netop de lukkede
og begrensede maengder. Da kompakthed defineres ved hjalp af konvergens af
folger bevares det under skift til en skvivalent metrik, og en simpel overvejelse
viser, at kompakte meengder generelt er lukkede, samt opfylder

K kompakt og F' lukket = K N F' kompakt
0g
K; og K5 kompakte = K; U Ky kompakt.

Hvis (S,d) er et fuldsteendigt metrisk rum, gaelder flg. alternative kompaktheds
karakterisation.

K C S er kompakt < K er lukket og d-total begraenset,

hvor en delmaengde A C S siges at veere d-total begrenset, hvis A kan overdaekkes
med endelig mange kugler med vilkarlig lille radius, d.v.s.

Ve>03dzq,...,0,€ A: AC Ub(az‘k,e).
k=1

Kompakthedsbegrebet giver anledning til en skeerpelse af ovenstaende resultat.

Korollar Lad (S, d) vere et polsk rum, d.v.s. et metrisk rum, hvor der findes en
ekvivalent separabel fuldstendig metrik. Da er ethvert endeligt Borel mal p indre
requler m.h.t. de kompakte mengder, d.v.s. for alle A € B(S) er

pu(A) =sup{p(K)| K C A, K kompakt}.
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Bevis. Da kompakthed, separabilitet og Borel o-algebra bevares ved overgang til
en xkvivalent metrik, kan og vil vi antage, at d er fuldsteendig. Set i lyset af den
ovenfor viste regularitet m.h.t. lukkede mangder er det nok at vise, at

u(F) = sup{u(K) | K C F kompakt}

for enhver lukket delmaengde F' C S. Men hertil er det nok at betragte tilfeeldet
F =S5, dv.s. vise

p1(S) = sup{p(K) | K C S kompakt},
thi for enhver kompakt maengde K og enhver lukket maengde F' er
KN F kompakt og F\ (KNF)CS\K.

Lad € > 0 veere givet og lad (z;);>1 betegne en folge af punkter, som er teet i S.
Tatheden betyder, at

S = fj b(x;, 1/n)

=1

for ethvert n, hvor b(x;, 1/n) betegner den lukkede kugle med centrum z; og ra-
dius 1/n, og da p er opad kontinuert, findes der for ethvert n > 1 et k, > 1, sa

ko c
i ((L_J b(x;, 1/n)) ) <e-27"

oo kn

K.:= () bz, 1/n).

n=1i=1

Betragt nu maengden

K. er pr.definition lukket og total begraenset og derfor, da rummet er polsk,
kompakt ifglge ovenstaende karakterisation; og da

u(S) — p(Ke) = p(KY) < iu (( ) 0w, 1/%)) ) <e

i=1
er pastanden vist. <&

Borel o-algebraen i et separabelt metrisk rum er, som tidligere vist, frembragt
af meengden af kugler. Det er derfor naturligt at spgrge om, hvorvidt et mal er
entydigt bestemt ved sine veerdier pa kugler. Spgrgsmalet er generelt vanskeligt
at besvare, da maengden af kugler er ikke stabil under endelig gennemsnit. Men
vi skal senere vise, at ethvert endeligt Borel mal i R™ er entydigt bestemt ved
sine veerdier pa Euklidiske kugler.
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Integralet, konstruktion og egenskaber.

Lad i det folgende (E, &, u) betegne et vilkarligt malrum, d.v.s. (E, ) er et ma-
leligt rum og p et mal pa €. Vi skal i dette afsnit konstruere det sakaldte integral
m.h.t. u. Integralafbildningen vil senere blive betegnet

fr [ fan.

men pa de naeste par sider skrives kort I. Da integralet er steerkt malatheengig,
ville en notation som I, vaere mere korrekt. Det er godt at teenke pa et integral
som et redskab til at male storrelsen af funktioner, pa samme made som et mal
angiver storrelsen af maengder.

Definition. Et integral m.h.t. u er en afbildning I fra M(€); — Ry med flg.
egenskaber. g, f og (fn)n>1 betegner her elementer i M(E),.

a) I er positiv additiv, d.v.s. I(af +bg) =a-I(f)+0b-I(g) for a,b € R,.

b) I udvider p, d.v.s. I1(14) = p(A) for alle A € £.

c) I er voksende kontinuert, d.v.s. I(f) = sup, I(f,) hvis f, T f p-n.o.

Som det fremgar af det nedenstaende konvergerer I(f,) T I(f) i ¢), d.v.s.sup,
kan erstattes af lim,,.

For vi viser, at der er et og kun et integral m.h.t. u, vises, at I udover a),b) og
c) tillige opfylder fglgende egenskaber. g, h, f og (f.)n>1 betegner her elementer

i M(€),.

d) I(f) = I(g) hvis f = g p-n.o., og derfor ifplge b) I(f) = I(1y) = u(@) =0
hvis f =0 p-n.o.

e) I er voksende, d.v.s. I(f) < I(g) hvis f < g p-n.o., og lighedstegn forekommer
kun, hvis enten I(f) = oo eller f = g p-n.o.

£) I(f) <oo= u(f =00) =0, dvs. f < oo pn.o.
g) ful [ pno.0g I(f1) <oo=I(fa) | I(f).
h) I(liminf, f,) < liminf, I(f,).

i) lim, I(f,) = I(f) og lim, I(|f, — f|]) =0, hvis f, — f p-n.o., og der findes et
h, sa at I(h) < oo og f, < h p-n.o.for alle n.

Bevis. d) Definer for alle n > 1 g, := f, d.v.s. g, T g p-n.o., hvorefter pastanden
folger af c).

e) Da I(f) = sup, I(f A n) og tilsvarende for g ifplge c), er det nok at vise
uligheden for begreensede f og g. Men for sadanne er g — f A g et vel defineret
element i M(€)4, 0gda gV f=f+(g— fAg) og I er additiv med ikke-negative
veerdier, er sagen klar, da g = ¢V f p-n.o. Sidste del i e) vises nedenfor.
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f) er en konsekvens af e) og b), idet a - 17—y < f for alle a € Ry. I beviset for
g) kan vi derfor antage, at f; eM(E)y, dvs.g, = fi— faANfrogg:=fi—fAf1
definerer elementer i M(€),, og da g, T g p-n.o.giver a), ¢) og lighederne

fi=gn+ fu N fr oo og fi=g+ fAf pno,
at I(fu N\ f1) L I(f A f1) dov.s.resultatet, da f = f A f1 og fu = fu A f1 pn.o.

h) Pr. definition af liminf har vi, at
igg fe 1 hmnlnf fn-
Punkterne c) og e) viser derfor, at
](limninf fn) = sup I(licgf fr) < sup Igf I(fx) = liﬂ}linfl(fn).
i) Da |f, — f] < 2h p-n.o.er det nok at vise forste del. Definer hertil for ethvert
1> 1 g = SUpgon fi. Da gy < hog gu | f pnio., fis af g), at
limsup I(f,) < limsup I(g,) = 11%11 1(gn) = I1(f)-

Men ifglge h) geelder ogsa I(f) < liminf, I(f,), og i) er derfor vist.

Vi mangler nu kun at vise sidste del af e). Hvis I(f) = oo er der ingenting at
vise. Antag derfor at I(f) = I(g) < oco. Ifglge f) kan vi antage, at bade f og g
kun antager endelige veerdier, hvorfor som for h := g — f A g er et vel defineret
element i M(E),, og da g = f+ h pn.o.er

I(g) = I1(f) + 1(h).
Pastanden er derfor en konsekvens af; at der for et givet h i M(E) geelder
I(h)=0=h=0 pno,
hvilket da n - h T 00 - Lm0y > Linsoy p-n.o. folger af uligheden i e), idet
plh>0) = I(1p>op) < supI(n-h) =supnl(h) =0. <

Punkterne a) og b) viser, at I er entydigt bestemt pa S(£)., for hvis f € S(E).
er pa formen Y ;a; - 14,, er

Specielt er

I(f) =Y u(f =), bvis f(B)={rs,....2,} CRo,

d.v.s. I(f) er en vaegtet sum, hvor hver funktionsveerdi indgar med en vaegt, der
svarer til p-malet af den maengde, hvorpa den pagaeldende veerdi antages.
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I er derfor entydigt bestemt pa M(E),, thi som vist i Lemma 6, findes der for
ethvert f € M(E), en folge (fn)n>1 € S(E)4, sa at f,, T f p-n.o.og dermed ifolge
punkt ¢) I(f) = sup,, I(fn)-

Vi mangler alt i alt kun at vise eksistensdelen i flg. udsagn.

Pa ethvert malrum (E, &, 1) findes der et og kun et integral m.h.t. p, d.v.s. preecis
en afbildning I fra M(E), ind i Ry opfyldende de definerende krav a),b) og c)
og dermed ogsa punkterne d),...,1) formuleret pa nestforegaende side. Specielt
geelder derfor for ethvert f i M(E)y, at

I(f) =sup{l(h)|h < f, h € S(E)+}.

Bevis. Da formlen er en umiddelbar konsekvens af ¢), e) og Lemma 6, udestar kun
eksistensen. Men som bemsaerket i Lemma 6 konvergerer ¢, (f) T f for ethvert f
i M(E) 4, hvor ¢, : R — R, er givet ved

n2m . 1 n2m
On(x) = > (k= 1)/2" - Ljgemy/om, /20 (%) + 1 Lol (2) = 57 D gjjam, ol (2)
k=1 j=1

for allex € Rogn >1. D.wvs.

1 n2m

Oulf) = on > Lipsjemy € S(E)+,
j=1

og ifplge a),b) og c) er den eneste kandidat til et eventuelt integral derfor afbild-

ningen I : M(€), — R, defineret ved

n2"

I(f) ::sgpsn(f) hvor s, (f) ::;Zu(f>j/2”) n > 1.

Bemeerk at da

2u(f >3/2") < p(f>25/2) +u(f > (25 —1)/2"") forj=1,...,n2"

er

n+ s,(f) voksende, d.v.s. s,(f) 1 I(f).

Det er nu let vise, at I opfylder c). For hvis f; T f p-n.o. og dermed u(fx > 1) 1
wu(f >t) for alle ¢, ses at

5n(fk> < Sn(karl) Tkﬂoo 8n(f)7
hvoraf c) folger, idet

I(fi) = Slipsn(fk) < Sup Sn(fre1) = I(frr1) k21
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og
I(f) = sup sn(f) = Sup sup Sn(fr) = SUp sup Sn(fr) = sup I( fr)-

I opfylder ogsa b), idet I(als) = al(14) for ethvert A € £ og a > 0. Thi for alle
7,n>1er
plaly > j/2") = p(A) hvis j/2" < a og 0 ellers,

og derfor, idet a(n) er det hele tal bestemt ved, at a(n)/2" < a < (a(n) +1)/2",

n2™

I(ala) = p(A) - sup o X_; 1jjon cf(@) = p(A) - sup a(n)* = a - p(A).

Tilbage star kun at vise, at I er positiv additiv, d.v.s.opfylder a). Men da [
opfylder c), er det ifplge Lemma 6 nok at vise positiv additivitet pa S(€),. For
hvis f,g € M(E)4 og (fn),(gn) er elementer i S(E), sa at f, T f og gn T g, sa
geelder for alle a,b € R, at af, + bg, T af + bg og dermed, hvis I er positiv
additiv pa S(€)4, at

I(af +bg) = sup I(afn +bgn) = sup (al(fn) +0I(gn)) = al(f) +bI(g).

For vi gar videre bemeerkes, at for enhver £-malelig partion Ay, ..., Ay af E er
k
I(f)=)_I(f14,)
i=1

for ethvert f € M(&) 4, da s,(f) = X8, su(f - 14,) for alle n, fordi

k k

p(f>3/2") =3 pw{f >35/2" N A) =D p(f-1a, > 5/2") foralle jn > 1.

i=1 i=1

D.vs.hvis f = ¥ a;- 14, € S(€)4 0g g = X1 bj - 1p, € S(E)4, hvor A/’erne
og Bj’erne hver isaer udggr en endelig partition, sa gaelder for a,b > 0

k

k l
Iaf +bg) = > I((af +bg)-1a) = > I((af +bg)- 14 -15) =

i=1 i=1 j=1

I
> (a i 1an;) +0-1(bj - 1a,nB,))

1 j=1

MN
Mw

>

=13

] aa,+bb) 1AﬂB

Il
—

7

l
I(g-1a, - 15,) = al(f) + bI(g).

J=1

Mw

k l
=ad > I(f-1a 1)+

i=1 j=1

N
Il
i

D.v.s. I er positiv additiv pa S(€) 4, og eksistens og entydighed af integralet m.h.t.
4 er hermed vist. O,
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Bemaerkning. En mere traditionel bevismetode gar som fglger: Definer I pa
S(€)4 som i Ovelse 14. Udvid dernzest I til hele M(E), via formlen

I(f) = sup{I(h)|h < f, h € 5(£)+}

og vis nu, at dette I er et integral m.h.t. u.

Indtil nu er integralet kun defineret pa ikke-negative funktioner, men som vi nu
skal se kan det udvides til en stor klasse af funktioner, som antager bade positive
og negative vaerdier. Det vil dog normalt ikke kunne udvides til hele M(&).
Definer hertil

L(p) == {f e ME) [ I(fT)NI(f7) < o0}
og

Li(p) = A{f e M(E) [ I(fH)VI(f7) < oo} ={f € M(E)|I(If]) < oo}

L(p) bestar altsa af funktioner, hvor enten den ’positive’ eller den 'negative’
del ikke er ’for stor’, og L'(u) af funktioner, hvor ingen af delene er ’for store’.
Endvidere antager funktionerne i L'(u) pr. definition kun reelle veerdier.

I’s positive linearitet viser sammen med identiteterne
+ _ + . + - T .
r5(a-) =ax"(-) hvisa > 0 og x5 (a-) = |a| 2T () hvis a < 0,

at L(u) og L'(u) er stabile under multiplikation med vilkarlige skalarer, og da
|f + g < |f| + |g] ses, at L'(u) er et vektorrum, idet

f,g€ L' (p) = af +bg € L'(u) for alle reelle tal a, b.

L(u) er derimod ikke stabil under sum, men subadditiviteten af 2 og x~ sikrer
dog, at af + bg € L(u) for alle a,b € R, hvis blot f eller g ligger i L'(ju).

Definer en afbildning fra L(x) ind i R ved fastssettelsen
[ Fdu=1(7%) = 1(57) for f € Lip).

Da fT = fog f~ =0 hvis f € M(£),, ses at der er tale om en udvidelse af I,
d.v.s.

M(E), C L(i) og /fdu—]f) for f € M(E),.

(Insker man at fremhaeve, at f er en funktion af en underliggende variabel skrives
f.eks.

/f w(de) 1 stedet for /fd,u

Vi er nu i klar til at formulere og bevise flg. hovedsaetning om integraler.
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Saetning 2 Lad (E, &, p) betegne et givent malrum. Afbildningen
[ [

fra L(p) ind i R, der kaldes integralet m.h.t. u, har flg. egenskaber. (fn)n>1, f,9,h
og k betegner her elementer i L(p) og a,b reelle tal.

1) Integralet er homogen, positiv og voksende, d.v.s.

/afd,u:a/fdu, 0§/gd,u, /hdug/k‘d,u

hvis g > 0 og h < k p-n.o., og der kan, hvis en af integralerne er endelig, kun
geelde lighedstegn 1 sidste ulighedstegn, hvis h = k p-n.o. Specielt gelder

| [ rdul < [151dp
2) Integralet er positiv additiv pa M(E) . og et lineert funktional pa L*(u) d.v.s.
/fdueR og /(af—i—bg)d,u:a/fd,u—I—b/gd,u hvis f,g € L*(p).

Sumformlen holder, blot en af funktionerne ligger i L'(u).

3) Monoton konvergens, d.v.s.

[ fadnt [ Fdp wis £,1 5 peno.og [ frdp> oo,

4) Fatou’s Lemma, d.v.s.
/limninf fndu < limninf/fn dp hvis f, > g p-n.o. og /gd,u > —00,
eller ekvivalent
/limnsup frndu > limnsup/fn dp hvis f, < g p-n.o. og /gd,u < 0.
5) Lebesgue’s Szetning om domineret konvergens, d.v.s.
li;ln/fnduz/fdu og li,{n/\fn—f!dMZO,

hvis f, — f p-n.0.0g | fu] < g p-n.o., hvor [ gdu < oo.
Bemarkning. Da I er voksende geelder for g € L(u) og f € M(E)

g < [ pn.o. og /gdu>—oo = f € L(p)
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og
|f] < g pn.o. og /gd,u<oo = [ € L(p),

I punkterne 3) og 5) behgver man derfor ikke at forudseaette, at f € L(u), da
dette folger af antagelserne.

Bevis. Udnyttes at 21 er voksende og x~ aftagende samt formlerne vedrgrende
2% (a ) omtalt ovenfor, oversazettes 1) umiddelbart til tilsvarende og allerede viste
egenskaber ved integralafbildningen . Uligheden folger af homogeniteten og den
voksende egenskab, da f < |f| og —f < |f].

Hvad angar 2), er integralveerdierne klart endelige tal, hvorimod lineariteten er
ny. Set i lyset af den viste homogenit er det nok at vise, at

/(f—i-g)du:/fdu—i-/gdu for f,g € L'(u).
Ved opsplitning i positiv og negativ del har vi for givne f og g

(f+9) =(f+g) =" =)+ —9),
og dermed
(f+9)"+f +g =(+g) +f +g"
Da I er additiv, fas derfor at
I(f+9)")+I(f)+1(g) =I((f+9)7) +I(fT) + 1(g"),

hvilket, da tallene er endelige, ved omordning giver det gnskede. Laeseren bgr
overveje, at ligheden kun kreever, at en af f eller g ligger i L'(pu).

Punkterne 3) og 5) vises ved at oversaette udsagnene til de tilsvarende pastande
c),g) og i) omhandlende I. 4) folger af 1) og 3).

3) Antagelserne samt kontinuiteten og monotoniteten af x* og x~ bevirker, at

forf fo Lfog fi < fi peno. samt I(f) < oo.

Heraf fas 3), da punkterne c) og g) sikrer, at
I TI(fT) og I(f,) LI(f).

4) Da de to udsagn ifplge homogeniteten er sekvivalente, vises kun den fgrste. Da
g < infy>, fi <liminf, f, p-n.0.og [gdp > —oo er

liminf f, og (’ir>1f fr)n>1 alle elementer i L(u).
Punkt 4) folger derfor af 1) og 3), idet

]ir>1f fr Tliminf f, og g < ér>1f fr < fn p-n.o. for alle n.
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5) Det er nok at vise den forste pastand, da den anden er et specialtilfeelde heraf.
Antagelsen og kontinuiteten af x* og z~ sikrer, at ff — T og f~ — [~ u-
n.o. samt

fa Ve Slfal <97 pmeo.og I(g") < oo,

og dermed lim, I(f,;/) = I(f*) og lim, I(f,) = I(f~) ifelge punkt i). 5) er nu

umiddelbar, da begge graenseveerdier er endelige. &

Bemeerkning. Hvis f € L(u) har endeligt integral, er f endelig y-n.o., og f = f ji-
n.o., hvor

F=F L) € L' ()-

For ethvert f € L(u) og A€ E er f-14 € L(u) (overvej) og

/Afdu ::/f-lAdu.

Man taler her om ’integralet af f over A’. Hvis (E,€&) = (R,B(R)) og A =]a,b]
indfgres yderligere

b
/ fdu:= fdpu.
a Ja,b]

Korollar Beppo Levi’s Saetning.

Lad (fu)n>1 C LY (1) vere givet, sd at S50, [|fal du < co. Da er 320, fn(e)
konvergent 1 R for p-n.a.e, og

500 € L*(p) samt /soo dp = Z/fndu,
n=1

hvor so er dannet som i Lemma 5 ud fra ($p)n>1, hvor s, :==>p_, fr n > 1.

Bevis. Definer for ethvert n

k=1

d.v.s. (gn)n>1 C L' (1) 0g 0 < g,, < gny1 for alle n. Ifglge Monoton konvergens og
lineariteten geelder

/Supgnduzsup/gnd,u: Z/’fk|du< 0,
" " k=1

og dermed sup, g, = Y52, |fe] < oo p-n.o. Fuldstendigheden af R medfgrer
derfor at >0° | fn(e), d.v.s.lim, s, (e), eksisterer i R for p-n.a. e, og udnyttes at

sul = 1D fel <D0 |fel <supg, for allen

k=1 k=1

folger resultatet af Lebesgue’s Sesetning. O
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Ud fra g kan man, som tidligere vist, danne nye mal ved f.eks. restriktion og billed-
mal dannelse, og det naeste resultat beskriver sammenhaengen mellem integraler-
ne for sadanne neert beslegtede mal. Punkt B), som omhandler integration med
billedmal, er seerligt vigtigt og omtales ofte som Den lille transformationssatning.

Saetning 3 Lad (E, &, p) betegne et givent malrum.
A) For ethvert A € € er L(pa) ={f € M(E)|f-14€ L(p)} og

[Fdua= [ f-1adu for f e Lina),

B) Lad (F,F) vere et maleligt rum og ¢ : E — F en malelig afbildning. Da er

Lius) = {f €M(F) | fope Lw} og [ fdu,= [Fopdu for [ € Lin,).

C) Antag =¥, a; - p; for elementer a; > 0 og p; € m(E). Da er
L(p)={f e M) | Zai/frdm < oo eller Zai/f_dm < o0}

09

[rdn=3a [ fau for f e L)
Bevis. Vi viser kun B), idet de to andre beviser er analoge. Da

(fle) " =["(p) og (f¥)” = [ (»)
for f € M(F) folger pr. konstruktion af integralet, at det er nok at vise, at

/fd/@,:/f(go) du  for alle f € M(F),.

Men dette fglger umiddelbart ved brug af Standardbeviset, da Seetning 2 sammen
med definitionen pa billedmal viser, at

Vie {f eNMF)| [ fdu= [ fowdu}

opfylder betingelserne a;), by) og ¢1) pa side 20. &

Vi far brug for endnu et resultat af denne type. Thi lad stadig (£, £, i) betegne
et malrum og betragt for givet g € M(€), maengdefunktionen v defineret ved

v(A) ::/Agdu:/g-lAdu for Ae €.

Da 1,405 = 14 + 15 for disjunkte maengder A og B, sikrer integralets additivitet
pa M(€), sammen med saztningen om Monoton konvergens, at v er et mal pa &,
d.v.s.

v(0) =0 og v(|JA)=> v(4) for parvis disjunkte A,..., A4,,... € €.

i=1 i=1
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v betegnes ofte g du. 1 denne sammenhaeng geelder abenbart
1) v er p-satureret, d.v.s. u(A) =0=v(A) =0for A e &.

2) v er et endeligt mal hvis [ gdu < co.

Endvider gaelder

3) v er et g-endeligt mal, hvis p er o-endeligt og g < oo p-n.o.

Bevis. Lad (A, )n>1 C & veere givet, sa at ju(A,) < oo for alle n og U,>1 A, = F.
Definer for n, k > 1
Bn,k = An N {g < k}

Integralets positivitet sikrer, at v(B,x) < k- u(A4,) < oo for alle n og k, og da
E =U,x Bnr U {g = oo} er pastanden vist, thi da v ifplge 1) er u-satureret, er
v(g=00)=0da pu(g=o00)=0. &
Bemeerkning. v er altid sum-endeligt, hvis p er o-endeligt.

Med baggrund heri siges et mal v pa (E, &) at veere absolut kontinuert m.h.t. p,
skrives v < p, hvis der findes et g € M(€), sa at
v(A) = / gdp for Aef.
A

g kaldes den Radon-Nikodym afledede af v m.h.t. u, eller kort den afledede eller
tetheden af v m.h.t. u, og betegnes ofte dv/du.

Det er oplagt af interesse at vide, i hvor hgj grad g er entydigt bestemt ud fra v
og p. Et brugbart svar er indeholdt i fglgende overvejelser.

Proposition 5 Lad (E, &, p) betegne et malrum og lad f, g € L(u) vere givet,
sa at

/fd,ug/gd,u for alle A € £.

A A
Da er f < g u-n.o. hvis f,g € L*(u), eller hvis u er o-endeligt.

Korollar 1 For ethvert mal v pa (E, &), som er absolut kontinuert m.h.t. ju, er
den Radon-Nikodym afledede dv/du, entydigt bestemt op til p-nulmaengder, hvis
enten v er et endeligt mal, eller p er o-endeligt.

Korollar 2 To funktioner f,g € L'(u) er p-identiske, d.v.s. f = g u-n.o., hvis

/fdu:/gd,u for alle A € G,
A A

hvor G er Nf-stabil, indeholder E samt frembringer £, d.v.s. 0(G) = E.

Korollar 1 er klar, og nr.2 fglger af Proposition 2, idet man fgrst ved linearitet
og opsplitning i positiv og negativ del reducerer til ikke-negative f og g.

Bevis for Proposition 5. Antag at f, g € L'(u) og dermed f - 14, g - 14 samt
fANg=[-1i<gy + 9 Lig<py indeholdt i L (p) for alle A € €. D.v.s.

[ingan= [ gau+ [ gdp=[  fdu+ fap= [ fap.
{f<g} {9<f} {f<g} {9<f}
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Men da f > f A g og integralet er voksende, ma der gaelde

/f/\gduz/fdu

og dermed ifglge Seetning 2 punkt 1 f = f A g < g p-n.o.
Antag derneest at p er o-endeligt, og lad (A4, ),>1 C £ veere givet, sa at

(A,) <oo forallen>1 og A, C A1 TE.

Vi skal vise pu(g < f) = 0. Hertil er det, da

{o<ft= U {g<n<r<fi= U G{g<m<r2<f}ﬂAn

r1,m2€Q r1,m2€Q n=1

nok at vise, at u({g <r; <ry < f} NA,) =0 for alle n > 1 og alle rationale tal
r1 < ry. Men da integralet er voksende, er

S n Tz ulfg <ri << fyN AL
r1<r2 n

og
/ gdu <ri-u{g<r <re < f}NA,)
{g<ri<ra<fINA,

og derfor ifglge antagelsen

ro-p({g<rm<ro< f}NA)<ri-u{g<ri<ra < f}nNA,).

Men da
w{g <r <re< f}NA,) <u(A,) < oo,

er dette kun muligt, hvis p({g <r; <ro < f} NA,) =0. Dvs.u(g < f) =0 og
dermed f < g p-n.o. &

Det neeste resultat omhandler integration m.h.t. til et absolut kontinuert mal.

Saetning 4 Lad (E, &, u) betegne et givent malrum, og lad v € m(E) vere absolut
kontinuert m.h.t. i med Radon-Nikodym afledet g € M(E),. Da er

L) ={f eME)|f ge L} og [fdv=[f-gau for [ e L),
Bevis. Da g er ikke-negativ, er

(f-9)"=f"-g og (f-9~=f -g foralle f.

Pr. konstruktion af integralet er det derfor nok at se pa ikke-negative funktioner,
d.v.s. vise

/fdu:/f-gd,u for f € M(E),.
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Men dette fglger af Standardbeviset ved forst at betragte indikatorfunktioner,
derngest simple funktioner o.s.v. Detaljerne overlades til lseseren. &

velse 15. Lad situationen veere som i Ssetning 4. Vis at ¢ > 0 v-n.o., samt at
v og u er sekvivalente, hvis ogsa ¢ > 0 p-n.o. 0

Vi afslutter kapitlet med at se lidt neermere pa malrummet (R, B(R), \). Mere
preecist er vi interesseret i sammenhaengen mellem det netop definerede Lebesgue
integral, og det fra tidligere kurser kendte Riemann integral. Som bekendt er en
funktion f: R — R Riemann integrabel over et endeligt interval [a,b], hvis
—00 < sup Z m; - (tl — tifl) = inf Z M; - (tz — tifl) < 00,
T Tz
hvor sup og inf tages over alle endelige inddelinger 7 : a =ty < ... < t, = b af
intervallet [a,b], og
i = inf t Mz: t .:].,...,
mi = inf_ f(t) og , S f(t) i n
for enhver inddeling 7 : a =ty < ... <t, =0b. Den felles veerdi betegnes i givet
fald R/’ f(z) dz og kaldes Riemann integralet af f over intervallet [a,b].

Den teette forbindelse mellem Riemann integralet og stamfunktionsbegrebet bety-
der, at mange Riemann integraler kan beregnes eksplicit. Set ud fra et beregnings-
synspunkt er det derfor af abenbar interesse at vide, at Lebesgue integralet er en
udvidelse af Riemann integralet. Der gaelder nemlig folgende resultat.

Riemann versus Lebesgue integral.
Lad f : R — R veere Borel malelig. Huvis f er Riemann integrabel over et endeligt
interval [a,b], sd er f -1, € L' (A1) og

/f “Apap dA = R/ab f(z)dx.

Bevis. Pr.definition af Riemann integralet er f - 1(,5] en begreenset Borel funk-
tion, d.v.s.element i L'(\;), og for enhver endelig inddeling 7 : a = tg < ... <
t, = b af intervallet [a,b] med m; og M; som ovenfor definerer

iﬂ- = Z mi . 1}ti71»ti[ Og ?ﬂ— = Z M’L ' l[tz‘flvti]
=1

i=1

to simple Borel funktioner, sa at f™ < f- 145 < 7". Egenskaber ved Lebesgue
integralet sikrer derfor

Sy (t— i) = /i”d)\l < /f.1[a,b}dx1 < /?”dAl = M, (t—ti),
=1 =1

hvoraf den gnskede lighed let udledes. &

Det netop viste resultat er med til at begrunde, at man i forbindelse med integra-
tion med \; ofte skriver dx i stedet for d)\; .
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Uligheder.
Lad fortsat (F, &, u) betegne et malrum. Vi skal i dette afsnit beskeeftige os med
integraluligheder. Vi har allerede mgdt en sadan ulighed nemlig

[ rdul < [11du for f € Lip).

Denne vil vi nu generalisere, og vi starter med én set ikke blot med nationale
gjne meget interessant ulighed.

Proposition 6 Jensen’s ulighed.

Lad (E,&,u) betegne et sandsynlighedsfelt, og lad f € L'(u) vere givet, sd at
w(f € J) =1, hwor J er et interval i R. Da er o(f) € L(u) for enhver Borel
funktion @ : R — R, som er konveks pa J, og

/fdueJ og w(/f@)é/w(f)du

Bevis. Betegnes J’s venstre og hgjre endepunkt a og b, er a < f < b p-n.o. og
derfor ved integration (i er et sandsynlighedsmal)

a<m<pb hvorm::/fd,u.

Da f € L'(u) er m € R, d.v.s.m = a betyder a € R og u(f = a) = 1. a og
dermed m ligger derfor i J og ¢(f) = ¢(a) p-n.o., d.v.s.¢(f) € L(p) samt

p(m) = p(a) = /so(f) dp

m = b klares analogt. Vi kan derfor antage, at m €]a,b[C J, og da ¢ er konveks,
findes der som vist i appendikset en reel konstant ¢,,, sa at

o(x) > ep(x —m) 4+ @(m) for v € J d.vs. o(f) > p(m) + cn(f —m) p-n.o.
Da p(m) + ¢, (f —m) € L'(u) viser dette, at ¢(f) € L(p) samt
/so du>/ m) + cm(f — m))duzso(m)+cm/fdu—cm-m=so(m),

da integralet er voksende og lineser pa L'(u). &
Bemaerkning. Resultatet geelder usendret for ¢ med veerdier i R U {oo}.

Korollar Lad (E, &, 1) betegne et sandsynlighedsfelt. Afbildningen

pe ([1sran)

fra Ry ind i Ry U {oo} er voksende for alle f € M(E).
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Bevis. Det er nok at se pa f € M(€),. Lad derfor et sidant f samt 0 < p; < py
vaere givet. Da funktionen x +— 2P2/P1 er konveks pa intervallet [0, 00), geelder
ifolge Jensen’s ulighed for ethvert n > 1, at

(Jumra) ™ =(furmra) ™= ([ ra)™

Hvoraf pastanden fglger ved brug af seetningen om Monoton konvergens. <&

Bemaerkning. Lad (E, £, 1) betegne et sandsynlighedsfelt og f et element i M(&).
I forleengelse af korollaret er det oplagt at spgrge om veerdien af graenseveerdierne

1/p 1/p
tn ([ 177an) " og tim ([ 177 dn)
pToo pl0

Simple uligheder viser, at

d.v.s.

1/p
tin ([ 117 ) = sup (M > 01 (] > M) > 0},

og brug af logaritmefunktionen samt Lebesgue’s Sasetning viser, at
1/p
li%</|f]pd,u> :exp(/log\f]d,u) hvis f € [ J LP(p).
p p>0

Jensen’s ulighed holder kun for sandsynlighedsmal, dog kan der ved passende
normering udledes et ’lignende’ resultat for endelige mal. Men en udvidelse til
uendelige malrum er ikke mulig. Derimod holder de vigtige Holder’s og Minkow-
ski’s uligheder i alle malrum. Formuleringerne kraever lidt ny notation. Bemaerk
at der for p = 1 er overensstemmelse med tidligere indfgrt notation.

Notation. For ethvert p > 0 defineres

L7(n) = {f € M(E)| [ 11 dy < o0},
Ulighederne
jazl? = [a]?|2, |+ yl? < 2(jaf? + |ylP) for z,y,a € R

viser, at LP(p)-rummene er vektorrum, d.v.s.stabile under addition og multipli-
kation med skalar, og da

|zt < |x|P? 4+ 1 for z € R og p; < po

er LP2(p) C LP*(p), hvis p er et endeligt mal og p; < ps. D.v.s.1 endelige malrum
bliver LP mindre, nar p bliver stgrre. For uendelige malrum, d.v.s. u(E) = oo, er
der ingen tilsvarende alment gyldige inklusioner mellem LP(u)-rummene.
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Proposition 7 Holder’s ulighed.
Lad positive reelle tal p og q veere givet, sa at 1/p+1/q = 1. For alle f,g € M(E)

. /|f| lgldp < (/|f|pdu)1/p- </I9I"du)1/q

Specielt er f-g € L' (u), hvis f € LP(u) og g € L(p).

Bevis. Det er klart nok at se pa ikke-negative funktioner, og da uligheden er op-
lagt, hvis hgjresiden er uendelig eller f = 0 p-n.o., kan vi uden tab af generalitet
antage g € Li(p) og f € LP(pu) samt pu(f > 0) > 0 og dermed m := [ fPdu > 0.
Definer

v(A) ::é/Afpd,u for Ae €.

Som tidligere vist er v et mal og pa grund af normeringen derfor et sandsynlig-
hedsmal. Bruges nu Korollaret til Jensen’s ulighed pa den ikke-negative funktion
w=g- f17P 150 fas ifolge Seetning 4, da 1 < g,

1 1/q 1 1/q
/g-fd,u:/udl/g(/uqdy> = / gq-fq“_p)-fpdu :
m ml/q {f>0}

og dermed den gnskede ulighed da ¢(1 —p) = —pogl1—1/g=1/p. &

Positive tal p og ¢, som opfylder 1/p+1/q = 1, siges at veere konjugerede. Specielt
er 2 konjugeret med sig selv, og tilfaeldet p = 2, d.v.s. uligheden

Jit vt ([uean) - (foan) ",

er ogsa kendt under navnet Cauchy-Schwarz’s ulighed.

Proposition 8 Minkowski’s ulighed.
Lad 1 < p < oo veere givet. For alle f,g € M(E) er

(Jiraran)” = (] v+ (ura)”

Bevis. Tilfeeldet p = 1 overlades til laeseren. Lad derfor p > 1 og f og g veere
givet. Ligesom ovenfor kan vi uden tab af generalitet antage, at f og g og dermed
ogsa f + g ligger i LP(u). Da q(p—1) =per |f + g|P~! derfor indeholdt i L7(p),
hvor ¢ er det til p konjugerede tal. Ved brug af trekantsuligheden fas, at

J1 gl du < [15+g7 - 1fldu+ [1f + gl - lgl dp.

Men ifglge Holder’s ulighed er

/|f+g]p_1.|f|d'u§ (/|f|pdﬁb>1/p- </|f_|_g|q(p—1)dlu)l/q
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0og
-1 1/p (r—1) 1/q
/|f+9!p 'lgldué(/\g\pdu> -(/!f+g\” du) ,

hvilket sammen med ligheden p = ¢(p — 1) ved addition giver

/Wf%—mpdufé((/ﬁf@du>wp+—</ﬁgwdu>hw>-(/ﬂf4—gwdu>wq

Hvoraf resultatet fas ved forkortning, da tallene er endelige og 1/p=1—1/q. &

Bemeerkning: Vi har kun formuleret Holder’s og Minkowski’s uligheder for funk-
tioner i M(E), men de kan selviglgelig uden videre formuleres for elementer i
M(€). Dog skal f + g omgas med en vis omhyggelighed.

I modseetning til Holder’s og Minkowski’s uligheder geelder den sidste ulighed, vi
skal betragte, for alle p > 0.

Proposition 9 Markov’s ulighed.
For alle p > 0 og alle f € M(E) er

1
p(f1 21 < o [ 117 dp for >0,

Bevis. Lad p > 0 og ¢ > 0 veere givet. Igen behgver vi kun se pa ikke-negative
funktioner. For et sadant f € M(E), fas, da integralet er voksende og

t 1>y < f ogdermed - 1gp5y < f7,

at
WMUZOZ/ﬁ4WMW§/ﬂW“

hvoraf resultatet fglger. &

Da argumentet kun udnytter, at ¢ — t¥ er voksende pa R, har man en 'Markov
ulighed’ for enhver voksende funktion ¢ : R, — R,.

Ifglge Markov’s ulighed er limy .o p(| f| > t) = 0 for ethvert f € U,~o LP (1), og
som en udvidelse af de indfgrte LP-rum defineres

L) = {f € M(€) | Jim (1] = 0) = 0},

L%(p), der som naevnt, omfatter LP(u) for ethvert p > 0, er tydeligvis stabil under
addition og multiplikation med skalar, d.v.s. L°(u) er et funktionsvektorrum. Hvis
p er et sandsynlighedsmal eller mere generelt et endeligt mal, er L°(u) = M(E),
hvorimod L°(u1) er en sgte delmeengde af M(E), hvis f.eks. p er o-endelig men
u(E) = oo.
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Produktmal, eksistens og egenskaber.

Lad (E, &, u) og (F,F,v) betegne to o-endelige malrum. Som tidligere indfort,
betegner 1 ® v det entydigt bestemte mal pa &€ ® F, hvis veerdi pa en produkt-
mengde A X B er u(A) - v(B). 1 dette afsnit vises, at produktmalet vitterligt
eksisterer, samt hvordan integraler m.h.t. dette mal kan beregnes. Hertil far vi
brug for flg. lemma.

Lemma 9 For ethvert U € E R F er x — v(U(x)) E-malelig og tilsvarende er
y — w(U(y)) F-malelig. U(x) og U(y) betegner her h.h.v.z ogy sektionen af U.
Mere generelt gelder for ethvert f € M(€E @ F),, at

v [ flay)vidy) € M) ogy — [ flay) u(da) € M(F),.
F E
Bevis. Ifglge M5 er

y— f(z,y) € M(F), for x € E og x — f(z,y) € M(E), for y € F,
for alle f € M(£ ® F),, og da

V(U) = [ Lo(ey)idy) © € B og p(UW) = [ Lo(e.y)plde) ye F

for alle U € £ @ F, viser Standardbeviset ved brug af stabiliteten af M(£), og
M(F), under endelig sum og teellelig sup-dannelse, at det er nok at vise, at

z— v(U(x)) E-malelig og y — u(U(y)) F-malelig for alle U € £ @ F.

Vi viser det fgrste. Da v er o-endelig, findes der (B),>1 C F, sa at B, T F og
v(B,) < oo forallen. D.v.s. v(U(x)NB,) Trv(U(x)) for allex € EoglU € EQF,
og det er derfor nok at vise, at for givent n > 1 er D,, = £ ® F, hvor

D, :={U €& F |z v(U(x) N B,) € M(E)}.

Men da M(E) er stabil under graenseovergang samt et vektorrum, er D,, et d-sy-
stem og derfor hele £ ® F, da den indeholder enhver produktmangde, idet

v((Ax B)(x)NB,) =v(BNB,) 1a(x) e E, Ac&, BeF. <
Da positive malelige funktioner er integrable, er der ved fastssettelsen

() i= [ v(U@) pldz) og M) = [ u(U()v(dy)

for U € £ ® F, derfor defineret to ikke-negative maengdefunktioner pa £ @ F.
Formlerne for sektionsdannelse, integralets linearitet samt Monoton konvergens
viser, at bade m og m er mal pa £ ® F, og da det ovenstaende sikrer, at

m(A x B) = (A x B) = u(A) - v(B)
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for enhver produktmeengde A x B, har vi dermed pavist eksistensen af produkt-
malet 4 ® v samt ligheden p ® v =m =m. D.v.s.foralle U € £ R F er

peuU) = [ vU@) plde) = [ pU) vidy)
eller eekvivalent

/EXFlUd,MQZ)V:/E{/F 1y(x,y) v(dy)} p(dx) :/F{/E 1y(z,y) p(dx)} v(dy).

Udnyttes igen integralets linearitet samt Monoton konvergens ses ved brug af
Standardbeviset, at denne integrallighed udvider til alle ikke-negative malelige
funktioner, og vi har hermed vist flg. seetning, hvor fgrste del normalt tilskrives
Tonelli og anden Fubini. Det er vigtigt, at malene i det mindste er sum-endelige.

Saetning 5 Tonelli-Fubini.
Produktmdlet u ® v eksisterer, og for ethvert f € M(E @ F), er

[ fanev=[{[ sy ooty = [([ f@m)vidn)} ),
specielt er

pe ) = [ nUE)dy) = [ pU@)pdr)  UeEeF.

E

Endvidere er f € M(E @ F) element i L'(n ®@ v), hvis og kun hvis
LA V@) v(dy)} ) og dermed [ { [ 17(@.)] uda)} w(dy)
er endelig. I givet fald er u(E\A]) = v(F\AL) =0, hvor
Al = {z e B| [ /(w9 v(dy) < 00} = {x € Ely = f(,y) € L'))

AL ={y e F| [1f(z.y)|ulde) < oo} = {y € F|a = flay) € L' ()},

og der galder Il € LY (u) og I e LY(v) samt beregningsformlen

[EXFfdM®V=fEff($)u(da:) =/FI{(y) v(dy),

hvor

@)= [ flayuldy) 1ye) zek
0g

13 (y) rzéf(ﬁ,y)u(dx)-lfl;(y) y€eF.
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Bemaerk at Fubini’s Seetning er seerlig simpel for f € L'(u ® v) hvor A{ =F og
A} = F, idet vi her har formlen

A§Ffd“®”:iﬂﬂéfQWHuM@}VMw={é{4f@waMM}uww.

Dette er specielt opfyldt, hvis p og v er endelige mal, og f er begraenset.

Da A1 = A\, ®A; for n > 1 fglger ved induktion og brug af Tonelli’s seetning, at
eksistensen af Lebesgue malet pa R™ er et spgrgsmal om eksistens af Lebesgue
malet pa R.

Bemaerkning. Tonelli-Fubini’s seetning og Lemma 9 er her kun formuleret for pro-
duktmal med to marginaler, men der geelder tilsvarende udsagn for produktmal
med endelig mange marginaler. Dette betyder f.eks., at for alle n > 2 kan

[ ran,

for ethvert f € M(B(R"), evalueres som et n-foldigt itereret integral m.h.t. Ay,
og raekkefglgen hvori de enkelte variable integreres er uden betydning.

Integrationsformel.
Lad (E, &, 1) betegne et o-endeligt malrum. For ethvert f € M(E), er

/f@ /‘ (f > ) A (dt).

D.v.s.dat — pu(f >t) er aftagende, at
Zuf>k < [ fdu< > ulf > )+ ulf > 0)

Bevis. Lad f € M(E), vere givet. Da den sidste pastand fglger ved brug af
simple uligheder, ser vi kun pa den fgrste. Definer

H:={(e,;t) e ExR|0<t< f(e)},
d.v.s. H er 'omradet under grafen’. H er en produktmalelig meengde, idet

H= |J{f>aqx]0,q € E2B(R),

q€EQ+

hvor Q er de rationale tal, og H(t) = () for ¢ < 0 samt

H(t)={f>t} t>0 og H(e)=]0, f(e)] e€ E.

peM(H) = [ aH®) M) = [T (s >0 Ml
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og
1 & M(H //\1 u(de) /f (de):/Efdu,
hvilket er den s@gte lighed. &

I tilfeeldet E = R og p = Ay og dermed p ® A\; = A9 har vi undervejs vist det
vel kendte udsagn om, at integralet af en ikke-negativ funktion er lig arealet af
omradet under grafen.

Da t — p(f > t) er aftagende og ikke-negativ og dermed Riemann integrabel
over ethvert endeligt interval, viser sammenhangen mellem Lebesgue og Riemann
integralet, at ligheden ogsa kan formuleres som

/fd,u UR/ (f > 1) dt—th"Z,uf>k2‘")

k=1

Integranten ¢ — u(f > t) kan erstattes af t — p(f > t), da u(f >t) # u(f > 1)
for hgjst teellelig mange ¢, d.v.s.en Aj-nulmaengde (teenk over dette).
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Appendiks A. Metriske rum.
Som det er velkendt definerer

(I’,y)H|ZE—y| :L‘7y€R

0g

n

(z,y) = | > (wi —w)? z,yeR"

a i=1

et afstandsbegreb i R h.h.v.R", som er ikke-negativ, symmetrisk og opfylder
trekantsuligheden. Disse sakaldte Euklidiske metrikker danner baggrund for flg.
notation.

Lad S betegne en ikke-tom meengde. En funktion d : S x S — R, kaldes en
metrik pa S, hvis

1) d(z,y) =d(y,z) =z, y€S
2) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) x,y,z€S
3) dlz,y)=0< =y =z, yeSs.
Hvis 3) erstattes af det svagere krav
dlz,x) =0 =z €S8,

taler man om en pseudometrik.

(S, d) kaldes i givet fald et metrisk h.h.v. et pseudometrisk rum, og veerdien d(z, y)
omtales som d-afstanden mellem punkterne x og y.
Tilstedeveerelsen af en metrik d pa S gor det muligt direkte at oversaette en reek-
ke velkendte afstandsrelaterede begreber fra R™ sa som punktkonvergens, abne
kugler, abne og lukkede meengder samt kontinuitet. Generalisationerne foregar
i h.h.t. flg. definitioner. Laeg meerke til at begreberne atheenger eksplicit af den
valgte metrik d.
Punktkonvergens

Ty — x < d(x,, ) — 0.

hvor (z,),>1 0g x er punkter i S.
Abne kugler
b(z,r) = {y € S|dx,y) <r}

hvor x € S og r > 0 kaldes den dabne kugle med centrum z og radius r.

Abne maengder

UCSeraben & VxeS3dr>0: blx,r) CU.
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Lukkede maengder
F C S er lukket <& F“er aben.
Kontinuitet
f: S — R er kontinuert < z, —z = f(z,) — f(x) for alle (x,),>; ogzi S

(overvej) & Vo e SVe>036>0: d(z,y) <d=|f(z)— fly)| <e
Med udgangspunkt i velkendte egenskaber ved Euklidiske metrikker indfgres y-
derligere to begreber.

Separabilitet
Et metrisk rum (5, d) siges at vaere separabelt, hvis der findes en folge (x,,),>1 af
punkter i S, sa at

Vee SVYr>03n>1: z, € blx,r).

Man udtrykker dette ved at sige, at (z,)n>1 er teti S.

Fuldstaendighed
Et metrisk rum (.5, d) siges at veere fuldstendigt, hvis enhver Cauchyfolge er kon-
vergent. En folge (x,),>1 af punkter i S, siges her at veere en Cauchyfolge, hvis

Ve>03dn>1: mk>n = dan,,z;) <e

Det er ofte vigtigt at arbejde med forskellige metrikker pa en maengde S. I denne
forbindelse er flg. begreb abenlyst vigtigt.

Akvivalens
To metrikker d; og ds pa S siges at veere @ekvivalente hvis

di(xp,x) = 0 < do(zp, ) — 0

for vilkarlige punkter (x,),>1 og x i S. D.v.s. &ekvivalente metrikker har samme
konvergente fglger.

Da man forholdsvis let kan vise, at aekvivalensbetingelsen kan omformuleres til
VeeSYr>03r,re>0: by (x,r) Cbgy(x,7) 0og bay(x,72) C by, (x,7),

ses, at egenskaberne abenhed, lukkethed, kontinuitet samt separabilitet bevares
ved overgang mellem aekvivalente metrikker. Dette geelder derimod ikke ngdven-
digvis for fuldsteendighed, som flg. eksempel viser. (teenk over dette)

S = (071] samt d1($7y) = |ZL’—y| 0g d2($7y) :|1/‘T_1/y| ZL’,yES.

dy og ds er da ®kvivalente metrikker pa S, og det metriske rum (S, dy) er fuld-
staendigt, men ikke (S,d;). F.eks.er (1/n),>1 en d;-Cauchyfolge i S, som ikke
konvergerer i (S, d;).
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Appendiks B. Konvekse funktioner.
I det fglgende betegner J C R et interval med endepunkter v; og h;, hvor
—00 < vy < hy <oo. J°:=|v;, hyl.

Notation. [ : J — R siges at veere affin, hvis
l(z)=ar+b x€J hvorabeR.
¢ J — R siges at veere konveks, hvis
plaz+ (1 - a)y) < ap(x) + (1 —a)ely) z,yel, aecl01].

Affine funktioner er konvekse, og Middelveerdiseetningen viser, at hvis J er aben
og ¢ differentiabel i J, er ¢ konveks, hvis = — ¢'(z) er voksende, f.eks. hvis ¢”
eksisterer og er ikke-negativ. Desuden er ethvert overalt endeligt punktvis supre-
mum af konvekse funktioner igen konvekst.

Lad i det fglgende ¢ betegne en given konveks funktion. Konveksitetsligningen
viser, at {¢ < a} for ethvert a € R er en konveks mengde, d.v.s. et delinterval, i
J.

{p>a} =J\{p<a}
er derfor enten et delinterval i J eller en foreningsmaengde af to sadanne. Heraf

folger at

o(z+) = lifn o(y) og pz—) = liTm ©(y) eksisterer i R for z € J. (1)
ylx ylx

Endvidere eksisterer p(v;+) og w(hs—).

Bevis. Vi ser kun pa ¢(- —), da den anden gar analogt. Lad z € J U {h;} veere
givet. For ethvert a € R har vi

limsupp(y) >a = Je >0 |z —€,2[C {p > a} = limTinf o(y) > a.
ylz ylz

Dette viser, at
lim sup ¢(y) = limTinf o(y)
ylz

ylz
og dermed, at p(x—) eksisterer i R. &
p(z) =2 plat) V(r—) ze (2)

Bevis. Vi viser kun ¢(-) > ¢(-+). Lad = < y vaere punkter i J.

w(z+) = limsup p(z) = limsup p(az + (1 — a)y)

zlx all

< limsup ap(z) + limsup(1 — a)p(y) = p(z). <
all all
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Kontinuitet. ¢ er kontinuert i J°.

Bevis. Lad x € J° veere givet. Da J° er aben og ¢ konveks, er

1
o(z) < E(cp(x —h)+p(x+h)) for hlille,
d.v.s
1., 1
M@Sthﬁmwx—m+¢@+hnz5@@%+@@+»
Hvilket sammen med (2) viser, at p(z) = p(z—) = p(z+). <&
oY) = olzo) _plz) —wlw)
Yy—=xo T — TIg

Bevis. Lad y < g < z i J veere givet.

P = 2) ¢ 222 o (o)) — p(00) 2 (=) ((20) ()
& pla) < T Dely) (1= D e(@)

hvilket er opfyldt ifglge konveksiteten, da

r — 2o

Ty = cy+ (1 — oz, O
r—y r—y
Heraf ses at for ethvert xy € J° er tallene
o g PO @) () = plm)
T>T0 T — Tg z<x0 T — T

begge endelige og d~ < d*. Pr.definition af d~ og d* har vi
p(r) >d" - (x—x0) + p(x0) >0 08 @(r) >d - (x—20) + p(T0) T <9

og derfor
o(x) > d (x —xo) +o(xg) € J.

Herudfra kan vi nu uddrage to vigtige konsekvenser.
For ethvert xy € J° eksisterer der en affin 'stgttefunktion’, d.v.s. en affin funktion
lyy, sa at

log <@ 08 luy(w0) = @(20). (3)

Lad (¢;)>1 betegne en nummerering af QN J° og lad for i > 1 [; betegne en affin
stgttefunktion hgrende til ¢;. Funktionen

z—sup li(z) veJ
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er derfor konveks, da den er domineret af ¢ og derfor overalt endelig. Men da den
pr. definition stemmer overens med ¢ pa maengden Q N J° fglger, da konvekse
funktioner er kontinuerte i J°, at

p>supl; og ¢(x)=sup li(r) xe€J (4)

Punkt (3) benyttes i beviset for Jensen’s ulighed og punkt (4) i beviset for Jensen’s
ulighed for betingede middelveaerdier.
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Appendiks C. Integration af funktioner med komplekse veerdier.
I gennemgangen af integralteorien har vi udelukkende fokuseret pa reelle inte-
granter. Men i forbindelse med emnet karakteristiske funktioner far vi brug for
at kunne tale om integralet af en kompleks funktion. Udvidelsen, som naturligvis
sker via integration af h.h.v.realdel og imagineerdel, kraever lidt ny notation.
(E, &, 1) betegner her et vilkarligt malrum.
Definer

M(E,C):={f: E—C|Rf,Sf e M(E)}

L', C) == {f € M(E,C) [ RS, SF € LM} = {f € M(£,C) ||f] € L-(u)}.

Det sidste lighedstegn beror pa uligheden |Rf| V [Sf]| < |f] < |Rf| + [Sf].
Egenskaber ved M (&) og L'(y) sikrer, at funktionsrummene M (&, C) og L' (u, C)
er komplekse vektorrum, samt at M(E, C) er stabil under punktvis konvergens.
Bemaerk at M(E) og L'(u) udger underrum i h.h.v. M(€, C) og L'(, C).
Afbildningen

L', C) 9f—>/fdu :z/?Rfdqui/%fdueC.
kaldes stadigt integralet m.h.t. u, og udnyttes at integralet er linesert pa L'(u)
ses, at denne afbildning, der udvider integralet pa L'(1), er kompleks lineser samt

opfylder for alle f € L'(u, C)

R([ Fn) = [Rfdp og S([ fu) = [ 31 dp

/fduz/fdu-

I/fduIS/Ifldﬂ,

da der for ethvert f € L'(u, C) findes et A € C med laengde 1, sa at

[ raul=x [ rau

og dermed, da |[R(Af)| < |Af] =|f],

[ Fdul= [Afdp=R([ 2faw) = [ RO du< [If]dp.

og derfor

Endvidere er

Sammen med Lebesgue’s Seetning viser dette flg. konvergensresultat, hvor f og
(fn)n>1 er elementer i L'(u, C).

fo — f pn.o.og |fu] < g pn.o., hvor g€ M(E), og /gd,u <oo =
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lign/|fn—f]du20 og dermed liqgn/fnd,u:/fdu.

Ikke overraskende geelder der ogsa versioner af Fubini’s Seetning for funktioner
med komplekse veerdier. Men i stedet for at sgge efter den mest generelle ngjes
vi her med flg. udgave, som vi gang pa gang skal benytte i forbindelse med gen-
nemgangen af karakteristiske funktioner. Beviset overlades til laeseren.

Lad (E, &, 1) og (F,F,v) betegne endelige malrum og lad f € bM(E@F, C) vere
givet (b’et indikerer, at | f| < M < oo for en positiv konstant M ).
Daer fe L' (p®v,C) og

v [ floy)vidy) € L'(1.©) o5 yr [ fla.y)pldr) € L'(.C)

samt

[ gduev=[{[ foyvian)ur) = [ ([ ) pdn)vidy)
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Supplerende Opgaver.

Metriske rum.

Opgave 1 Lad (S, d) betegne et metrisk rum. Definer

di(z,y) ==d(z,y) N1 og do(z,y) :==d(z,y)/(1 +d(z,y)) =zy€S.

Vis at d; og dy er metrikker pa .S, som er sekvivalente med d.
Vink: Udnyt at © +— 2 A1 og z +— x/(1 + ) er voksende og subadditiv pa R,
hvor en funktion ¢ : R, — R, siges at veere subadditiv, hvis

oz +y) <o) +ply) =,y€Ry.

Opgave 2 Lad S betegne en ikke-tom meengde og d; og dy metrikker pa S. Vis
at dy og dy er kvivalente, hvis og kun hvis

Vee SVYr>03ry,ra>0: by (x,r1) Cbay(x,r) 0g bay(x,79) C bgy(2,7).

Vink til ’kun hvis’: Antag det ikke geelder og fa en modstrid.

Slut heraf at en maengde A C S er dj-aben/d;-lukket, hvis og kun hvis den er
dy-aben/dy-lukket, S er d;-separabel, hvis og kun hvis S er dy-separabel, samt at
f: S — R er di;-kontinuert, hvis og kun hvis f er dy-kontinuert.

Opgave 3 Lad (5, d) betegne et metrisk rum.

1) Vis at en funktion f : S — R er kontinuert, hvis og kun hvis f~*(U) er aben
i S for enhver aben delmeengde U af R.

2) Vis at © — d(z,z0) er kontinuert for ethvert o € S og mere generelt = —
d(z, A) :=infyc 4 d(z,y) for enhver delmaengde A C S.
Vink. Vis og udnyt at trekantsuligheden aekvivalent kan skrives som

|d(z,y) —d(x,2)| <d(y,z) forallex, y, z€S.

3) Vis at (x,y) — d(x,y) er kontinuert fra S?* — R, hvis S? udstyres med en
produktmetrik, d.v.s. en metrik hvori konvergens svarer til konvergens af koordi-
naterne.

Opgave 4 Lad S betegne intervallet |0, 1] og definer d; og ds som

dl('T?y) = ‘x_y‘ og dz(.ﬁE,y) :‘1/1’—1/y’ x?Z/ES'

Vis at dy og dy er skvivalente metrikker, og at do, men ikke dq, er fuldsteendig.
D.v.s. fuldsteendighed bevares ikke ved overgang til en sekvivalent metrik.
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Opgave 5 Lad (S,d) betegne et separabelt metrisk rum og lad f og g betegne
malelige funktioner med veerdier i S defineret pa et maleligt rum (E,E). Vis at

E>erd(f(e),g(e)) € ME).

Vink. Udnyt Opgave 3 punkt 3).

Opgave 6 Lad (S, d) betegne et metrisk rum og lad (z,),>1 veere en folge af
punkter i S. Definer

L((zp)n>1) :={y € S|Ve>0:x, € b(y,¢) for uendelig mange n}.

L((xn)n>1) kaldes meengden af limespunkter eller synonymt meengden af for-
tetningspunkter for folgen (z,),>1. Vis nu at

a) L((zp)n>1) er lukket.
b)
L((zp)n>1) = (V An  hvor A, :={zy|k>n} n>1

n=1

c)
L((l’n)n21) = {y €S ’ = (nk)k21 delfglge : Ty, — y}

d) L((xp)n>1) bestar af netop et punkt, hvis (z,,),>1 er konvergent.

Malelige rum.
[ det fglgende betegner (E, &) overalt et maleligt rum.
Opgave 7 Ovelse 1, samt at B = 0(G), hvor G := {{z} |z € R}.

Opgave 8 Vis, f.eks. ved hjelp af identiteterne gverst side 5, at o(G1) og (Gs)
er identiske o-algebraer pa R, hvor

G ={]a,b[| —oco<a<b<oo} og Go={[a,b]| —oc0 <a<b< oo}
Opgave 9 Lad (4;);>1 C 2% veere givet. Definer

Fni=0(Ay,...;A,)n>1 og A::U]:n.

Vis at A er en algebra indeholdende hgjst teellelig mange elementer.

Bemeerkning. Flg. eksempel viser, at o((A4;);>1) og A kan veere forskellige.

Set E=Nog A, ={1,2...,n} forn > 1. Da A; = {1} og A, \ A,—1 = {n}
for n > 2, er o((4;)i>1) = 2N, d.v.s. alle delmengder af N.

Ethvert B i A er derimod af formen B, eller B,, U [n+ 1,00 for et n > 1 og et
B, C{1,2...,n}, d.v.s. maeengden af alle lige tal ligger ikke i A.

Opgave 10 Szt £ = N. Betragt meengderne
Al = {172}, A2 = {3,4} og A3 = {2,3,4}
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Bestem den tilhgrende partition (se side 6 gverst) og beregn antallet af elementer
1 O'(Al, AQ, Ag)

Opgave 11 Lad (E;,&;) for i = 1,2 betegne malelige rum. Vis at for alle A €
E®&E oge € Eer

A(Gl) = {62 € ks | (61,62) € A} € &,.

A(ey) kaldes ej-sektionen af A (tegn).
Vink. Definer D(e1) :={A € & @& | Aler) € &}. Vis at D(ey) er en o-algebra,

som indeholder alle ‘'malelige kasser’.

Opgave 12 Betragt o-algebraen B i OQvelsel. Vis at B C B(R), men at B ikke
er teellelig frembragt.

Vink: Antag at B = 0((A4;);>1). Overvej at det kan antages, at A; er teellelig for
alle 7. Vis dernaest ved hjalp af den vigtige regel pa side7, at for ethvert A i
o((A;)i>1) geelder enten

BCA eller BNA=0 hvor B=R\ (J 4.

i=1

Overvej at dette indebaerer en modstrid, da R er overteellelig.

Malelige funktioner.

Opgave 13 Lad f og g betegne elementer i M(E), d.v.s. f og g er malelige reelle
funktioner defineret pa E. Vis at {f # g} og {f < g} € €. Vink: Opskriv de to
mengder ved hjaelp af vektorfunktionen (f, g).

Opgave 14 Antag at £ = {0, E}. Vis at M(€) kun indeholder konstante funk-
tioner.

Opgave 15 Vis at S(€) = {f € M(E) | f(E) endelig meengde}. Slut herudfra at
ethvert f € S(&) er pa formen Y, a; - 14,, hvor summen er endelig, a;’erne reelle
tal og A;’erne en partion af E bestaende af elementer i £.

Opgave 16 Vis at £ er tallelig frembragt, hvis og kun hvis € = o(f) for et
f € M(E). Vink til 'kun hvis’-delen. Antag & = o((A,)n>1) 0g sact

fi=> 107" 14,.
n=1

Studer for n > 1 meengderne {[10™ - f] er et ulige tal}, hvor [z] er heltalsdelen af
et reelt tal z, d.v.s.det hele tal, som opfylder uligheden [z] < z < [z] + 1.

Opgave 17 Lad B vare den i Ovelse 1 definerede o-algebra pa R. Vis at f :
R — R er malelig m.h.t. til (B(R), B) hvis og kun hvis

{f =z} € B(R) for alle z € R.
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Vis omvendt (ikke helt let) at f : R — R er malelig m.h.t. til (B, B(R)), hvis og
kun hvis f er pa formen

o
[ = Z a; - 1y,
i=0
hvor a;’erne er forskellige reelle tal, A;’erne parvis disjunkte elementer i I3, hvor

o0

(A;)i>1 alle er teellelige og A5 = U2, A;.

Opgave 18 Vis at en funktion f: R — R er Borel malelig, d.v.s. (B(R), B(R))-
malelig, hvis f er enten monoton, konveks eller hgjrekontinuert.

Mal.
Opgave 19 Betragt malrummet (R, B(R), A\;). Vis at A € N,,, hvis A C R er

teellelig. Vis at kontinuerte funktioner f,g: R — R er identiske, hvis f = g A;-
1n.0.

Opgave 20 Vis at m(&) er stabil under teellelig sum. Slut heraf at hvis (w;);>1
er en fplge af forskellige punkter i £ og (p;)i>1 € Ry, sa definerer

WA =D piTalw)  ACE

et mal pa (F,2F) med total masse 352, p;. Bestem E 3 e — pu({e}).

Opgave 21 Betragt malrummet (R, ), hvor B er o-algebraen i Ovelse 1. Vis at
flg. maengdefunktion p er et ikke o-endeligt mal pa (R, B).

p(A) :=0 hvis A teellelig og p(A) := oo hvis A teellelig.

Opgave 22 Lad p og v betegne to endelige mal pa (E,&). Vis at
{Ae&|uA) <v(A)}

er T-stabil (voksende foreningsmengde), |-stabil (aftagende feellesmaengde) samt
> c-stabil (teellelig disjunkt forening.) Slut herudfra at hvis pq og po er to endelige
mal pa (R, B(R)), sa at

p1(U) < po(U) for alle U C R aben,
sa er pi(A) < pg(A) for alle A € B(R). Vink: Udnyt Ovelse 4.

Opgave 23 Vis at ethvert mal v pa (R, B(R)) hgjst har én kontinuert taethed

Opgave 24 Lad v betegne et mal pa (R, B(R)), sa at v(I) < oo for ethvert en-
deligt interval I, og lad g € M(B(R)), vaere givet. Udnyt Korollaret til Propo-
sition 2 til at vise, at v er absolut kontinuert m.h.t. A\; med teethed g hvis og kun
hvis ,

v([a,b]) = / gd\; for alle a < b.
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Opgave 25 Antag at 1 og v er endelige @ekvivalente mal pa (F, ). Vis for givne
elementer (f,)n>1 0og f 1 M(E) at

fo— f pno. & f, — frvno. og f, — f pmal & f, — f v-mal

Integralteori.

Opgave 26 Betragt malrummet (N, 2N 1), hvor p er tellemdlet, d.v.s.
p(A) =3 1a(j) ACN,
j=1

1(A) er altsa antallet af elementer i maengden A, hvilket forklarer navnet.
a) Definer A, :={n,n+1,...} n>1. Visat 4, | 0, men at u(4,) = oco.
b) Vis at enhver reel funktion er malelig, samt at () er den eneste p-nulmeeng-

de. Slut heraf at i dette malrum er punktvis og p-n.o. konvergens det samme,
d.v.s. for reelle funktioner (fx)r>1 og f geelder

fr — [ p—n.o. & klim fr(n) = f(n) for alle n > 1.

c) Vis at
[ fdu=3 1)

hvis f > 0 eller mere generelt f € L(u) og deducer herudfra, at
L'(p) ={f : N—=R| Y |f(n)] < co}.
n=1

d) Reformuler Lebesgue’s Seetning som et udsagn om summer af reelle tal, idet
en reel talfplge (a,),>1 opfattes som en funktion f: N — R givet ved f(n) = a,
for alle n > 1.

Opgave 27 Betragt malrummet (R, B(R), \1). Vis at (f,,),>1 konvergerer punkt-
vis og angiv lim,, f,(x) for alle x samt beregn lim,, [ f,, dA\; hvis

a) fn(x) =n: 1}0,1/n](x)7 b) fn(x) = f(xn) ’ 1[0,1](17)7 hvor f ‘R—Re C(R)
Opgave 28 Lad u veere et mal pa (E,€) og lad f € L(u) veere givet. Vis at

[fdneR = fe L) og f =7 pno.,

hvor f := f - 14 f|<cc}- Vis endvidere at f-14 € L(p) for alle A € £.

Opgave 29 Betragt malrummet (R, B(R),A1). Lad f betegne funktionen 1q,
hvor Q er maengden af rationale tal. Vis at f € L'()\;), men at f ikke er Rie-
mann integrabel over noget interval.
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Opgave 30 Lad g : R — R vaere en kontinuert funktion. Vis at hvis g € L'()\;),
sa eksisterer det uegentlige Riemann integral UR [*_ g(z) dx og er lig [ g dA;.

Opgave 31 Lad p veere et mal pa (E,€) og lad g € L(p) veere p-integrabel d.v.s.
Jgdu e R. Vis at

I /d:O,d... Ve>030>0: / du| < ¢ hvis u(A) < 6.
Jim | gdp v.s. Ve |/, 9dul <e hvis u(A) <

Vink. Reducer til tilfeeldet g > 0 og approksimer med g A n.
Opgave 32 Lad f : R — R vare kontinuert, og definer for n > 1

ful@) == n(f(z+1/n) - f(z)) z€R.
a) Vis at
b
lim [ fule) Mdz) = f0) — f(@)

for alle reelle tal a < b.

b) Antag at f er overalt differentiabel, samt at t — | f'(t)| er begraenset pa ethvert
begraenset interval. Vis nu at

f(0) = f(a) + /b f/(t)d\(dt) for alle reelle tal a < b.

Vink. Udnyt del a) samt Middelveerdisaetningen og Lebesgue’s Saetning.
Opgave 33 Vis ved hjzlp af "den lille transformationssaetning”, at

[ £ datdz) =2 [~ - £0) )

0
for alle ikke-negative Borel funktioner f defineret pa R. |z| betegner her den
saedvanlige leengde i R?, d.v.s. [z|? = 2% 4+ 23. Vink. A\y(0(0,1)) = 7.

Opgave 34 Lad u betegne et mal pa (R,B(R)) og lad f € L'(u) veere givet.
Definer F: R — R ved

F(z) = / f(t)du z€R.

—0o0

Vis ved brug af Lebesgue’s Seetning, at F' er hgjrekontinuert med venstregraen-
seveerdier. Hvornar er F' kontinuert?

Opgave 35 Lad u veere et mal pa (E,E). Vis at
p er o-endeligt < 3 f € L'(n) sa at f(e) >0 forallee € E,

og slut herudfra, at hvis p er o-endeligt, sa findes der et sandsynlighedsmal v pa
(E,€&), sa at p og v er skvivalente.
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Vink til =. Betragt funktioner af typen },, a,-14,, hvor A, ’erne alle har endeligt
p-mal og udger en overdeekning af E, og a,’erne er positive tal.

Opgave 36 Studer storrelsesforholdet mellem de forskellige LP-rum for malrum-
mene (N, 2N taellemalet) og (R, B(R), A1). (svar: voksende i p, ingen inklusioner).

Opgave 37 Lad a,b € R vare givet og antag a > 0. Bestem billedmalet A\jop~!,
hvor ¢ : x — ax + b, og udled herudfra ved hjelp af Seetning 3 ligheden

/gax+b ) A (dar) = /g \(dz) for g € L(\).

Hvis a < 0 skal faktoren foran integraltegnet veaere |a| i stedet for a.
Betragt afbildningen ¢ : x — 2. Vis at A\; o~! er absolut kontinuert m.h.t. \;
med teethed x — 1/y/x - 1j9 ) og udled herudfra, at

00 1 —
/g ) A1 (dx) /0 g(x) - 7 A (dz) for g € M(B(R)).
Opgave 38 Lad p veere et mal pa (E,E) og lad r, s og t betegne ikke-negative
reelle tal, sa at 1/r = 1/s+ 1/t. Vis at for alle f, g € M(E) er

(/U'g‘rd“)l/r : (/|f|3du>1/s- (/|g|tdu)1/t

Vink: Udnyt Holder’s ulighed. Bemeerk at 1 =1r/s + r/t.

Opgave 39 Betragt malrummet (NQ,QNZ, ), hvor py betegner teellemalet pa
(N2, 2N). Vis at p1y = p1y @ pug, hvor gy er teellemalet pa (N, 2N).

Oversaet Tonelli’s og Fubini’s saetninger til udsagn om ombytning af summati-
onsordenen vedrgrende summer af dobbeltindicerede reekker af reelle tal.

Opgave 40 Betragt malrummet (N, 2N, 1), hvor p er tellemalet. Vis at i det-
te specielle malrum, er konvergens p-n.o.det samme som punktvis konvergens,
hvorimod konvergens i p-mal svarer til uniform konvergens. Sammenlign dette
med Proposition 10.

Opgave 4l Lad p := 6. for et givet e € F, d.v.s. u er punktmalet hgrende til
punktet e. Vis at

L(p) = M(&) og L'(p) = M(E) samt /fdu = f(e) for alle f € M(E).

Opgave 42 Vis at A2(b(0,1)) = 7 og slut heraf ved brug af Tonelli’s setning
samt Opgave 33, at

/6_“2 A (dz) = /7.

Vink: Anvend Opgave 33 pa f : @ — e * . Udnyt resultatet til at vise I'(1/2) =
/7 samt at

n

/exp (— fo) An(dz) = 7% for n > 2.

i=1
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Beregn ligeledes dette integral ved brug integrationsformlen side 50 samt velse
10 og deducer herved, at

M (0(0,1)) =a"2/T(14+n/2) n>1.

Opgave 43 Lad p veere et mal pa (E,E) og lad (f,)n>1 0g f betegne elementer
i L?(p). Vis f.eks. ved brug af Cauchy-Schwarz”s ulighed at

fn — fip-2-middel = f? — f? i p-middel.

Opgave 44 Lad p betegne et mal pa (F, &) og (fn)n>1 0g f elementer i L'(u),
sa at f, — f p-n.o. Vis ved brug af Fatou’s Lemma, at

Jiaddu— [1f1du & [ frdu— [ = dp

og slut ved brug af ligheden |z| = 22—z for z € R, at f, — f i p-middel, d.v.s.

[ 160 = flde— 0.

Opgave 45 Lad p betegne et mal pa (E,€) og lad f € M(E) veere givet. Vis ved
hjeelp af Holder’s ulighed, at for alle 0 < s <togO0<a < 1ler

i< ([irran) - ([isean)

Slut herudfra at [ := {s > 0| f € L*(u)} er et interval, samt at
I>s— log/ |f|° dp er konveks.

Vis endvidere at hvis f, — f i LP*(u) og LP*(u), sa f, — f i LP(u) for alle
p € (p1 Ap2, p1Vp2).

Opgave 46 Lad u betegne et o-endeligt mal pa (E,€&). Lad g € M(B(R) ® &)
veere givet sa at g(x, -) € LY(u) for alle z € R. Definer

G(z) = /g(:p,e),u(de).

a) Vis at x — G(x) er kontinuert, hvis z — g(z, e) er kontinuert for alle e, og der
for alle x € R findes et € > 0 og et h € L*(p) sa at

lg(u,e)| < |h(e)|] forallee€ Eoguec (v—e¢x+e).

b) Vis at x — G(z) er differentiabel, hvis x — g(x,e) er differentiabel for alle e,
og der for alle z € R findes et € > 0 og et h € L*(u) sa at

lg1(u,e)| < |h(e)] forallee € Eogu€ (x—e¢x+e¢),
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hvor gy (z,e) := d/dx g(x,e) for alle x og e. Vis endvidere at

G'(z) = /gl(u, e) pu(de) x € R.

[ bade a) og b) kan antagelsen ’alle t’ erstattes af ’u-n.a.t’.

Hvis u(E) < oo geelder a) og b) stadig, hvis man i stedet for eksistensen af et
dominerende h antager, at

{g(u,")[lu—=z| < e} hhv. {(g(u,") —g(z,))/(u—2)[|lu—=z| <€}
er p-uniformt integrable for et € > 0..

Opgave 47 Lad u veere et sandsynlighedsmal pa malrummet (R, B(R)) og
g(x,t) :=cos(z - t) for alle xz,t € R.

Vis at
r— G(x):= /g(a:,t) p(dt) er kontinuert.

Antag yderligere at t — |t| € L?(u). Vis at z — G(x) er to gange kontinuert
differentiabel og find G'(0) og G"(0).
Opgave 48 Vis ved hjelp af Fubini’s Seetning og ligheden sin zt = x f(f cos zu du,

at R —12/2 > —12/2
/ sinxt-te dt:x/ cosxt-e dt.
0 0

for ethvert z € R. Benyt dette til at vise at

1 2
sz | cosat- ——e P2 dt
P /R Vs

opfylder differentialligningen p'(x) = —x - p(z) tillige med begyndelsesbetingelsen
p(0) =1, dvs. p(x) = e /% for z € R.

Opgave 49 Vis at ethvert endeligt mal u pa (R, B(R)) er et Lebesgue-Stieltjes
mal. Vink: Betragt F'(x) := u((—o00, x]). Overvej at det er nok at p(I) < oo for
ethvert endeligt interval.

Opgave 50 Lad F' betegne en voksende, hgjrekontinuert funktion og Ap det

tilhgrende Lebesgue-Stieltjes mal. Vis ved approksimation med trappefunktioner,
at hvis g : R — R er kontinuert, sa gaelder

[ odne = [ adhe =1 g(i/m) - (FG/m) ~ F(i = 1)/m)

=lim > g((i = 1)/n) - (F(i/n) — F((i — 1)/n)).

=1
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Der gelder naturligvis et lignende resultat for et vilkarligt interval | a,b], hvor
—00 < a < b < oo. Blandt andet dette resultat begrunder, at man i forbindelse
med Lebesgue-Stieltjes mal ofte skriver [ f dF i stedet for [ f d\r og tilsvarende
[ f(z)dz i stedet for [ f(x) A\ (dx).

Opgave 51 Lad F betegne en voksende, kontinuert funktion. Vis at
b
F(b)2—F(a)2:2/FdF —oo<a<b<oo.

Vink: Anvend Opgave 50 pa g = F. Opskrives identiteten for H, G og H + G,
hvor H og G er voksende, kontinuerte funktioner, fremkommer ved subtraktion
formlen for delvis integration, d.v.s.

H(b) - G(b) — H(a) - Gla) = /bHdG+/bGdH.

Opgave 52 Lad F betegne en fordelingsfunktion. Definer F:R— R ved
F(t):=sup{z e R|F(z) <t} 0<t<log F(t):=0 t¢(0,1).

Vis at
. 0,)° U (F(x),1) z<0
{F >z} =
(F(x),1) x> 0.

Slut heraf at F er Borel malelig, og at F(U) har fordelingsfunktion F, hvis
U~ U(0,1). Benyt dette til at vise

/hdF - /01 WE @) du heMBR)),.

Bemeerk at F/(F(t)) = t, hvis F er kontinuert, og at F'(F(t)) = t, hvis F' er strengt
voksende. D.v.s.hvis F' er kontinuert og strengt voksende, er F' den tilhgrende
inverse funktion.

Opgave 53 Lad F' veere en voksende, kontinuert funktion. Vis at hvis Ap(R) er
endelig, sa er

Ap er absolut kontinuert < lim f, eksisterer i L'(\;),
n

hvor f,(z):=n(F(x+1/n) — F(z)) € R forallen > 1.
Opgave 54 For ethvert z € R?\ {0} findes praccist et 6(z) €] — m, 7], sd at

z = (|z|cosO(z), |z|sinb(z)).

O(z) er altsa radiantallet i intervallet | — 7,7 | til vinklen mellem x-aksen og
stedvektoren for x malt i positiv omlgbsretning. Definer med baggrund heri
flg. afbildninger pa R?

R: zr|z|=y2i+23 ogidetf(z):=0 O: x+ 0(z).
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1) Overvej at ® := (R, O) er en Borel malelig funktion fra R? ind i R?. Vink: Se

o

pa
® 1 ((—o0,r] x (—00,0]) for (r,0) € R?.

Definer endvidere
U (r,0)— (rcosf,rsinf).
2) Overvej at U ligeledes er en Borel malelig funktion fra R? ind i R?, samt at
U o ® er identiteten pa R2.
3) Vis at
A0 ® ' < Ay med taethed (r,0) — 111 (6).
Vink: Beregn

Ay 0 @71 ((—o00,7] x (—00,0]) for (r,0) € R?.

Det kan uden bevis benyttes, at Ay er invariant under rotationer omkring 0,
hvilket sikrer den velkendte formel for arealet af et cirkeludsnit.

4) Udnyt det ovenstaende til at eftervise formlen for integration i poleere koor-
dinater, d.v.s. ligheden

/R2 f(x) dXy(dz) = /Ooo{/T;r - f(rcos@,rsin®) A\ (df) } A1 (dr)

for enhver funktion f € M(B(R?))..

Opgave 55 Lad p vaere et endeligt mal pa (R?, B(R?)), som er absolut kontinuert
m.h.t. Ao. Vis at p er et produktmal, hvis og kun hvis p har en teethed m.h.t. Ay
pa formen

(z,y) — f(x)-9(y) f,9€MBR));.

Opgave 56 Lad for p > 1T : LP(u) — R veere lineser. Vis at T' er kontinuert,
d.v.s.

fo = F1LP(p) = T(fa) = T(f),

hvis og kun hvis T" er begraenset, d.v.s.
der € [0,00) : T(f) <er-||fllp, foralle f e LP(u).

Lad ¢ betegne det til p konjugerede tal. Vis at for ethvert g € L(u) (hvis p = 1
antages g € bM(E)) er afbildningen

T, f [ fgdn
linger og kontinuert pa LP(u). Man kan vise, at enhver kontinuert og linger afbild-

ning 7' : L?(u) — R er pa denne form, d.v.s.T = T, for et g € L(pn). Tilfeeldet
p = 2 er vist i Opgave 57. Det generelle tilfaelde er noget sveerere.
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Opgave 57 Lad i denne opgave (x) betegne betingelsen i Projektionsseetningen,
d.v.s. et underrum i L?(u1) opfylder (*), hvis og kun hvis det opfylder betingelsen
i Projektionssaetningen.

Lad V C L?*(u) veere et underrum. Definer

Vi={feL*u)| < f,g>=0foralle g e V}.

a) Angiv V N V= og vis at V+ er et underrum, der opfylder (x).

b) Antag V opfylder (). Vis at ethvert element i L?(1) op til g-n.o. entydigt kan
skrives som et element i V plus et element i V*.

c) Lad T : L?*(u) — R veere lineeer og kontinuert. Vis at Ny er et underrum i
L*(p), der opfylder (x), hvor Ny := {f € L*(u) | T(f) = 0}.
d) Vis at dim Ny < 1 og slut heraf, at der findes et g € L*(u1), sa at

T(f) = /fgdu for alle f € L*(p).
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