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Supplerende opgaver

S1.3.1 Lad A, B og C' veere delmeaengder af X. Vis at

(ANBNC)U(ANBNC)C(AUB)NC
og find en ngdvendig og tilstrackkelig betingelse for at der geelder lighed-
stegn ovenfor.
S1.3.2 Saet for t € R
Ay ={(z,y) e R?* |y = * > 2t(x — 1)}
Bestem meengden (),.g A, og illustrer med en figur i planen.
S1.3.3 Sat for ethvert positivt r» € R
Cr=A{(z,y) eR*| (x —7)° +9* <r?}

Bestem méaengden | .., C,, og illustrer med en figur i planen.

r>0

S1.3.4 Lad f, veere en fglge af reelle funktioner pa R. Antag at
f(z) = sup,, fu(x) < oo for ethvert x € R. For a € R sattes A, =
{z | fu(x) < a}. Vis at

(A= {z] f(2) <a}
Hvad kan siges om meengderne

(| fulz) < a} og {z | f(z) < a}

S1.3.5 Lad f : X — Y vere en afbildning, og lad A C X. Vis at
f(A) 2 f(X) ~ f(A).

S1.4.1 Lad A, B og C veere delmaengder af X (# ). Seet C =
{A, B,C}, og lad A veere maengdealgbraen frembragt af C. Vis at A
bestar af hgjst 256 elementer. Giv et eksempel pa at dette antal kan
forekomme. Hvilke andre muligheder er der for antallet af maengder i

A?

S1.4.2 Lad f: X — Y vere en funktion, og B en mangdealgebra
pa Y. Vis at {f7!(B) | B € B} er en maengdealgebra pa X.

S2.1.1 Givet A C R saettes B = —A = {—z | x € A}. Vis at
sup B = —inf A, og formuler og bevis en tilsvarende formel for inf B.

S2.1.2 Lad f: R x R — R vare en reel funktion af to variable.
Vis at

supinf f(z,y) < infsup f(z,y)
rz Y Yy =z
1
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og giv et eksempel pa at skarp ulighed kan forekomme.

S2.4.1 Definerer en reel talfslge ved x, = % 0g Tpy1 = 1 — 22 for
n > 1. Find lim,z, og lim,z, (Vink).

S2.4.2 Lad ) 7 a,2" veere en kompleks potensreekke. Seet r :=
1 hvor | = lim, {/]a,| (incl. tilfeeldene 0 og oo). Vis at reekken er
konvergent for |z| < r og divergent for |z| > r. (Tekniske vink: 1° Hvis
|z < r findes e > 0sa |z|(Il +¢) < 1. 2° Hvis |z| > r, findes € > 0 sa
|z|(l —€) > 1).

S2.4.3 Seetning 4.3.9 i Lindstrgm udsiger ikke alt det der fremgar
af beviset. Check at folgende vises: Huis folgen (a,) voksende og opad
begrenset, eksisterer lim,, a,, og er lig med sup,, a,. Overvej at dette
ogsa er rigtigt for voksende folger der ikke ngdvendigvis er begraensede
opadtil (“+o0o0 = +00”). Formuler og bevis en tilsvarende saetning for
aftagende folger. Indse herved at for en vilkarlig reel folge (b,) geelder
at

inf supb, = lim supby ,
n>1 k>n n—00 p>p

altsa at definitionerne af limsup,, b, i Matl1-noterne og HLR stemmer
overens.
Vis til sidst det tilsvarende for lim inf,, b,,.

S2.5.1 Lad a veere et reelt tal, og antag at A C [a, 00) er en maengde
som opfylder
(i)aec A
(i) [a,x) CA=2€ A
(i) re A=3F>0:[z,04+¢)CA
Vis at A = [a, 00).

S2.5.2 Lad f og g veere kontinuerte reelle funktioner pa R. Antag
at f(x) = g(z) for alle x € Q (de rationale tal). Vis at f = g.

S3.2.1 Antag at A C B C R. Vis at m*A < m”B. Antag yderligere
at m*A < oco. Visat m*(BNA) >m*B —m*A

S3.3.1 Lad A og B vaere delmaengder af R med A C [0,00) og B C
(—00,0). Vis at m*(AU B) = m*(A) + m*(B)

S3.3.2 Lad (E,) veere en folge af malelige delmaengder af R med
E,CE,C---CFE,C---. Vis at (Vink)

m(U E,) = li7Ian(En) = stllp m(E,)

S3.3.3 Betragt for hvert reelt tal a > 1 maengden
1

{reR|ImeN:n<zx<n+—}
aTL

Vis at maengden er malelig (endda aben) og beregn dens mal.



3

S3.3.4 Antag at £ C R opfylder (ii) i Prop 3.15, altsa at Ve >
0 30 aben: O 2 E og m*(O ~ E) < e. Udnyt dette for hvert ¢ = X
til at finde O,,, og seet G = NO,,. Vis herved (iv) i samme prop. Vis
til sidst at (iv) medfgrer (i): E er malelig, ved at omskrive E passende

vha. G.

S3.3.4 Antag at £ C R opfylder (ii) i Prop 3.15, altsa at Ve >
0 30 aben: O 2 E og m*(O ~ E) < e. Udnyt dette for hvert e = +
til at finde O,,, og seet G = NO,,. Vis herved (iv) i samme prop. Vis

til sidst at (iv) medferer (i): E er malelig, ved at omskrive E passende
vha. G.

S3.3.5 Antag at (F,) er en folge af malelige meengder der alle er
indeholdt i [0,1]. Antag at limsupm(E,) > 0. Opgaven gar (bl.a.) ud
pa at vise der findes x sa x € FE, for uendelig mange FE,. Seet forst
E ={x | x € E, for uendelig mange n}. (a) Vis at £ =N, U, Ek,
specielt at £ er malelig. (b) Vis dernzest m (U2, Ey) > supys,, m(Ey).
(c) Slut heraf at m(E) > limsup,,_.. m(E,). (d) Vis det gnskede. (e)
Hvor bruges at mangderne er indeholdt i samme begraensede maengde
(her [0,1]).

S3.3.6 (Cantormeengden). Fjern fra [0, 1] den “midterste” abne tred-
jedel (3,2). Restmeengden Cy = [0,3] U [3,1] er en disjunkt forening
af to lukkede intervaller. Fjern igen den midterste tredjedel fra hvert
af disse intervaller. Hver fremkommer C; som disjunkt forening af fire
lukkede intervaller. Meengden C'3 konstrueres tilsvarende. Beskriv og
tegn C3, herunder beregn m(C3). Saledes fortseettes. Undersgg C,,.
Fallesmaengden C' = NC,, (altsa alle de punkter der ikke bliver fjernet)
kaldes for Cantormaengden. Vis at m(C') =0

Det fglgende gar ud pa at vise at C' alligevel er “stor”: Den er uteel-
lelig. Forst beskrives C' i tretalssystemet. Ethvert = € [0, 1] har en

trialbrgksfremstilling = 0(3), ayazas . . ., hvormed menes z = 3~ | 4=
hvor a, er et af cifrene 0, 1 eller 2. Det at at visse tal har flere tri-
albrgksfremstillinger, fx % = 03,1000 -+ = 03,0222..., er grunden til

de forsigtige formuleringer i det fglgende. Overvej at x € C} netop
nar x har en trialbrgksfremstilling med a; = 0 eller 2. Hvordan kan
Cs beskrives? Og C,,7 Indse herved at x € C netop nar z har en
trialbrgksfremstilling med lutter 0 og 2 (altsa ingen 1-taller).

Til sidst defineres F : €' — [0,1] ved F(z) = % %2 for z =

n=1 2n
> g=. Vis at F er surjektiv og dermed at C' ikke er taelQlelig.
Bemaerkning. C' er vistnok den forst kendte fraktal. Den kan skrives
som en disjunkt forening C' = E; U Fs, hvor de to E’er fremgar af C' ved
en multiplikation (ligedannethedstransformation) af C' med faktor % Hvis
det pa nogen made er muligt at tilleegge maengden en dimension d, ma den

opfylde (§)?+ (§)? = 1, hvoraf d = %2 ~ 0.63




S3.3.7 Antag at F er en begraenset delmaengde af R, fx £ C [a,b] =
I. Antag at
m*(E) +m*(I N E) = m*(I)
Opgaven gar ud pa at vise at det sikrer maleligheden af . Da stgrrelsen
m*(I) — m*(I N E) kan fortolkes som det indre mal af F, ser vi at

malelighed i dette tilfaelde haenger pa at “indre mal = ydre mal”.
(1) Ger rede for at der findes malelige meengder G og Go sa Gy 2 E,

G, 2INEog
m*(G1) + m*(Gs) = m*(I)
(2) Vis at m(G1NGq) =0
(3) Vis at G; ~ F er en nulmangde
(4) Vis at E er malelig.

S3.5.1 Vis fglgende “n.o.-regler”

(a) f=fino. ogg=gino = f+g=fi+g no.
(b) fn > 0mn.o. = > f, > 0n.o. (mere preecist: Reekken er kon-
vergent 1n.o. og .. .)
Find andre sadanne regler, og bevis dem.

S3.5.2 Lad f : R — R vere kontinuert . Vis at f er malelig.

S3.5.3 Lad f : D — R vaere malelig. Vis at funktionen sin f(x) er
malelig.

S3.5.4 Lad f veere en reel funktion pa den malelige maengde £ C R.
Vis at f er malelig hvis og kun hvis f~1(O) er malelig for alle abne
mengder O C R

S3.6.1 Betragt greenseovergangen f,(z) = 2™ — 0 pa [0,1). Lad
e > 00gd > 0 (og begge mindre end 1). Prop. 3.23 sikrer sa eksistensen
af N € Nog AC[0,1)sa (1) m(A) <dog (2) fu(zx) <eforn> N og
x ¢ A. Angiv N og A eksplicit (som funktioner af € og ¢).

S4.2.1 Overst s. 79 bruges at [, ¢ > 0 hvis blot ¢ > 0 n.o. pa F
( stadig med ¢ simpel og m(FE) < oo). Vis dette vha. den kanoniske
fremstilling.

S4.2.2 Lad f > 0 veere malelig og begraenset pa £ hvor m(F) < oo.
Vis Markovs ulighed:

mife] f@) =) < 2L wi s o)

S4.2.3 Lad f veere som ovenfor. Antag fEf =0. Visat f =0 n.o.
(vink: seet 6 = 1).

S4.2.4 Lad f veere kontinuert pa [0, 1]. Beregn lim,, fo "Ydz (og
vis eksistensen) vha. prop 4.6.
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S4.2.5 Sat f,(z) =nfor 0 < |z| <L og 0 ellers. Vis at f,(z) — 0
for alle =, men at fjl fo(z)dr — 1 # 0. Strider det mod prop 4.67

S4.2.6 Find lim, [ (cosz)*dx

S4.2.7 Lad f veere begraenset og malelig pa F hvor m(E) < oo.
Antag at Fy C Fy C --- er en voksende fglge af malelige meengder med

U, E. = E. Vis at limenf = [ f

S4.3.1 Find integralet over [1,00) af funktionen f(z) = 272 ved at
bruge seetningen om monoton konvergens pa en passende folge (f,) af
begraeensede malelige funktioner med m({xz | f,(x) # 0}) < 0o

S4.3.2 Her skal vises et par ubeviste delpastande i to beviser i HLR.
(i) Vis (i beviset for prop. 8 s. 86) at k(z) < g(x). (ii) Vis (i beviset
for Fatou’s Lemma s. 87) at |h,| < sup |h|, og at h,, = 0 uden for E".

S4.4.1 (i) Lad f veere en positiv malelig funktion pa E. Antag
Jp [ <oo. Visat f < oo n.o.

(ii) (Beppo Levis seetning) Lad (u,,) veere en folge af positive malelige
funktioner pa E. Antag at ) [, u, < co. Vis at raekken > u,(x) er
konvergent (med endelig sum) for n.a. z.

(i) Lad (A,) veere en folge af malelige delmaengder af R. Antag
at Y m(A,) < co. Vis at for n.a x geelder at x tilhgrer hgjst endelig
mange A,,.

S4.4.2 Find lim,, . fo%(cos 4z)"dx

S4.4.3 Find integralet over (0,1) af funktionen f(z) = \% ved at
“skeere” med til (£,1) (dvs. se pa f,(x) = f(2)X(1/n1)(z)) 0g bruge en
passende konvergensszetning. — Slut at funktionen \/LE sin - er integra-
bel pa (0, 1).

S4.4.4 (Beppo Levis saetning med vilkarligt fortegn, cf. S4.4.1)

(i) Lad (u,) veere en fglge af malelige funktioner pa E. Antag at
> [ lun] < 0o. Vis at reekken Y u,(z) er konvergent for n.a. z.

(ii) Lad f(z) := >  u,(z) veere den n.o. definerede funktion pa FE.
Vis at f er integrabel pa E (uanset hvad f seettes til pa undtagelses-

meengden), og at [, f = [ tn.
S5.2.1 Lad F : [a,b] — R veere en monotont voksende funktion med
F([a,b]) = [F(a), F(b)] (dvs. veerdimaengden er et interval). Vis at F'

er kontinuert (analyser eventuelle springs effekt pa veerdimeengden vha.
HLR opg. 7a).

S5.2.2 Cantorfunktionen (fra opg. S3.3.6) kan udvides til hele [0, 1]
sa den bliver monoton. Fgrst en uformel beskrivelse: Saet F = % pa
den forst fjernede midterste abne tredjedel. Herefter F' = % hhv. % pa
de to abne midterste der fjernes i anden omgang. Fortsaset saledes. —
Ovenstaende kan beskrives med trialbrgker. Hvis « € [0,1] ~ C, har «



6

en fremstilling z = >~ 7 | 5= hvor ikke alle a,, er 0 eller 2. Lad N veere

det mindste £k med a; = 1 og indse at

N-1

a,/2 ay
F(x):ZQ—n—{—Q_N

n=1

Vis at F' er kontinuert.

S5.3.1 Lad f veere integrabel pa [a,b], og antag at det ubestemte
integral F'(z) = [ f(t)dt er overalt differentiabel med begreenset dif-
ferentialkvotient. Udnyt Saetningen i Notat 5 og en passende ssetning
fra HLR Kap 5. til at vise F’ = f n.o.

S5.4.1 Lad F veere en funktion af begraenset variation pa [a, b]. Vis
at hvis F' er kontinuert, er 7'(= 1) det ogsa (Vink).

S5.5.1 Lad ¢ vaere konveks pa et interval (¢, d), og lad f veere en
integrabel funktion pa [a,b] hvis veerdier ligger i (¢,d). Vis folgende
udgave af Jensens ulighed:

bia/a w(f(t))dtZSO(bia/a F(t)dt)

S5.5.2. Lad ¢ veere konveks pa (0,00). Vis at funktionen zp(2) er
konveks. (Det er ret tricket uden antagelse om differentiabilitet). —
Undersgg om ¢(2) er konveks.

$5.5.3 (a) Lad f veere en konveks funktion. Vis at f(#48248) <
fx)+f(@2)+f(zs)
(b) Lad3 A, B og C vere vinklerne i en plan trekant. Vis at sin A +
sin B+sinC < %\/5
(¢) (for dem der har sinusrelationerne present) Vis at a+b-+c < 3v/3R,
hvor a, b og c er siderne i trekanten og R radius i den omskrevne cirkel.

S6.1.1 Lad f(z) = \/%E for 0 < 2 < 1 For hvilke p > 1 geelder f € LP?

S6.1.2 Find en funktion f pa (0,1) saf ¢ L3 men f € LP for p < 3.
S6.1.3 Vis at L"(0,1) C L*(0,1) for r > p.

S6.1.4 Lad f(z) = —lnx for 0 <z < 1. Vis at f ¢ L*, og at
f € LP for alle p med 1 < p < o0.

S6.2.1 Antag at f, — f og g, — g, begge i p-middel. Vis at
Jn+gn — f+ g, ogsaip-middel. Vis ogsa at || full, — || f]lp-

S6.2.2 Antag at f, — f i p-middel, og at g, — ¢ i g-middel, hvor
p og q opfylder p~! + ¢! =1. Vis at f,g, — fg i 1-middel.

S6.3.1 Antag om felgen (f,) i L” at f, — f n.o, og at der findes
h € LP sa |f,| < h for alle n. Vis at f, — f i p-middel.
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S6.3.2 Lad f, veere en folge i L'(0,1) givet ved f,(z) = n for 0 <
x < n~!. Undersgg om fglgen er konvergent i 1-middel, og om den er
konvergent n.o.

S6.3.3 (a) Lad y; og y» vaere reelle tal. Vis at |y —v5 | < |y — vl
(b) Lad (f,,) veere en folge i L med lim,,_, f, = f 1 p-middel. Vis at
fFeriL? og at lim, . f,7 = f* i p-middel.

S11.2.1 Denne opgave gar ud pa at vise at for malelige (overalt
endelige) funktioner f og g pa (X, B, ) og h kontinuert pa R? er den
sammensatte funktion z — h(f(z), g(z)) ogsa malelig pa X

(a) Lad O C R? vaere en aben maengde. Vis at O er en hgjst taellelig
forening af abne rektangler: O = |JI, x J, hvor I, og J, er abne
intervaller

(b) Lad I og J veere abne intervaller. Vis at {z | (f(x),g(x) € Ix J}
er malelig.

(¢) Gor rede for at {x | h(f(x),g(x)) > o} = {x | (f(x),9(z) €
h~'(a, )}, og slut vha. (a) og (b) det gnskede resultat.

S11.2.2 Lad (X, B, u) veere et malrum, og lad f og g veere malelige
funktioner som opfylder at de “er nul uden for en maengde med endeligt
mal”. Vis at meengden

{z e X| f(x)+g(x) # 0}
er malelig med endeligt mal.

S11.3.1 Betragt malrummet (N, P(IN),v) hvor v er teellemalet pa
(N,P(N)), altsa v(A) = antal elementeri A = > _,1 for alle A C
(a) Vis at en reel funktion pa N er integrabel hvis og kun hvis

N.
Yo lf(n)] < oo, 0gat [ fdv=73", f(n)ibekraeftende fald.
) Lad @y, veere en dobbeltfolge af reelle tal. Antag om den at

|amn| < b, med > [b,| < oo
(2) lim,, a;, = a, findes for alle n

Vis (Vink) at lim,, > G =D, Gy,

S11.3.2 (a) Lad a, veere en dobbeltfalge af reelle tal med a,,, > 0
for alle m ogn. Antag at lim,, a,,, = a, findes for alle n. Vis at

Yoy <M >
(b) Lad b, veere en folge af reelle tal med b, > 0. Visat > b, =

lim,, >, by (1 — )"
S11.7.1 Vis at L'(0,00) € L*(0,00) og L*(0,00) € L'(0, c0).
S12.1.1 Lad X veere en maengde, og definerer p* ved p*(A) =1 for

0 # A C X og pu*() = 0. Vis at p* er et ydre mal. Find alle de
p*-malelige delmaengder.

S12.1.2 Lad for hvert n € N ) veere et ydre mal pa X. Vis at der
ved p*(A) = > pr(A) defineres et ydre mal pa X. Vis at hvis E er
wr-malelig for alle n, er E ogsa p*-malelig.



S12.1.3 Betragt betingelserne der optraeder for ydre mal. Udgave
nr. 2 af betingelse iii (pa s. 289) kaldes herefter iv. Vis at betingelse i
og iii sammen medfgrer ii. Vis (som heevdet) at i, ii og iv medfgrer iii.

S12.4.1 (det todimensionale Lebesgue mal). Det todimensionale
Lebesguemal my (pa R?) defineres ved my = m x m

(a) Vis at abne meengder i R? er malelige (brug opg. S11.2.1(a)).

(b) Vis at enhver kontinuert funktion er malelig.

(c) Gor rede for at hvis E C R er malelig , er £ x R C R? det ogsa.

(d) Lad f veere malelig pa R. Vis at funktionen (z,y) — f(x) pa
R? er malelig.

(e) Lad f og g veere malelige funktioner pa R. Vis at funktionen
f(2)g(y) pa R? er malelig.

S12.4.2 Lad f veere defineret pa [0, 1] x [0, 1] ved
4y hvisz+y>0
f(x,y)—{o hvisz+y =0

hvor @ € R. — Undersgg for hvilke veerdier af o funktionen f er
integrabel, og udregn integralet for disse a.

S12.4.3 Lad f veere defineret pa R? ved f(x,y) = e — 2e72.
Vis at de to itererede integraler

/01 /100 f(z,y)dzdy og /100 /Olf(x,y)dydx

eksisterer, men er forskellige (Vink). Strider det mod Fubinis saetning?

S12.4.4 Lad f veere defineret pa [0, 1] x [0, 1] ved

_Jlr—y|* hvisz#y
f(x’y)_{() hvisz =y

hvor @ € R. — Undersgg for hvilke veerdier af o funktionen f er
integrabel, og udregn integralet for disse a.

S12.4.5 Vis at HLR Prop. 12.18 (Fubini for maengder) geelder hvis
1) antagelsen om A\(E) < oo stryges, men 2) X og Y antages at veere
o-endelige.

FN1.1 Visat [? C [ for 1 < p < s < oo (I* er maengden af
begreensede folger © = (z,,) med normen ||z|| = sup,, |z,|). Vis ogsa
lzllp = s

FN1.2 Antag at x € [? for et p < co. Vis at im0 s>p [|Z]|s = ||7 |00

FN1.3 Lad der for hvert » € N veere givet 2" € [P (hvert z” har
formen " = (27,)%%,). Antag at lima" = 01 {”. Vis at lim, o, 2], =0
for hvert n. — Geelder det omvendte?

FN1.4 Vis at meengden af punkter z = (z,,) i (det reelle) [P med

mindst én positiv koordinat er en aben maengde.



Er maengden
{r = (x1,22,...,%n,...) |z, >0 for alle n}
aben i [P?

FN1.5 Lad (V.|| ||) veere et normeret rum. Vis at enhedskuglen
{z € V| ||z]| <1} er en lukket konveks maengde.

Vis at hvis to normer pa V har samme enhedskugle, da stemmer de
to normer overens.

FN1.6 Lad f veere en kontinuert funktion pa [0, 1], og antag
fol f(x)z"dz = 0 for alle n = 0,1,2,3,... Visat f =0 (Vink).

FN1.7 Lad C*([a,b]) veere vektorrummet af komplekse, kontinuert
differentiable funktioner pa [a,b]. Vis at der ved

Il = max | £(8)] + max £ (0)

er defineret en norm pa C'([a, b]).
Vis at rummet er et Banachrum.

FN1.8 Betragt maengden P af (restriktioner af) polynomier pa
[0,1]. Vis at P er taet i L'(0,1) ved at udnytte at maengden af kon-
tinuerte funktioner er teet i L'(0,1) (jf. HLR Prop. 5.8 anden pastand
som vi ikke har vist).

FN3.1. Lad f € L*(0,1), og seet g(t) = tf(t). Vis at ||g|la < || f]|2-
Vis herved at operatoren T': L*(0,1) — L?(0,1) givet ved (T'f)(t) =
tf(t) opfylder ||T|| < 1. Vis at for ¢ > 0 findes f € L?(0,1) med
Ifll2 < 1sa|lglla>1—e. Slut heraf ||T|| = 1.

S10.2.1 Lad S: X — Y og T: Y — Z vere linezere operatorer pa
normerede rum. Vis at 7o S er linezer og | T o S|| < [|T||||S]]-

Vink
S2.4.1 — Undersgg polynomiet = — (1 — (1 — 2?)? pa intervallet [0, 1],
og vis herved at 9 <y <z < ... 0811 >23>052> ...

S3.32-FE,=(E,~ FE, 1)U---U(Ey ~ E) er en disjunkt forening.
55.4.1 — For at vise at T er hgjrekontinuert i ¢ vaelges til € > 0 dels
1)et d >0sa |F(x) — F(c)| < e for |x —¢| < d og 2) dels en inddeling
af [c,b] med t > T? — e. Ved at videreinddele kan vi antage at forste
delepunkt 2z opfylder z — ¢ < & Herefter fas at 77 — T¢ = TP — T? <
t+e—TC<|F(z) = F(c)| + TP+ e —T? < |F(2) — F(c)| + e < 2
S11.3.1 — Betragt funktionsfolgen (f,,)5_, givet ved f,(n) = amn
512.4.3 — Forsgg ikke at udregne integralerne, men kun deres fortegn.

FN1.6 — Slut i reckkefglge: fol f(z)g(x)dx = 0 for 1) g et poly-
nomium, 2) g kontinuert og 3) et specielt valg af g.



