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Informationsoverfgrsel. Et problem? JA En lgsning? JA

Binaer symmetrisk kanal: Sandsynligheden for korrekt overfgrsel at 1 bit er p,
0<p<T1

0 0 1

0 p I—p
1| 1—p P

999
1000°

(%)10000 = 0,0000452. Ubrugeligt - modtageren ved end ikke, om der er

opstaet fejl.

Hvis p = sa overfgres 10000 bits korrekt med sandsynligheden

Blok kode strategi:
e del budskabet op i blokke af leengde &
e til hver blok knyttes ekstra kontrolbits, sa blokken vokser til leengde N

e send blokkene af leengde N

e udnyt den ekstra information til af afslgre og rette fejl
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Blok kode eksempel - Paritetscheck. £ = 7. En ekstra bit, der er summen af de
gvrige 7 tilfgjes, sa N = 8. Kan afslgre op til 1 fejl i et kodet ord (leengde 8)

Sandsynligheden for 0 fejl i et kodeord er

8
999
) =0,992028.
(1000) ’

Sandsynligheden for 1 fejl i et kodeord er

7
999 1
SO (i ) =0,007944.
*(1000) *<1000) ’

Sandsynligheden for hgjst 1 fejl (altsa ingen ikke opdagede fejl) i et kodeord er

saledes
0, 992028 4+ 0,007944 = 0,999972

Sandsynligheden for ingen ikke opdagede fejl i budskabet pa 10000 bits

10000

0,999972" 7 = 0,960942.

Prisen: send 8 bits for hver 7 bits af budskabet. Merprisen mindre end 15%.
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Shannon
http://www.ams.org/notices/200201/fea-shannon.pdf
http://www.ams.org/notices/200201/fea-berlekamp.pdf

I 1948 lagde Shannon det matematiske grundlag for informationsteori. Han
knyttede til enhver kanal en kapacitet C' og viste, at ved passende kodning kan
kanalen transmittere med % vilkarlig tet pa C og vilkarlig lav

fejlsandsynlighed.

For den bingere symmetriske kanal er
C(p) =1+plogyp+ (1 —p)logy(1 —p).

I eksemplet med p = % bliver kapaciteten C'(p) = 0,988592. Ved passende

kodning kan der altsa transmitteres med % teet pa 0,988592 med vilkarlig lav

fejlsandsynlighed.

N _ ! —1.011539
k 0,988592 ’

merprisen er mindre end 2%




Linesere koder

[F legeme med [ elementer.
V cFN

Lengde N
Dimension kK = dim V'
Minimumsafstand d: to ord er forskellige i mindst d positioner.

Singleton graensen

L
N

1

<14 —
+ Ny Sty

a4
N



Reed-Solomon koden er billedet ¢(L,,) C F! af evalueringsafbildningen:
¢ : Ly, :=Span{l,z, 2% ...,2™} — TF
f — (flar),..., f(ar)), F=Aay,...,a;}
fra [F vektorrummet af polynomier af grad hgjst m.
e Har effektive afkodningsalgoritmer (Berlekamp)
e burst-error kapacitet

e utallige anvendelser (CD,DVD, computer hukommelse, deep-space

kommunikation)

e special tilfeelde at Goppa koder, som kommer fra algebraisk geometri



Reed-Solomon koder - parametre

Koden ¢(L,,), m < [ har kendte parametre:
e lengde N =1
e dimensionen kK =m + 1

e minimumsafstanden d =10 —m

(Anvend, at antallet af rgdder i et polynomium hgjst er lig med polynomiets

grad).

Vi rammer altsa netop singleton graensen
k d 1
=14 = 2
N i N H N 2)

Bedre kan det ikke ggres, men koden er ikke lang.



Kurver, genus og punktantal - definitioner
Lad IF veere et endeligt legeme med [ elementer.

En kurve C over F er defineret ved ligninger:

f(X1,...,X,) =0, (3)

hvor f(X1,...,X,) € F[X1,...,X,] er polynomier i flere variable med
koeflicienter i IF.

e g - kurvens genus. Kan bestemmes udfra ligningerne (3) pa en normalt

ikke simpel made. En linie har genus 0.
e N - punktantallet (over IF) pa kurven - altsa antallet (talt rigtigt) af
n-tupler
(1, ...y Xp),

der er lgsninger til (3) med x; € F. En (affin) linie defineret over F har [
punkter (over ), den (projektive) linie har 1 4 1.



Goppa gav omkring 1981 en konstruktion af koder udfra algebraiske kurver -

der er en generalisering af Reed-Solomon koder.

Funktionerne i et F-vektorrum L af
(polynomier /rationale) funktioner evalueres i punkterne Py, ..., Py pa en
kurve C' med koordinater i IF:

$: L — TFN
fo= (f(P),..., f(Pn))

Goppa koden er billedet:
(L) C FY



Koden har lengde N. Ved passende valg af L kan kodens dimension k og

minimumsafstand d bestemmes/vurderes (Riemann-Roch) sa

d 1

1 214 = 4
+ LR (4)

19 _ k.
N N N

e hvis g = 0 far vi lighedstegn (Reed-Solomon koder, jvf. (2))
o hvis & er lille (% stor), sa far vi koder, der er naesten ligesa gode

e Lange koder, hvis IV er stor, altsa kurven har mange punkter over

Find kurver med mange punkter i forhold til genus!



Eks.: Hermite kurven [ = q2

Kurven har ligning:

yq +y = 2dt1
Genus g = % og punktantallet N = ¢°>.
L,, er vektorrummet af funktioner med basis

'y’
hvor
0<i,0<j<q—1ig+jlg+1)<m.
Koden ¢(L,,) har kendte parametre. Er for eksempel ¢° — ¢ < m < ¢°, sa er:
e dimensionen m — g+ 1

e minimumsafstanden N — m

Vi rammer altsa netop undergraensen i estimatet (4).
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Forholdet mellem g og N.
Hasse-Weil siger, at N cirka er 1 + {:

14+1—-2gVI< N <1+1+29V1

Det indebeerer, at for fast g er der en gvre graense for N. Skal vi have kurver
med stort NV, ma g altsa tillades at vokse. Af Hasse-Weil fglger direkte, at

N
lim — < 2V1.
g

Det er langt fra optimalt. Denne gvre graense er faktisk dobbelt for stor.

Drinfeld-Vladut siger nemlig, at for [ = ¢* er

N
im— <Vi—-1=q-1,
g

hvilket er meget bedre. Faktisk kan det ggres bedre.
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Tsfasman, Vladut og Zink - Thara viste i 1981/1982, at for [ = ¢* er

N
lim— =VIi—-1=¢—1 (5)
g

beviset beror pa meget abstrakt algebraisk geometri. De indgaende familier af
kurver er sakaldt moduleere kurver. Konstruktionen er ikke eksplicit.

Garcia og Stichtenoth konstruerede imidlertid i 1995 eksplicit en familie af

kurver, sa (5) realiseres. Ligningerne:

@+ 1) (2f +22) = af
(x3 + ) (2 +a3) = a3
(@2 + D) (2 +z,) = 2l

definerer en saddan familie af kurver C,, over IF, hvor [ = ¢°.
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JPH, Toric Varieties Hirzebruch Surfaces and Error-Correcting Codes,
AAECC (Applicable Algebra in Engineering, Communication and
Computing), Springer-Verlag 2002, to appear.

Resumé
For any integral convex polytope in R? there is an explicit construction
of an error-correcting code of length (¢ — 1)? over the finite field Fy,
obtained by evaluation of rational functions on a toric surface associated to
the polytope. The dimension of the code is equal to the number of integral
points in the given polytope and the minimum distance is determined using
the cohomology and intersection theory of the underlying surfaces. In detail

we treat Hirzebruch surfaces.
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Toriske koder
Lad M ~ 72 veere en Z-modul af rank 2 over de hele tal Z.

Lad [ veere en integral konveks polytop i Mr = M ®y R.
Eks. Polytop med hjgrner (0,0), (d,0), (d,e + rd), (0, e).

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

P 6 @ 0 6 0 € & 6 & @Ol
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Toriske koder

¢ € Fy et primitivt element.
P =(&,8)eF,” xF,"

mi, Mo vaere en Z-basis for M.

For m = Aymq1 + Aoamo € M N L:
e(m)(Py) = (€)™ (&)™
Den toriske kode C er den lineaere kode af leengde n = (¢ — 1)? frembragt af:

{(e(m)(P’Lj))z:O ..... q—1;7=0,...,q—1 |m e Mn D}

Funktionerne i et F-vektorrummet L = Span{e(m)|m € M N0} evalueres i
punkterne P;;, ¢=0,...,q—1;7=0,...,g—1 paen torus F,” x F,":

¢ : L = Span{e(m)me M N} — Fa—1)°
f — (f(Pij)i=0,...q—1:j=0,....q—1)
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Seetning

Polytopen [J i Mg med hjgrner (0,0), (d,0), (d,e + rd),(0,e). Antag d < q — 1,
e <q—1oge+rd<q—1. Den toriske kode Cy har lengde (¢ — 1)2,

dimension #(M NO) = (d+1)(e+ 1) + 'rd(d;l) (antallet af gitterpunkter i [J)
og minimums afstanden Min{(¢ —1—-d)(¢—1—¢),(¢g—1)(¢ —1 —e —rd)}.

1,

T

0.84%

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

S S AU P

0.6 e e

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0.4

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0.2

{! le i

R T Ty S T S S s, CULTTRTE PPRE TS P

0

T = dimension y = minimaldistance
- )

length length ? (q = 32)
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Toriske varieteter - stgttefunktion

M heltalsgitter M ~ Z2.

N = Homgz(M,Z) det duale gitter med Z - bilinear parring
< , >MxN — Z.

[J en 2-dimensional integral konveks polytop i Mr = M ®y R.
Stottefunktionen

ho: Ng=N®zR—-R
ho(n) :=inf{<m,n > |m € O}
og [ kan rekonstrueres:
Op={me M| <m,n>> h(n) Vnée N}

Stattefunktionen er stykkevis lineaer i den forstand, at Nr en foreningen af
endelig mange polyhedrale kegler i Nr og h er lineser pa hver kegle.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

T T T R e e R R S tEEEIEEEREEN FEE

Frembringere for de 1-dimensionale kegler:

n(p1) = ) n(p2) = ! ,n(p3) = - ,n(pa) = '
0 1 0
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Torisk varietet - definition
Ty := Homz(M, Fq*) Sa Fq* X Fq* er en 2-dimensional algebraisk torus.

e(m):T — Fq*, m € M defineret som e(m)(t) = t(m) for t € Ty er en

multiplikativ karakter.

Den toriske flade X knyttet til L] er
Xg =UsealUs
U, er de F,-valued punkter pa det affine schema Spec(FF,[S,]), altsa
U, = {u: Sy — Fyu(0) = 1, u(m +m') = u(m)u(m’')Vm,m" € Sy},
hvor S, is the additive undersemigruppe af M
S, ={m e M| <m,y >>0Vy € g}.

X er irreducibel, (glat) og komplet.
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T virker algebraisk pa Xg. Pa u € U, virker t € Ty saledes
(tu)(m) :=t(m)u(m) m e S,
For 0 € A
orb(o) :={u: MNo — Fq*\u is a group homomorphism }

er en Ty bane Xg. V(o) defineres til at veere aflukningen orb(o) in Xg.
En A-lineser stgttefunktion h giver anledning til en Cartier divisor Dy,:
Dp:=— Y h(n(p)V(p).
pEA(1)
D,, = div(e(—m)) m € M.

hvor A(1) er de 1-dimensionale kegler i A.

Lemma 1. Vektorrummet HY(X, Ox (D)) af globale sektioner af Ox (D),
har dimension #(M Ny) og {e(m)lm € M Ny} er en basis.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

P 6 G 6 6 6 6 & 6 € @Ol

d(d+ 1)

dim HY(X, Ox (Dp)) = (d + 1)(e+ 1) + r——
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Toriske flader - Snitteori

Lad Dy, veere en Cartier divisor og lad [ veere den tilhgrende polytop. Sa er
(Dh; Dh) = 2 VOlQ(Dh),

hvor vol, er det normaliserede Lesbesgue-mal.

I vort eksempel bliver snit-tabellen

Vip1) Vip2) Vips) Vipa)
Vip1) —r 1 0 1
Vip2) 1 0 1 0
Vips) 0 1 r 1
V(p4) 1 0 1 0
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Bestemmelse af parametre

ForteT ~ Fq* X Fq*, rationale functioner i HY(X, Ox(Dy)) kan evalueres

HY(X, Ox(Dn)) — F,

HY(X, Ox(Dy))fP de Frobenius invariante funktioner i H°(X, Ox (D))

(funktioner som er [F,— linearkombinationer af (e)(m)).

Evaluering i samtlige punkter i T'(F,) giver koden Cm:

HO(X, OX(Dh))Frob N CD C (Fq*)jjT(IFq)
J = (f(t))tET(]Fq)

og frembringere for koden er billederne af basen:

e(m) = (e(m)(t))er(s,).
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Lad m; = (1,0). De F,-rationale punkter pa 7' ~ Fq* X Fq* ligger pa q — 1
linier pa X givet ved [[, cp (e(m1) —n) = 0.

Lad 0 # f € H*(X, Ox(Dy,)) og antag, at f er (identisk) nul netop pa a af
disse linier. Da e(my) — n og e(mq) har samme pol-divisor, har de sekvivalente

nulpunktsdivisorer, sa

(div(e(m1) —n))o ~ (div(e(mi)))o.

Derfor er
le(f) + Dy, — a(div(e(ml)))o >0

eller sckvivalent
f € HO(X, OX(Dh — a(div(e(mJ)))g).

Det indebearer, at a < d ifglge Lemma 1 om cohomology.
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Pa enhver af de gvrige ¢ — 1 — a linier er antallet af nulpunkter for f hgjst
snittallet:

(Dn — a(div(e(mi)))o; (div(e(mi)))o)-

Beregnes let ved hjalp af snittabellen ovenfor og observationen

(div(e(m1)))o = V(p1) + rV(ps). Vi far
(D — a(div(e(ma)))o; (div(e(m1)))o) = e+ (d —a)r.

Da 0 < a < d er det totale antal (rationale) nulpunkter for f hajst

a(g—1)+(g—1—a)(e+(d—a)r) < max{d(g—1)+ (g—1—d)e, (g—1)(e+dr)}.

Derfor er

HO(X, OX(Dh))Frob N CD C (Fq*)jjT(Fq)
fo= (f))ere,)

og dimension og nedre greensen for minimumsafstanden som angivet i

seetningen.
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Sande minimumsafstand

Lad b1,...,beqrq € F,” vecre parvis forskellige elementer. Funktionen
2y —=b1) - (Y = beyra) € HY(X, Ox (D))"
er nul i de (¢ — 1)(e + rd) punkter
(,0;),z€F,", j=1,...,e+rd

and giver et kodeord af vaegt
(¢—1)° = (g—1)(e+rd) = (g—1)(g— 1 — (e +rd)).
Lad aq,...,aq € F,” veere parvis forskellige elementer og lad by,...,b. € F,”

vaere parvis forskellige elementer. Funktionen
(r—ay)----- (z—aq)(y —br)----- (y — be) € HY(X, Ox (D))"
er nul i de d(q — 1) + (¢ — 1)e — de points
(ai,y), (z,b;), zyelF,i=1...ej=1,...,d
og giver et kodeord af veegt (¢ — 1 —d)(g—1—e).
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