Invariantteori for Endelige Matrixgrupper

Tarik Rian og Michael Knudsen

I det folgende betegner k et algebraisk lukket legeme, og GL,, (k) betegner
gruppen af invertible (n x n)-matricer med indgange i k.

1 Ringe af Invarianter

Lad f € k[Xi,...,X,] vere et polynomium i n variable over k. Vi vil
ofte bruge notationen f(Xi,...,X,) = f(X), hvor X betegner vektoren
(X1,...,X,). Lad A € GL,,(k) veere en matrix. Da betegner AX det saed-
vanlige matrixprodukt, hvor vi teenker pa X som en sgjlevektor.

Lad G vere en undergruppe af GL,, (k). Vi definerer en gruppevirkning
Gxk[Xy,...,X,] = k[X1,....X], (A f)— A-f,

af G pa k[X1,...,X,] ved (A- f)(X) = f(A71X). Det er let at tjekke, at
dette rent faktisk er en gruppevirkning. Et polynomium f € k[X7,..., X,]
kaldes G-invariant, hvis A- f = f for alle A € G. Mangden af G-invariante
polynomier betegnes k[X1, ..., X,]¢.

Proposition 1.1. Lad G vere en undergruppe i GL, (k). Da er k[ Xy, ..., X,]¢
en delring af k[X1,...,X,], som indeholder de konstante polynomier.

Bevis. Det er klart, at de konstante polynomier er G-invariante. Dermed
geelder specielt 1 € k[X1,...,X,]% Lad f,g € k[X1,...,X,]¢ Da galder
for alle A € G, at

A(f+g)=A-f+A-g=f+g
A-(fg)=(A-f)(A-9)=fg
A-(=f)=—(A-f)=~1,

sa k[X1, ..., X,]¢ er lukket under addition, multiplikation og inversdannelse.
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Eksempel. Lad



Da er G en undergruppe af GLa(k). Lad f = 3, aij X"Y7 veere et poly-
nomium i k[X,Y]. Vi ser, at f € k[X,Y]%, hvis og kun hvis f(X,Y) =
f(=X,Y), hvis og kun hvis Y, s a;; X'Y7 = 37,.(=1)"a;; X*Y7, hvis og kun
hvis a;; = 0 for 7 ulige.

ij
I det ovenstaende eksempel var det let at beregne k[X,Y]% direkte. Her
fglger et mindre trivielt eksempel:

Eksempel. Lad S, betegne den symmetriske gruppe. For o € S;, definerer
vi A, € GL, (k) ved A, = (aij;), hvor

1 hvis j = o(i
aij_{ j=o(i)

0 ellers
Lad A '
f=> ai.i, X X
ily---yin
vaere et polynomium i k[X7,...,X,]. Daer

FAX) = 3 irin Xy X

i1, 0in

Bemerk, at der for o,7 € S,, geelder, at A, A, = A, sa vi har en gruppe-
homomorfi

©: Sy — GL,(k), o AL

Da o € S, bestemmer A, (og dermed ogsd A!) entydigt, er ¢ injektiv,
og vi vil i det fglgende identificere S,, med ¢(S,) C GL, (k). Et polyno-
mium i k[X1, ..., X,]"" kaldes symmetrisk. Betragt fslgende polynomier i
E[X1,..., X]:

S1 = X1++Xn

Sj = Zi1<~~~<i]' Xil e XZ]

s = Xi--- X

Det er klart, at sp,...,s, alle er symmetriske. Det kan vises (se f.eks. [1]
kapitel 7, theorem 3 eller [2] theorem 2.6.4), at ethvert symmetrisk polyno-
mium i k[X1,...,X,] er et polynomium i sq,...,s,. Altsa er

k[X1,..., Xn]%" = k[s1,..., s,

I eksemplet ovenfor siger vi, at k[X1, ..., X,]%" er frembragt af sy, ..., 5,.
Vi skal senere se, at k[X1,...,X,]¢ altid er endeligt frembragt, hvis G er
endelig. Vi afslutter dette afsnit med en proposition, som viser sig at vaere
meget nyttig.



Proposition 1.2. Lad G vere en undergruppe i GL,(k), og lad f vere et
polynomium i k[ X1, ..., X,]. Da er f G-invariant, hvis og kun hvis alle de
homogene komponenter af f er G-invariante.

Beuvis. Det er klart, at f er G-invariant, hvis alle de homogene komponenter
af f er G-invariante. Antag omvendt, at f er G-invariat, og lad f = Z(ij:o h;
vaere en opskrivningen af f som en sum at homogene komponenter, hvor h;
har grad ¢. Antag, at der findes et j, sa h; ikke er G-invariant. Da geelder for
alle Ac G at A f =31 A-hi=A fj+Y ;A f; # f, da G-virkningen
bevarer grader. O

2 Frembringere for Ringe af Invarianter

Vi vil fra og med dette afsnit koncentrere os om endelige undergrupper af
GL, (k). Malet er at vise, at k[X1, ..., X,]¢ er endeligt frembragt, hvis G er
endelig.

Lad G veere en endelig undergruppe af GL,, (k). Vi vil i det folgende altid
lade det veere antaget, at karakteristikken af k ikke deler |G|. Da definerer
vi Reynoldsoperatoren R : k[X1,...,X,] — k[X4,...,X,] ved, at

AGG

for f € k[Xy,...,X,]. Reynoldsoperatoren tager sa at sige gennemsnittet af
G’s virkning pa k[X1,...,X,]. Det er klart, at Rg er k-lineser.

Proposition 2.1. Lad G vere en endelig undergruppe af GLy,(k), og lad f
veere et polynomium i k[X1,...,X,]. Da gelder

(1) Re(f) € k[Xy,...,X,)°.
(2) Hwvis f er G-invariant, sa er Rq(f) = f.

Bevis. (1) Lad B € GLy, (k). Da geelder for alle f € k[X1,...,X,], at

)= 161 2B = g LA = g 3OS = R,

AeG AeG ced

B-Ra(f

sa Rg(f) er G-invariant. (2) Antag, at f er G-invariant. Da er
1
Ra(f) = 15 > oA Z f=1 O
AeG AeG

Vi har altsa nu et redskab til at producere G-invariante polynomier med,
og Rg spiller da ogsa en vigtig rolle i beviset for, at k[X7y,...,X,]" er
endeligt frembragt.



Proposition 2.2. Lad G vere en endelig undergruppe aof GL,(k), og lad
f og g vere polynomier i k[ X1,...,X,]. Antag, at g er G-invariant. Da er

Ra(fg) = Ra(f)g-

Bewvis. Der geelder, at

A-
a(fg) = |G| > A-(fg)

AeG

Vi er nu i stand til at vise den gnskede sztning.

Seetning 2.3 (Hilbert). Lad G vere en endelig undergruppe af GLy, (k).
Da er k[X1,...,X,]% endeligt frembragt.

Bevis. Lad I betegne idealet i k[X7, ..., X,,] frembragt af alle homogene, G-
invariante polynomier af positiv totalgrad. I fglge Hilberts Basissaetning fin-
des endeligt mange polynomier g1, ...,gs € k[X1,...,X,],sa1 = (g1,...,9s).
Definitionen af I giver, at ethvert g; er pa formen g; = Zj hi; fi;, hvor
hij, fij € k[X1,..., Xy], og hvor f;; er homogent og G-invariant for alle i og
j-Dagi,...,gs frembringer I, ggr maengden af alle f;;’erne det ogsa, og efter
en omnummerering har vi, at I er frembragt af endeligt mange homogene,
G-invariante polynomier fi,..., fn.

Vi vil vise, at k[X1,..., X, = k[f1,..., fm]- Da f1,..., fm alle er G-
invariante, fglger det af proposition 1.1, at k[f1,..., f] C k[X1,..., X,]°.
Antag nu modstridsvist, at k[X1,..., X,]% ¢ k[f1,..., fm], 0g veelg et po-
lynomium g € k[X71,...,X,]¢ af positiv totalgrad, sa g ¢ k[f1,..., fiml-
Et sadan polynomium findes, idet alle polynomier af totalgrad 0 ligger i
klf1,..., fm]. Veelg en homogen komponent h af g af positiv totalgrad. I
folge proposition 1.2 er h ligeledes G-invariant. Da k[f1,..., fm] ikke kan
indeholde alle de homogene komponenter af g, slutter vi, at der findes et
homogent, G-invariant polynomium af positiv totalgrad i k[X1,..., X,]%,
som ikke ligger i k[f1,..., fm]. Veelg et sadan polynomium f af minimal,
positiv totalgrad d.

Da f € I = (fi,...,[m), kan vi skrive f = > h;f;, hvor h; €
k[X1,...,X,] for alle i. Vi kan antage, at der for alle i geelder, at h; f; enten
er 0 eller homogent af totalgrad d, thi antag, at h;f; # 0 ikke er homogent



af grad d. Da kan vi skrive
h; fi = led af grad d + resterende led,

og da f er homogent af grad d, ma de resterende led modsvares af tilsvarende,
resterende led fra andre h;f;, og vi kan forkorte udtrykket for h; f;.

Da f er G-invariant, geelder i fglge proposition 2.1, at f = Rg(f), og af
proposition 2.2 fglger da, idet f; er G-invariant for alle ¢, at

m

f=Ra(f) = Rg (Z hz-fz-> =Y Ra(hifi)) = Ra(hi)fi
=1 =1

i=1

Da Rg oplagt bevarer totalgraden af polynomier, slutter vi, at Rg(h;)f;
enten er 0 eller homogent af totalgrad d for alle 7, da det tilsvarende geelder
for h; f;. Idet f; har positiv totalgrad, har Rg(h;) totalgrad < d. Da Rg(h;) f;
er homogent, og da f; er homogent, ma ogsa Rg(h;) veere homogent, og i
folge proposition 2.1 er Rg(h;) G-invariant. Minimaliteten af d giver dermed,
at Ra(hi) € k[f1,..., fm] for alle i, sa

m

f = ZRG(hZ)f’L € k[fla 7fm]7

i=1
hvilket er en modstrid. O

Det ovenstaende bevis er et rent eksistensbevis, og det giver ikke no-
gen metode til at beregne de endeligt mange frembringere. Der geelder dog
folgende seetning (se f.eks. [1] kapitel 7, theorem 5):

Saetning 2.4 (Noether). Lad G vere en endelig undergruppe af GL, (k).
Da er k[X1,...,X,|¢ frembragt of alle Rg(X®), hvor |a| < |G|.

Bemerk, at antallet af frembringere, som optraeder i ssetningen ovenfor,
er meget stor selv for forholdsvis sma gruppeordener. I praksis betyder det,
at seetningen er sveer at anvende selv for en computer.

3 Relationer blandt Frembringere

Lad G vere en endelig undergruppe af GL,(k), og lad f1,..., fi, veere po-
lynomier i k[X71,. .., X,], som opfylder k[X1,..., X,]% = k[f1,..., fm]. Lad
F betegne det ordnede m-tupel (fi,..., fm). Vi definerer

Ir={h € kY1, ... Y] | R(f1,. .\ fm) = 01 k[X1,..., X,]}.

Det er klart, at Ir er et ideal i k[Y7,...,Y},]. Idealet I kaldes relationsi-
dealet for F.



Proposition 3.1. Lad G vere en endelig undergruppe af GLy(k), og lad
F = (f1,..., fm) vere en mengde af polynomier i k[X1,...,X,], som op-
fylder k[X1,..., X% = k[f1,..., fm]. Lad Ir betegne relationsidealet for .
Da er Ip et primideal i k[Y1,..., Y], og der findes en ringisomorfi

E[X1, ..., Xn)C ~k[Yy, ... Y]/ Ir.

Bewvis. Vi har bemaerket ovenfor, at Ir er et ideal i k[Y7,...,Y,,]. Antag
nu, at g1 og go er polynomier i k[Y7,...,Y,,], som ikke ligger i Ir. Da er
g1(fis ooy fm) Z00g go(f1, ..., fm) # 0. Da k[X1,..., X,]¢ som delring af
k[X1,...,X,] er et integritetsomrade, geelder g1 (f1,..., fm)g2(f1,- -, fm) #
0, og dermed ligger produktet gigs heller ikke i I.

Definer ¢ : k[Y1,...,Yn] — E[X1,...,X,]¢ ved go( ) 9(f1y- s fm)-

Det er klart, at ¢ er en ringhomomorfi, og da k[ X1, ..., X,]% = k[f1, ..., fm],
er ¢ surjektiv. Definitionen af I g1ver umiddelbart, at ker(¢) = Ip, sa @
inducerer en ringisomorfi k[X1,. .., X,]% ~ k[V1,...,Y]/IF. O

Proposition 3.2. Lad G vere en endelig undergruppe of GL,(k), og lad
= (f1,..., fm) vere en mengde af polynomier i k[X1,...,X,], som op-
fylder k[X1,..., X% = k[f1,..., fm]. Set

JF:<f1—Y1,...,fm— >Ck‘[X1, . ,Xn,Yl,...,Ym].
Da er Ir = Jp NKk[Y1,...,Y,]. Altsa er Irp det n-te eliminationsideal for
Jr.

Bevis. Vi viser forst, at der for et polynomium p € k[X1,..., X, Y1,..., Y]
geelder, at p € Jp, hvis og kun hvis p(Xy,..., Xn, f1,..., fm) er 0 i poly-
nomiumsringen k[X1,..., X,]. Af definitionen af Jr folger det umiddelbart,
at alle p € Jr opfylder den gnskede betingelse. For at vise den anden impli-
kationen bemseerker vi, at der for et vilkarligt p € k[X1,...,Xpn, Y1,..., Y]
geelder, at

p(X,H,...,Ym) :p(X7f1 - (fl _Yl)a"'fm_ (fm_ym))
_p(X7f177fm)+ZAl(fZ
=1

hvor A; € k[Xy,..., X, Y1,..., Y] for alle i = 1,...,m, hvilket viser, at
p € Jp, hvis p(Xl,...,Xn,fl,...,fm) =0.

Af den netop viste pastand folger nu, at p € Jp N k[Y1,..., Y], hvis og
kun hvis p(f1,..., fm) =0, hvis og kun hvis p € Ir. O

Korollar 3.3. Lad Vyp = V(Ip) betegne den affine varietet horende til idea-
let Ir. Da er Vi den mindste varietet i k™, som indeholder parametriseringen

yi = fi(z,...,xp)

Ym = fm(xla cee 7xn)-



Bevis. Da Ir er det n-te eliminationsideal for Jp, fglger pastanden umid-
delbart ved brug af eliminationsteori (se [1] kapitel 3, §3). O

4 Baners Geometri

Lad G vaere en endelig undergruppe af GL, (k). Da virker G pa k™ ved
seedvanlig matrixmultiplikation. Vi vil i dette afsnit vise, at meengden k" /G
af baner for G-virkningen kan gives en struktur som en affin varietet. Faktisk
vil det vise sig, at k" /G bliver isomorf med V.

Proposition 4.1. Lad G vere en endelig undergruppe aof GL,(k), og lad
F = (f1,..., fm) vere en mengde af polynomier i k[X1,...,X,], som op-
fylder k[X1, ..., X3]% = k[f1,..., fm]. Da er I(Vg) = Ip.

Bevis. Det er klart, at Ip C I(VF). Lad omvendt h € I(VF) veere vilkarlig.
Da (fi(x1,...,2n)s- -y fm(z1,...,20)) € Vp for alle (x1,...,2,) € k" gael-
der, at h(fi(x1,...,2n), ..., fm(z1,...,2,)) = 0 for alle (z1,...,2,) € k™.
Da legemet k er algebraisk lukket, er k& uendeligt, sa h(fi,..., fn) er nul-
polynomiet (se f.eks. [1] kapitel 1, proposition 5). i k[X1,...,X,]. Altsa er
helfp. O

Som trivielt korollar af den ovenstaende proposition far vi, idet I(Vp) =
Ir er et primideal, af Vg er en irreducibel, affin varietet. Vi far desuden
fglgende vigtige resultat:

Korollar 4.2. Lad k[VF] vere koordinatringen for Vp. Der er en ringiso-
morfi k[Vr] ~ k[X1,..., X,|®. Desuden gelder, at hvis F = (f1,..., fm) og
F' = (f{,....f",) er to set frembringere for k[X1,...,X,])%, da er variete-
terne Vi og Vi isomorfe.

Bewvis. Der geelder, at
k[Ve) = k[X1,..., X,/ Ip = k[ X1, ..., X, /T(VF) ~ k[ X1,..., X,],

hvor det andet lighedstegn folger af proposition 4.1, og hvor isomorfien kom-
mer fra proposition 3.1. Vi ser specielt, at koordinatringene k[Vg]| og k[V]
er isomorfe. Det folger nu af [1] kapitel 5, seetning 9, at Vg og Vg er iso-
morfe. ]

For at vise, at k™/G har en struktur som en affin varietet, har vi brug
for fglgende, tekniske lemma:

Lemma 4.3. Lad G veere en endelig undergruppe af GL,(k), og lad fi, ..., fm
veere frembringere for k[X1,...,X,]¢. Set N = |G|. Da findes for hvert
i=1,...,n et polynomium p; € Jp Nk[X;, ..., Xpn, Y1,...,Yy] pa formen

D = XZ-N + led hvor X; optreder med grad < N.



Bevis. Vi indfgrer en ny variabel X og bemsaerker, at der for alle f €
k[X1,...,X,] gelder, at

[T&E-A4-5H=x"+axV"+ - +gn,
AEG

for passende g; € k[X1,...,X,]. Vi pastar, at alle g; er G-invariante: Lad
B € G. Da gelder for alle X, at

XN+ (XXM gn(X) = (X = (4 /(X))

AEG

= [[ X - B (X))
e

=[x -@A-HB'X)
AcG

=XV 4+ g (BX)XN 44 gy (BTIX),

og ved at sammeligne koefficienter ser vi, at (B-g;)(X) = g;(B7'X) = g;(X)
for alle j =1,..., N, sa alle g; er G-invariante.

Bemeerk, at f er rod i [[(X — A- f), idet en af faktorerne er X — I - f =
X — f. Heraf folger ved at betragte tilfeeldet f = Xj, at

XN +aXN T+ +gv =0

for passende g; € E[X1,..., X, Da k[X1,...,X,]¢ = k[f1,..., fm], fin-
des for hvert j = 1,...,N et polynomium h € k[Yi,...,Y,,], sa g; =
hj(fla--'afm)' Saet

pi(Xi, Y1, Y) = XN (Y, Yo ) X Ay (Y, V).

Da er pi(Xi, f1,...,fm) = 0, sa p; € Jp (jeevnfor forste del af beviset for
proposition 3.2). O

Vi er nu klar til at vise det gnskede.

Seetning 4.4. Lad G vere en endelig undergruppe af GLy(k), og lad F =
(f1,-, fm) vare en maengde af frembringere for k[X1, ..., X,]¢. Da findes
en bijektion mellem k™ /G og V.

Bevis. Vi definerer en afbildning ¢ : k" /G — Vr ved, at

P(Gx) = (f1(x), -, fm(%))-

Bemaerk, at ¢ er veldefineret, idet alle f; er G-invariante og dermed kon-
stante pa baner. Vi viser forst, at ¢ er surjektiv. Lad (b1,...,b,) € Vp. Da



I er det n-te eliminationsideal for Jp, er (by,...,by,,) en partikuleer lgsning
til systemet
Y1 = fl(xl,...,:cn)

Ym = Jm(z1,...,20).
Vi pastar, at (by,...,by) kan udvides til et punkt (aj,...,an,b1,...,bp) €
V(Jr). Hvis det er tilfeeldet, geelder (fi(a1),..., fu(an)) = (b1,...,by), s
1 er surjektiv. Vi benytter et induktionsargument: Antag, at (by,...,by,) er
udvidet til

(@ig1y -y Onyb1y .oy b)) € V(IR NE[X i1, o, X, Y1, o0, Y)

Fra eliminationsteorien ved vi, at (@jt+1,...,an,b1,...,by) kan udvides til et
punkt (a;, @j41,-..,an,b1,...,bn), hvis der findes en frembringer for idealet
Jr NE[X;, ..., X, Y1,...,Y,], hvis ledende koefficient, nar polynomiet ses
som polynomium i X;, ikke nul evalueret i (a;41,...,an,b1,...,bp). Veelg
p; som i lemma 4.3. Den ledende koefficient til X; i p; er konstant 1, og da
pi € JFNK[X;, ..., X, Y1,..., Y], kan p; fojes til listen af frembringere for
idealet, og pastanden folger ved induktion.

Tilbage er nu at vise, at ¥ er injektiv. Antag, at Gx # Gy, og st
S = (GxUGy)\{y}. Da G er endelig, er S endelig, sa S er en affin varietet
ik" Day ¢ S, findes et polynomium f € I(S) med f(y) # 0. Betingelsen
f € I(S) betyder, at f(Ax) =0 for alle A € G, og at

_J fly) hvisdy=y
f(Ay) = { 0 ellers ‘

Saet g = R (f). Daer g i folge proposition 2.1 G-invariant, og da f(Ax) =0
for alle A € G, far vi, at

1
g(x) A7lx) =o.
o L0 = g D s =0

Desuden ser vi, idet vi lader M betegne ordenen af stabilisatoren af y i G,
at

S AN = g AT = = S f(Ay) = 2 f().

AEG AeG AEG

Da I stabiliserer y, er M > 1, sa g(y) # 0 = g(x). Idet g er G-invariant,
er g pa formen g = h(fi,..., fm) for et polynomium h € k[Y1,...,Y,],
sa da g(x) # ¢g(y), ma der findes et i, sa f;(x) # fi(y). Heraf folger, at
P(Gx) # Y(Gy), sa ¢ er injektiv. O

Saetningen ovenfor viser, at £ /G har en struktur som en affin varietet,
nemlig som Vg. Bemaerk, at denne struktur i fglge korollar 4.2 op til isomorfi
ikke afhsenger af valget af F'.
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