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For en varietet V' C k™, med 0 € V og 0 ikke en irreducibel komponent af V'
kan vi lave et sa kaldt 'blow-up’ af V:

V=V

Her er 7 projektionen fra P! x k™ ned pa k™ og V er en varietet i P"~1 x k™.
Blow-up’et har 2 egenskaber:

Egenskab 1: 771(q) = (q,q), for ¢ € V — {0}.

Egenskab 2: 7=1(0) = W x {0}.

Her betegner (p, ¢) et punkt i P"~! x k™ med et homogent P"~!-koordinat p,
og et k"~ 1-koordinat q. W er den projektive version af tangent keglen i 0 (dvs.
Cy(V) = Cw ). Nar koordinaterne skal skrives ud, vil vi bruge y-koordinater for
punkter i P! og x-koordinater for punkter i k™.

Et ’blow-up’ af en varietet V' i punktet 0, er altsa en made at fa adskilt V'
omkring origo, sa forskellige kurver ind mod 0 kun mgdes hvis deres “indgangs-
vinkel” til origo er den samme.

Det skal vises at et V der opfylder egenskaberne altid eksisterer.

En varietet I' C P"~1 x k™ konstrueres: I' = V (..., ;9 — TjYs, ...). TiYj — TjYi
er (y1, ..., yn)-homogen s I' er en varietet i P"~1 x k™.

Seetning 1 En varietet V c P x k"1 opfylder egenskab 1 hvis og kun hvis
Vcr:

Antag V opfylder egenskab 1. V er en varietet i P*~1 x k"~1 sa hvis (p,q) € 1%
er (p,q) = (sp,q), for alle s € k—{0}. Antag ¢ = 0, sa er z;y;, —z;4;, =0—0=10
og (p,q) € T'. Antag ¢ # 0, sa er 7(p,q) = q # 0 og egenskab 1 giver os sa at
(p,q) = (¢,9), dvs. p = sq, xy; — xjy; = sz;> — sz;2 =0 og V CT.

Antag (p,q) € T. p € P"~! 54 der findes et k s& yi # 0.

0 = ypx; — YiTp = YpTi = Y;iTp = ylz_: = x;, for alle 7. Altsa er ¢ = z—’fp.

Hvis ;—: =0 er ¢ ikke et punkt i V' — {0}. Hvis z—’; #0er (p,q) = (g,q)(det vil

sige at p = sq) og dermed er 77 1(q) = (g, q).

At opfylde egenskab 2 er noget mere besveerligt:

Et V vaelges som den mindste varietet der indeholder I' N (P~ x (v — {0}).
Da snittet af 2 varieteter er en varietet er V klart indeholdt i I, sa V opfylder
egenskab 1.

Vi ma igennem en del trin for at vise egenskab 2:



Saetning 2 At 0 ikke er et irreducibelt element i V medforer at k er uendelig
og V' er Zariski lukningen aof V — {0}.

Der findes en minimal dekomposition af V: V = V; UV, U ... Uv,,. Antag k
endelig. S er V' endelig. Minimal dekompostionen for V' vil vaere (J, oy {q}.
Dermed er 0 en irreducibel komponent i V', hvilket er en modstrid.

Da V er en varietet kan Zariski lukningen af V' — {0} kun veere V el-
ler V' — {0}. Antag den sidste mulighed. Der er en minimal dekomposition
for VsaV—{0} = Vi UVWVU..UV,. Ingen af V;’erne indeholder 0 sa
V={0uViuliaU..UYV, er minimal dekompositionen for V. Men si er
{0} et irreducibelt element i V', hvilket er en modstrid.

Seetning 3 g [(V) & Vte kVqgeV:g(tg,q) =0

Antag g ¢ I(V): Sa findes der et (p,q) € TN (P" ! x (v — {0}) sa g(p,q) # 0.
(p,q) €T og g #0, g€V sa(pq) = (tg,q), hvilket giver 0 # g(p, q) = g(qt, q).

Antag g € I(V): Antag at hverken ¢ eller ¢ er nul. Sa fglger g(tq,q) = 0 af
egenskab 1. Definer h; som h:(q) = g(tq,q). Veelg t # 0. Sa ligger h i I(V —{0}).
Antag at h(0) # 0: Sa er Zariski lukningen af V' — {0} lig V' — {0}. Men vi ved
at det ikke er sandt sa 0 = h:(0) = ¢(0, 0).

Udtryk g(tq, ¢) som et polynomium i ¢: g(tq,q) = fo(q)+ f1(Q)t+...+ fm(g)t™.
Vealg et fast ¢ € V. Polynomiet er enten 0 for alle veerdier af ¢ eller maksimalt
m forskellige veerdier af ¢, og da g(tq,q) = 0 for alle t € k — {0} og k ikke er
endelig er ¢(0,¢q) =0 for alle ¢ € V.

Seetningen har et simpelt lemma:

Lemma 4 g(p,q) € I(V) = f(q) = g(q,q) € I(V):

9(q,q) =0 for alleqge Vsa f(qg) =0 forallege V.

Seetning 5 Huvis g ligger i V er de (Y1, -+, Yn)-homogene komponenter af g ogsa
1V:

AntagqeV.g=go+ 91+ ...+ g1, hvor g; er (y1, ..., yn)-homogen af grad i. Vi
har fra setning 4 at g(tq,q) =0 for alle t € ¢: g = go + g1 + ... + g1, hvor g; er
(Y1, -+ yn)-homogen af grad i 0 = g(tq, q) = go(tq,q) +g1(tq,q) + ...+ qi(tq,q) =
90(q,q) + g1(q, )t + ... + gi(q, q)t' Det er sandt for alle t € k og da k ikke er
endelig ma alle g; veere 0 1 (g, q) og dermed ogsa i (tq,q). Det geelder for alle
t € k og alle ¢ € V, sa jeevnfer setning 3 har vi at g; € V.

Det medfgrer ogsé at V er genereret af (Y1, -+, Yn)-homogene polynomier, da
vi blot kan tage en anden genererende maengde for V og skrive den ud i dens

(y1, -, Yyn)-homogene komponenter.

Sa kan egenskab 2 bevises opfyldt:



Saetning 6 5
W x {0} =V n (P! x{0})

Elementerne i V N (P"~! x {0}) er elementerne i V pa formen (p,0). Det vil sige
at (p,0) € VN (P"! x {0}) hvis og kun hvis g(p,0) = 0 for alle g € I(V). Men
da I (f/) er genereret af (y1, ..., yn)-homogene polynomier er det ensbetydende
med at g(p,0) = 0 for alle g € I(V) nar g er (y1, ..., yn)-homogen.

Pa samme made har vi (p,0) € W x {0} hvis og kun hvis h(p) = 0 for alle
h € {fmin : [ € V}. Det gnskede er sa vist hvis der findes et h € I(Cy(V)) for
hvert (y1, ..., yn)-homogent g € I(V) sa g(p,0) = h(p), og findes et g € I(V) for
hvert h € {fmin : f € V} sa g(p,0) = h(p):

Velg et (y1, ..., yn)-homogent g € I(V). Sa kan g skrives pa formen g(p, ¢) =
>0 9a(P)d. 9(p,0) = go(p). Vi definerer et f:f(q) = g(q,q) = >_, 9a(q)q”. Fra
lemma 4 ved vi at f € I(V), og da g,’erne alle er af samme grad har vi at
fmin(q) = 9a(q) = 9(q,0)

Velget h € {fmin : f € V}.Safindesderet f € Vsah = fpin. Veelg d til at
veere graden af h. Lad g veere resten af ft¢ ved division med tay —y1, ..., tZpn — Yn.
Se pa divisionen af et enkelt led i f: Ved hvert skridt i divisionen falder graden af
x og t med 1, og graden af y stiger med 1. Men z har grad enten hgjere eller lig d.
Derfor vil divisions algoritmen give en rest der ikke indeholder ¢. Resten bliver
den samme lige meget hvordan divisionen foretages, da txy — y1, ..., txn, — Ypn €r
en Groebner basis for (tx1 —y1, ..., tx, — y,). Vi har g(p,q) = t%f(q) — a1 (tzy —
Y1) — .. — an(tey, — yn), hvor a; € k[t, i, oy Yn, T1, ..., Tn)]. Veelg ¢ € V. Sa er
flq) =0. Veelg p = sq, s € k. Veelg t = L hvis s # 0, ellers veelg ¢ = 0. Sa er
a1(tzy —y1) + ... + an(txy, — yn) = 0. Vi har altsa at g(sq,q) =0 for alle g € V

og s € k. Sa har vi fra setning 3 at g € I(V). Vaelg t = 1: g(p,p) = f(p). Vi

har altsa konstrueret et g € I(V') sa g(p,p) = f(p) for alle p. Dermed er ogsa
9(p,0) = fiin(p) = h(p) for alle p, og det gnskede er vist.

Saetning 7 AntagV =V (fi,..., fm). Sd er V. ="V (g1, ..., gm), hvor g; er resten
af t% f; ved division med txy — yi,...,txn — Yn. (Her er d; graden af fi, .. ).

Bevis: Vi har fra beviset af seetning 6 at g; € I(V) sa V(g1,....gm) D V. g €T
sa alle punkter i V (g1, ..., gm) er pa formen (sq,q) eller (p,0). Antag p ¢ W,
(p,0) € V(g1,...sgm): Saer f; . (p) =0, for alle i. Dermed er p € Cy(V), hvilket
er en modstrid. Antag (sq,q) ¢ V, (s¢,q) € V(g1,...,gm): Sa er f;(q) = 0 for
alle ¢. Dermed er g € V hvilket er en modstrid.

Vi har herved fundet en made at bestemme genererende polynomier for 174
ud fra de genererende polynomier for V.



