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2 KASPER KJOLBY

1. GRUPPESTRUKTUREN

1.1. Introduktion. Ideerne til dette kapitel er fra [1] kap.1 og 2. En kubisk kurve
er en ligning pa formen:

ax® + bx’y + cxy® + dy® + ex? + fay + gy* + ha +iy+ 5 =0, (1.1)

som siges, at vaere over et legeme k, hvis koefficienterne er fra k. Det viser sig, at
hvis der er en rationel lgsning til (1.1) og karakteristikken af k er forskellig fra 2,
kan man ved rationelle manipulationer fa den pa formen:

y* =1 + az® + bx + ¢ = f(z), (1.2)

hvor a, b, c € k. Denne form kaldes for Weierstrass normal form. Dette giver anled-
ning til folgende definition.

Definition 1.1. Enhver kubisk ligning E, kaldes for en elliptisk kurve, hvis den er

pa Weierstrassform og, kurven er glat. D.v.s at hvis F' = y? — f(x), sa er g—g og %—F
y
ikke 0 samtidigt. Er koefficienter fra legemet £ siges det, at vaere en elliptisk kurve

over k.

Vi vil i det folgende, med mindre andet er neevnt, kun beskaeftige os med kurver
pa Weierstrassform. Vi skal lige have lidt terminologi op at sta. Hvis et punkt har
koordinater i legemet k, siges punktet at veere k-rationelt. Maengden af k-rationelle
punkter pa E betegnes med E(k) Har man givet en elliptisk kurve, findes der en
komposition pa kurvens punkter kaldet korde-tangent kompositionen. Ideen til kom-
positionen er fglgende: Man velger sig et k-rationelt punkt O pa kurven. Givet to
k-rationelle punkter, P og (), traekker man en linie gennem de to punkter. Linien
skeerer kurven en gang mere i et nyt punkt P * (). Dette er ikke resultatet af kom-
positionen. Det fas ved at trackke en linie gennem O og P % Q og finde skaeringen
med kurven. Hvis P = @) tager man i stedet tangenten til P. Den vil skeere kurven
i P x P. Igen traekken man linien igennem O og P x P for at finde resultatet af
kompositionen. Se figur 1.

Lad os undersgge kravet om at F er glat. Det giver anledning til fglgende satning.

Saetning 1.2. Lad E vere en kubisk kurve over k (k har karateristik # 2) , der er
pa Weierstrassform. Da er folgende ensbetydende.

1) E er en elliptisk kurve

2) E er glat

3) Hvis man ser pa polynomiet i z givet ved y* = f(x), sa er rodderne i f(x)
forskellige. Det kan sa vere ngdvendigt at kigge pa en udvidelse af k saledes at f
har 3 rgdder.

4) Diskriminanten D = —4a*c + a*b* + 18abc — 4b* — 27¢* # 0

Bevis. At 1) < 2) folger af definitionen af elliptiske kurver. Sa
2) & 3):
Antag, at kurven ikke er glat. Det betyder per definition, at der eksisterer et (x,y)

F(r,y) =y" — 2’ —az® —bx — c = y* — f(x)

OF OF
or = f@)=0 F =2%=0=f@)=0

Det vil sige, at en kurve er glat hvis og kun hvis f(z) = 0 og f'(z) = 0. Men det
er ensbetydende med, at = er en dobbeltrod, sa hvis man forlanger, at rodderne i f
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Ficur 1. Korde-tangent kompositionen

er forskellige, er kurven glat. Det er her vigtigt, at hvis f ikke har tre rgdder i &, sa
finder man en udvidelse af k saledes at f har tre rodder, og i det legeme er rgdderne
forskellige.

3) < 4):

Hvis vi kigger pa f i udvidelsen af k, kan f faktoriseres til

fx) = (v—21) (x—22) (x—13) = 2°— (21 +22+23)2° + (2122 + T2 T3+ 71 73) T — T ToT3,
hvor xq, 9, x3 er redderne i f. Koefficienterne a, b, c er sa givet ved :
a=—(z; + xy + x3) b=x1T9 + Toxz + x173 C= —T,ToT3

Ved indsattelse af udtrykkene for a, b, ¢ i ligningen for diskriminanten fas ved hjalp
af lidt algebra, at

D = —4a’c + a*b® + 18abc — 4b* — 27¢* = (w1 — x9)* (w1 — 23)* (w2 — 23)?

Det ses af det sidste udtryk, at diskriminanten er forskellig fra 0 hvis og kun hvis
rogdderne i f er forskellige.
OJ

Laeg maerke til at det er ngdvendigt at vide, at karakteristikken af k er forskellig
fra 2, da man ellers ikke kan konkludere, at 2y =0 = y = 0.

Nar vi ser efter k-rationelle lgsninger til elliptiske kurver er det vigtigt, at man
kigger efter lgsninger i det projektive plan. Der star lidt om det projektive plan i
bilag A. Lad os homogenisere (1.2):

Y?Z = X3+ aX?Z +bX 7% + 23 (1.3)

Som forklaret i bilag A er de punkter man far ekstra med ved at kigge projektiv
dem, der skeeres i linien Z = 0. Ved indsattelse af Z =01 (1.3) fas:

0=X3
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Ficur 2. Elliptisk kurve med O som neutralelement

Det vil sige, at punktet (0:1:0) er den eneste lgsning til (1.3) (det har multiplicitet
3), der ikke ligger i det affine plan. Dette punkt skal veere O.Det er klart, at O er
k-rationelt.

Det sidste der skal pa plads inden kapitlets hovedformal formuleres er begrebet
en gruppe.
Definition 1.3. En gruppe er en maengde G med en komposition o :G' x G — G,
hvor kompositionen opfylder:
1) Der er et neutralelement e € G, sa

€0SsS=80€e=S

for alle s € (.
2)Vs € G3Is' € sa
sost=slos=e

3) Kompositionen er associativ. D.v.s

(3182)83 = 81(8283)
Formalet med dette kapitel er at bevise fglgende seetning:

Setning 1.4. Lad k vere et dellegeme af k' med karakteristik forskellig fra 2 og
E vere en elliptisk kurve over k. Da udgar E(k') en gruppe med hensyn til korde-
tangent kompositionen.

Det er vigtigt her at understrege, at lgsningerne skal findes i det projektive plan.
Det er vigtigt af to grunde. For det forste gaelder satningen ikke, hvis man ikke
regner i det projektive rum. For det andet sikrer det, at hvis man har en lgsning til
den generelle kubiske ligning, er det ogsa en lgsning til Weierstrassligningen. Et par
sporgsmal hgrer der til. For det fgrste, kan man vaere sikker pa, at en linie skaerer
den elliptiske kurve praecis 3 gange? Er man sikker pa, at resultatet af kompositionen
er et k-rationelt punkt? Og endelig er der spgrgsmalet om gruppestrukturen pa E.
Det vil veere dette kapitels formal at besvare disse spgrgsmal.
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1.2. Korde-tangent kompositionen. Det forste man begr kigge pa er, om kom-
positionen overhovedet er veldefineret. Der er Bezouts satning utrolig vaerdifuld. Vi
skal blot bruge et specialtilfaelde af den, der siger,

Saetning 1.5 (specialtilfeelde af Bezouts setning). Givet en kurve C' pa formen
y? = 23+ ax? +bx + ¢ og en vilkarlig linie L ay = Bx + , hvor koefficienterne til C
og L er taget fra et algebraisk lukket legeme k, da skerer L C precis 3 gange (talt
med multiplicitet) i det projektive plan.

Der er givet et bevis for ssetningen i bilag A.
Vi er nu i stand til at bevise fglgende:

Saetning 1.6. Lad E vere en elliptisk kurve over et legeme k, og Py og Py veere
to k-rationelle punkter pa E. Da vil korde-tangent kompositionen give et k-rationelt
punkt som resultat.

Beuvis. For det fgrste bemaerkes, at Bezouts saetning giver, at ligegyldigt om P, = P,
sa har linien gennem P; og P, (evt. tangenten til P;) praecis en ekstra skeering med
E. Det kan selvfplgelig veere, at skeeringen ligger i &' x k', hvor k' er en udvidelse
af k. Lad nu P, = (x1,41) og P> = (w9,¥2), og antag i forste omgang, at P; # +Ps,
hvor —P, = (x9, —ys) (det er ogsa et punkt pa E, da E er symmetrisk i z-aksen.
Det vil snart kunne ses, at —F; er P’s inverse element. Linien gennem P; og P» er
nu givet ved udtrykket:

y=oaz+p,
hvor
_ YW
oy —xl’
Dette kan indseettes i (1.2).

(ax+ B)? =2° +azx’ +bx + ¢

Q B =y —ar a, B € k.

Y

f(x) =2+ (a — a®)2* + (b — 2aB8)x + ¢ — [*
f(z) kan betragtes som et element i k[X], der er mengden af polynomier med
koefficienter fra k. Da legemet k ikke ngdvendigvis er algebraisk lukket, behgver f
umiddelbart ikke at kunne skrives som et produkt af 1.grads polynomier, men siden
f har to rgdder nemlig x; og x5, ma f kunne faktoriseres ud til:

f=(@—a)(x —x) (2 — x3)

f har altsa en 3. rod x3 € k og punktet Py« Py = (z3,y3), hvor y3 = axs+/ € k ligger
pa kurven. Laeg meerke til, man ikke behgver, at k er algebraisk lukket, fordi man
kender to lgsninger, nemlig z; og x5. Hvis P, = P, skal man ifglge korde-tangent
kompositionen saette a lig med heeldningen i punktet P;. Da kurven per definition
er glat, kan det altid lade sig gore. Ligesom fgr ender man med en 3.grads ligning,
hvor man kender to lgsninger (z; er dobbeltrod). Den sidste er sa z-koordinaten til
den 3. skeering. Er P, = — P, er P, * P, = O. Nar man har fundet den 3. skeering,
skal man finde resultatet af kompositionen ved at tage linien gennem O og P, x P.
At dette resultat bliver et k-rationelt punkt fglger af ovenstaende. Lag maerke til,
hvis man vil fordoble et punkt pa formen 2(z,0) = (x,0) + (x,0) er heeldningen ikke
defineret. Men da er punktet sit eget invers element (—(z,0) = (x, —0) = (z,0)), og

problemet er behandlet.
OJ
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1.3. Additionsformler. Det forste vi vil vise, er at O er neutralelement.

Saetning 1.7. Hvis G er gruppen af k-rationelle punkter pa en elliptisk kurve E, er
O gruppens neutralelement, og hvis P = (z,y) er (x,—y) P’s inverse element.

Bevis. Lad P = (x,y) = (¢ : y : 1). Hvis man skal addere P med O skal man ifplge
korde-tangent kompositionen finde linien gennem de to punkter. Den er givet ved
den homogene ligning:
X=x7
Indseettes den i (1.3) fas:
Y27 = 2* 7% + ax? 23 + b2 Z® + 2P

Man kan tjekke, at de tre punkter (z : £y : 1) og (0 : 1 : 0) er lgsninger. Bezout
forteeller sa, at de er de eneste lgsninger. Det giver, at P« O = (z : —y : 1). Nu skal

man tage linien gennem PxQO og O, men det giver jo en ligning som den ovenstaende,
og resultatet er P + O = P. Et lignende argument giver , at —P = (z, —y). O

Vi vil nu udregne additionsformlerne for korde-tangent kompositionen. Lad P =
(x1,y1) og Q = (x2,ys) veere givet, og lad P # £+ Linien gennem P og @ vil da
vaere givet ved ligningen:

_ Y=
To — 1

y=oaxr+ [, hvor « og B =1y —ar

Liniens ligning indsaettes i (1.2)
v = (az + B)? = &®2* + 2afBz + B2 =2 + az® + br + ¢
U
* + (a — )2 + (b —2aB8)x + ¢ — B
Men det er ogsa lig med
2?4 (a—a®)r* + (b—2aB)z+c— B> = (z — 21) (2 — 7)) (z — x3)

Jhvor xq, 29, 3 er de tre rodder. Men hvis de to polynomier skal vaere ens, ma koef-
ficienterne veere ens. Specielt ma koefficienten foran andengradsleddet veare det, og
det giver den ukendte x3.

a—a?=—(x) + 3 + 73)
Y
3=’ —a—1, — T (1.4)
Og ved indsattelse i liniens ligningen fas
ys = —(axs + ) (1.5)

Er P = —() er resultatet abenlyst O, sa det er kun P + P, der skal beregnes. Som
nzevnt ovenfor skal man sa have fat i den afledede i punktet P. Implicit differentation
giver, at haeldningen er givet ved

21
Det kan tjekkes, at det er haeldningen pa saedvanligvis ved at kigge pa de to funk-
tioner g;(z) = \/f(z) og go(z) = —\/f(x) og deres afledede.
, 32% + 2azx + b f'(z)
gi(@) = 3 5 =
23 +ax? +br + ¢ 2g1
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o) = 3z% +2ax + b _ f'(z)
V3 +ar? +br+c 29
Der er sa en formel for tangentlinien, med o = %;) og = y—ax, der kan indsattes

i de ovenstaende formler. Det er vigtigt her, at k ikke har karakteristik 2, da 2y vil
give 0 selvom y # 0. Er y = 0 er heeldningen ikke defineret, men da (x,0) = (z, —0)
er punktet sit eget inverse element, og resultatet af P+ P er O. For denne fordobling
af P kan det veaere nyttigt, at udregne x3 som funktion af x;. Dette gores nemt ved
brug af (1.4) og (1.2).

T3 = —a— 21

f'(@1) 1
= ( o )" —a—2x;
(322 + 2az; + b)? — (a + 2x1)4(x3 + az? + bxy + ¢)
4(x? + ax? + bxy + ¢
x] — 2bx? — 8cxy + b — dac

_ 1.6
4(x} + axd + bxy + ¢) (1.6)

1.4. Associativiteten. Givet tre vilkarlige punkter Py, P, P3 € E(k), skal vi vise

(Pi+ P)+ Py =P+ (P, + Ps)
Vi vil i det fglgende antage

Py# —Py,Po# —P3, P+ P # —P3, P, + s # —P,
Notationen er
Py = (z1,11), P2 = (22,92), P53 = (23,3)

Benytter vi resultaterne fra (1.4) og (1.5), finder vi

(PL4+ Py =m?—a— 11 — 19

(PL+ Py), = —m(m* — a — 21 — x3) — Yy + My

samt
{(Pi+P)+Ply=n"—a—23— (P + P),
=n’—a—x3— (m*—a—1; — 1)
=n?—m?+ 2, + 22 — T3 (1.7)
hvor m,n er haldningstallet for linien gennem P, P, og P, + P,, P; henholdsvis.
Omvendt finder vi nu ved symmetri

(P2+P3)m:q2—a—a:2—x3
(P2+P3)y:—q(q2—a—x2—x2)—y2+qx2

{(PL+ (P + P}y =0 —a—1, — (Py+ Ps),
=u’—a—2,— (¢* —a— 1y — x3)
=u?— ¢+ xy+ 13— 11 (1.8)
hvor ¢, u er heeldningstallet for linien gennem P, P3 og P;, P, + P3 henholdsvis.
Vi skal nu undersgge om (1.7) stemmer overens med (1.8). Da m,n,u,q alle
athaenger af valget af punkter, er der flere tilfaelde at tjekke. Vi vil se pa det mest
generelle tilfaelde, hvor
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Py # Py, P, # P3, P+ P, # P3, P, + Ps # P,

U
Yo —
m =
T2 — T
Ys — Y2
q:
T3 — T2

ys — (P + P), :yg—(—m(mQ—a—xl—xQ)—yanme)
$3_(P1+P2)$ xg—(mZ—a—xl—xz)

n =

Yz +m(m® —a—xy — ) + Y2 — mas

a—m2+x, + 9+ 23

og tilsvarende

1 +q(¢* — a— 9 — x3) + Y2 — g2
a—q2+x1+ 39+ 23

Vi skal tjekke, at (1.7), (1.8) stemmer overens - dvs.

2 2 2 2
n"—m"+r1+r3—T3=u"—q +T0o+T3— T

n* —m?+ ¢ —u+2(x; —x3) =0 (1.9)
For y-koordinaten far vi

{Pl + (P2 + Pg)}y = —(U{Pl + (P2 + Pg)}x + Yy — Ul‘l) (110)

{(PL+ P) + P}y = —(n{(PL + P) + Ps}, + y3 — na3) (1.11)

Vi lader nu MAPLE regne pa venstre side af (1.9) givet udtrykkene for m,n,u,q.
Endvidere benytter vi, at P, P, Py € E - dvs. y? = x5 + ax? + bx; + ¢ for i=1,2,3.
Vi ser, at (1.7), (1.8) stemmer overens. Dette benyttes til sammenligning af de to
y-koordinater. Vi lader MAPLE regne pa

(n —u){Py+ (P + P3)}s — y1 — nas + Y3 + ux,

og far at dette er lig 0, hvilket betyder (1.10), (1.11) er ens.
Man kan pa tilsvarende made vise associativiteten i de andre tilfaelde - det vil dog
ikke blive gjort.
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i+ Maple ¥ for Windows - BEREGH . M5 M=l E3
File Edt Fommat Options Help

Ascociativitet for z-koordinaten: ﬂ
Pour=(viltgE(gri-a-g2-23 ) vvE R S a-gT2+E 1+
yoEZ2+E3):

Poni=(vatm*E (mtZ2-a-gd-xl) v -mExd) S a-mT2+x 1+
yoEZ2+E3):

Pogi=(va-v2)s(xd-x2):

>omi=(ve-v1l)-(z2-xl):

simplify(u™2-gZ+2*x3-2%x]l-n"2+m™2, { (v1)1™
2=(x1)"3+a* (zl) " 2+h*xl+c, (v2)"2=(22)"3+a*
(22)"2+h*xl+e, (v3)"2=(x3)"3+a*(x3) " 2+h*x3
+ob)

R

0

Associativitet for v-koordinaten:
PoEI=nTEZ-mTE-Rd+El4nd:

simplifv((n-u)*x-—v1l-n*xd+vi+u*zl,{(v1)"2=
(1) 3+a* (z1)"2+h*xl+c, (v2) 2= (x2)"3+a*(x
21 2+b*x 24, (v3I) 2= (231" 3+a% (23) " 2+b*xI+c
P

R

0

Ficur 3. Maples udregninger

1.5. Gruppestrukturen. Der er i dette kapitel gjort rede for, at de k-rationelle
punkter (G) pa den elliptiske kurve over legemet &', hvor k' sidder inde i k, udger
en gruppe m.h.t korde-tangent kompositionen D.v.s folgende er opfyldt:

1) Korde-tangent kompositionen forer G x G +— G

2) O er et neutral element.

3) Der eksisterer et inverst element.

4) Kompositionen er associativ.

Det betyder altsa, at saetning 1.4 er bevist.
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2. ELLIPTISKE KURVER OVER ENDELIGE LEGEMER OG HASSES SETNING

2.1. Introduktion. Det vil vaere dette kapitels formal, at undersgge, hvad der kan
siges om antallet af punkter pa en elliptisk kurve over legemet Z/pZ. Hvis vi har
en elliptisk kurve F, med heltallige koefficienter, vil vi i det fglgende snakke om E’s
reducering modulo p. Det vil vaere kurven beskrevet ved ligningen, hvor man tager
E’s koefficienter, og reducerer dem modulo p.

Saetning 2.1. Lad E vere en elliptisk kurve med heltallige koefficienter, og lad p # 2
veere et primtal. Da er reduceringen af E modulo p en elliptisk kurve over Z/pZ ,
hvis og kun hvis pt D. Reduceringen of E betegnes med E,

Bevis. Da D # 0 fas af regnereglerne for restklasser, at E,’s determinant D, er lig
med D mod p, men det medfgrer, at D, # 0 hvis og kun hvis p { D, eller E, er en
elliptisk kurve over Z/pZ hvis og kun hvis p t D O

Spergsmalet er nu, hvad man kan sige om antallet af punkter pa E,. For at give
et kvalitativt svar pa det, lgnner det sig, at se pa ligningen

v ==z x,y € L/pZ (2.1)

Lader man y lgbe igennem Z/pZ fas, at der er p affine lgsninger til (2.1). Udover dem
er der ogsa en projektiv; d.v.s ialt p+ 1 lgsninger. Man har ogsa, at hvis (z,y) er en
lgsning, sa er (z, —y) ogsa en lgsning. Det betyder, at kun halvdelen af elementerne
fra x € Z/pZ\{0} har en kvadratrod, eller sagt pa en anden made: = har 50% chance
for at have en kvadratrod, og hvis den har en, sa har den ogsa to. Forestiller man sig,
at = lgber igennem Z/pZ, og veerdierne til f(x) fra (1.2) er tilfaeldige, vil f(x) ca.
halvdelen af gangene ramme et x, der har en kvadratrod. Det svarer til 2 lgsninger
til (2.1), og der vil vaere ca. p + 1 lgsninger til E, (husk den projektive). Det er
selvfplgelig et meget flyvsk argument, og man ma selvfglgelig regne med et slgr.
Men det viser sig, at resultatet ikke er helt forkert, da der galder fglgende seetning.

Saetning 2.2 (Hasses stning). Lad E vere en elliptisk kurve over Q med heltallige
koefficienter, og lad p # 2 vere et primtal, der ikke deler determinanten D. Da er
E, en elliptiske kurve, og

p+ 1= tEy)(Z/pZ)| < 2v/p,
hvor $E,(Z/pZ) betegner antallet af Z/pZ-rationelle punkter pa E,.

I beviset for Hasses seetning, vil vi i stedet for at arbejde med den normale Weier-
strasslignign, arbejde med ligninger af typen:

v’ =2 +az+b (2.2)

Sa inden vi gar i gang med beviset vil vi vise, at en ligning pa Weierstrassform kan
komme pa formen (2.2) ved koordinatskift.

Seetning 2.3. En elliptisk kurve E, over legemet Z/pZ kan ved hjelp af rationelle
manipulationer komme pa formen (2.2), hvis p # 3. Den nye kurve, Ezlv vil ogsa veere
en elliptisk kurve over Z/pZ, og $E,(Z/pZ) = {E(Z/pZ).

Bewvis. Lad E, vare en elliptisk kurve over Z/pZ. Vi vil bruge koordinatskiftet = =

v’ — g
%)2+b(x' — g) +c

y2:x3+ax2+bx+c:(:c’—g)3+a(:c’— 3

3
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2 3 2 3
= ar?+ L~ p a2+ D b —bS e
3 33 3 32 3
a’ a@ @ . a
=2B 4+ (b— =)'+ (55 — = — b= +¢),
som er pa formen (2.2). Endvidere ses det, at har man en lgsning til £, kan man
blot Igse ligningen x = 2’ — ¢, og sa har man en lgsning til £}, og omvendt. Det

betyder, at der er lige mange lgsninger til de to kurver. Envidere er diskriminanten
af B!
P

a’ a® o a
D = —4(b— =)y —27(% -2 _p2
my = ~Ab =) 22 — g by o)
= —4d’c+ a®b”* + 18abc — 4b® — 27¢° = D, # 0,
og det forteeller, at E, er en elliptisk kurve. O

2.2. Bevis for Hasse’s satning. Vi er nu parate til at kunne give et bevis for
Hasses s@tning. Dette bevis blev forst givet af Manin i 1956 (se [7]), men dette
afsnit bygger pa [4] 5.297-301. Dog beviser Knapp ikke ligning (2.13), men det er
bevist i [5] 5.230-231.

Bevis,Hasses setning. Forst ses pa tilfeeldet p = 3. For hver z-veerdi er der maximalt
2 lgsninger til E,, da Z/pZ er et legeme, og i et legeme har et element maksimalt 2
kvadratrgdder. D.v.s, at der ikke er mere end 2-3+41 = 7 punkter pa E, og minimalt
1 (husk O). Endvidere er 2¢/3 = 3,46..., hvilket beviser szetningen i tilfeeldet p = 3.
Er p > 3 kan man ifglge ssetning 2.3 lave et koordinatskift, der bringer E, pa formen:
v’ =2 +az +b (2.3)
Dette koordinatskift sendrer ikke pa antallet af punkter pa E), eller pa det faktum,
at E, er en elliptisk kurve. Det er derfor nok, at vise Hasses seetning for elliptiske
kurver pa formen (2.3). Vi skal i dette bevis arbejde med en elliptisk kurve defineret
over legemet af polynomiumsbrgker. D.v.s legemet bestaende af elementer g,hvor
f,9 € Z/pZ|X]. Legemet bestaende af polynomiumsbrgker betegnes med Z/pZ(X).
Kurven vil have formen:
v X S+aX +0
4+ar+b’
hvor X,Y,2% + ax + b € Z/pZ(X). Notationen vil vaere, at polynomiumsbrgker
betegnes med store bogstaver. Dette er imidlertid ikke en kurve pa Weierstrassform,

men beregninger lignende dem fra kap.1 viser, at der ogsa er en gruppestruktur pa
elliptiske kurver pa formen

vy® = 2° + ar® + br + ¢ = f(x) (2.5)

(2.4)

Det eneste resultat vi skal bruge, er at nu ser additionsformlen for z-koordinaten
saledes ud:

T3 =v0% —a — xy — 21, a=22"4 (2.6)
T2 — T
og fordoblingsformlen ser saledes ud.
/
T3 = ya® — a — 271, o= f) (2.7)
Y2t

Det ses, at de 2 punkter,(z, 1) og (27, (¢ 4 az + b)2®1), ligger pa (2.4) da:
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2 ¥ +ax+b
w3 tar+b
0og
(23 4+ ax +b)P 2% +az” +b
B?4+ar+b  rd+ar+b’
hvor der blev brugt at i ringe med karakteristik p geelder (z + y)? = a? + y? se [3]

s.107. Ud fra disse punkter kan man nu danne en mangde af punkter:
Zn = (Xp, Yy) = (2”, (4% + az + b)2P7) + n(z,1), —co<n<oo  (2.8)

Hvor det selvfglgelig er korde-tangent kompositionen, der bruges som addition. End-

videre vil vi med f,, og g, benzvne de to polynomier, der opfylder at X,, = g—z og

at X, er reduceret mest muligt. D.v.s, at sfd(f,, g,) = 1. For hvert punkt defineres
desuden en talfolge d,. Hvis Z, = O er d, = 0, ellers er d,, =max(grad(f,, g,))-
Vi vil udfere beviset ved hjeelp af en raekke lemmaer, der tilsammen beviser Hasses
satning.

(2 +ar +b)P ! =

Lemma 2.4.
dy—dy—1=14Ey(Z/pZ)—p—1,
hvor $E,(Z/pZ) betegner antallet af punkter pa E,

Bewvis. Det er klart, at dy = p. D.v.s, at lemmaet er opfyldt hvis d_, = §E,(Z/pZ).
X, kan beregnes ud fra (2.6):

[1+ (2® + az + b)2? V]2[2? + az + b]

— _p _ P
X_l— T ¥+ (.’L‘—a’,‘p)Q

(2.9)

Saetter man pa faelles brokstreg og ganger (2% + ax + b)-leddet ind far man:
—x(z — a?)? — 2P (z — a?)2 + [(2% + ax + b) + 2(a3 + ax + b)2*T) 4 (2% + aax? + b)]

- (o= o)

Hvor der igen er brugt, at (x + y)? = 2P + y. Det ses, at de to z*’-led gar ud med
hinanden, og det nzesthgjeste led bliver 2%+, der ikke gar ud med noget. Talleren er
altsa en grad hgjere end naevneren, ogsa efter evt. reduceringer af X ;. Sporgsmalet
er sa hvilken grad nsevneren har,nar X_; er reduceret mest muligt. Til det skal
man bruge nogle resultater fra talteori om kvadratiske rester. Man kan laese lidt
om kvadratiske rester i bilaget. Hvis man reducerer brgkudtrykket i (2.9), da vil
udtrykket der fremkommer ved at saette pa feelles brokstreg ogsa veere reduceret.
Det folger af, at hvis § er uforkortelig, da er atbe hosh uforkortelig. Derfor er det
nok at reducere i brokudtrykket. Da (z —a?) =[],z ,7(x — Jj) (se [3] 5.94) far man,
at neevneren i (2.9) faktoriseres til [[, 5 /(7 — 7)?. Sporgsmalet er nu hvor meget
nzevneren kan forkortes? (x — j) er faktor i teelleren i (2.9) hvis og kun hvis taelleren
giver 0 ved indsaettelse af j. Men det at teelleren giver 0 kan beskrives ved kvadratisk
rest pa folgende made. Ifolge (A.2) giver [1 + (j3zaj + b)2P~Y]2 leddet nul hvis og
kun hvis (W)L = —1, og (z — j) vil veere faktor i 1 + (j3zaj + b)2®=D. Men
det ma betyde, at (x — j) er faktor 2 gange i teelleren, da leddet jo indgar i anden.
(73 4+ aj + b)-leddet giver nul hvis og kun hvis (W)L =0, og (x — j) er faktor i
teelleren praecis en gang. Hvis den var faktor mere en en gang, ville f(z) = 23 +az+b
have en dobbeltrod i modstrid med, at y = f(z) er en elliptisk kurve. D.v.s, at de



ELLIPTISKE KURVER 13

faktorer der er tilbage i naevneren er (z — j)? hvis ( . =1 og (x—j) hvis

(J'B-I-Zj-i-b)

j3+aj+b)
P

r = 0. Men det er jo pracis antallet af affine lgsninger til (2.3). Husker man

at taelleren er en grad sterre end neaevneren fas, at d_y = $E,(Z/pZ), og lemmaet er
bevist. O

Det naeste lemma giver en rekursionsfglge for d,. Det siger:
Lemma 2.5. For alle n geelder at d,, 1 + dypr1 = 2d, + 2

Bevis. Antag i forste omgang, at en af Z,,_1, Z,, Z,1 er O. Da kan de to andre ikke
vaere O. Erf.eks 7,1 = O, er Z, = —(x,1) # O og Z,—1 = —2(x, 1) # O. Hvis ikke
Zp-1 # O ville | (z,1) veere sit eget inverse. Eller (z,1) = —(z,1) = (z, —1),hvilket
vil veere i modstrid med at vi arbejder i et legeme med karakteristik forskellig fra 2.
Lad Z, = O. Da er
L1 = (ZU, :tl) =d,4 =1

hvilket opfylder (2.5). Er det derimod Z, 4, der er O, bliver Z,, = (z,—1) og (2.7)
giver

(32% + a)? rt — 2az? — 8bx + a?

an — 2 7YTL7 =
! (4(x3—|—ax+b)+x )= 4(2® + ax +b)

7Yn71)

Endvidere er brgken uforkortelig. Antag nemlig det modsatte. Da er der en fzlles
faktor i teeller og naevner. Det vil sige, at for et element, x;, giver bade teller og
navner 0. Da
322 + a)? 4+ 8x(z® + ax + b)

4(z3 + ax +b)
fas at z; er rod i bade f(z) = 2% + ax + b og f'(x) = 322 + a svarende til, at z;
er dobbeltrod, hvilket giver en modstrid med, at y> = f(z) er en elliptisk kurve.
Resultatet bliver, at

X1 = (

dn,1 - 4 dn - 1 dn+1 - 0,
der ogsa opfylder (2.5). Ligeledes for Z,_; = O. Vi kan derfor nu antage, at hverken
L1y Zn, Zni1 er O. Da kan vi skrive:
fn—l, Xn _ &, Xn+1 — fn-l—l
In-1 In gn+1

hvor f,g er pa lavest form. Men X, _; og X,.1 kan ogsa udtrykkes ved hjalp af
(2.6). Det giver:

anl -

Y

(7’ +ar+b) A1+ Y, fu

(& 2y "o

_ 9@ +ax + b)(1+Y0)* — (290 — f)*(2gn + fu))
gn(xgn - fn)2

Xn—l =

0g

(23 + ax +b)(1 - Y,)? . In

(Jr —a)? In
_ 92(563 +ar +b)(1 — Yn)2 — ((xgn — fn)Z(xgn + fn))
gn(xgn - fn)2

Xn+1 -

(2.10)
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Laegges de to udtryk fra (2.10) sammen fas:
(2® + ax + 0) g2 + Yngs — (gn + fu)(gnz — fr)?
9n(gn® — fn)?
(2 + ax +b)g} + ((5—2)3 + ag—z +0)gp — (9227 — [2)(gnz — fn)
N 9n(gnT — [fn)?

1
§(Xn—1 + Xpt1) =

)

hvor der er brugt, at Y2 = f(X).
1 _ fugn®® + fix 4 axgl + 2bg: + afugn

§(Xn_1 + Xnp1) = (gnit — [)? (2.11)

Ganger man de to ligninger fra (2.10) sammen far man efter et par reduceringer.

. fnflfnJrl (fnx - agn)2 - 4bgn(9n$ + fn)

Xn1Xni1 = = (2.12)
* In—19n+1 (gnx - fn)2
Lad os nu antage (det vil senere blive bevist), at
(xgn - fn)2 | 9n719n+1 (213)

Da ma der eksistere et polynomium S saledes at

fTL*lfTL‘Fl = S((fnaj - agn)2 - 4bgn(gnx + fn))
0g
In—-19n+1 = S(gnx - fn)2 (214)
Endvidere fas af (2.11) og (2.14).

fn—lgn-i-l + gn—lfn—l—l - gn—lgn—l—l(Xn—l + Xn—i—l)

= 2S(fugn®® + f2x + axg’ + 2bg> + afngn) (2.15)
Lad nu F vere et primelement i S. Da fas af (2.14) at F | g,—1g,+1. Da F er et
primelement deler F' enten g, eller g, 1. Vi antager at F' | g,—1 (F | gny1 forlgber
tilsvarende). Da sfd(f, 1,9,-1) = 1 kan F ikke ga op i f, 1. Det ma sa betyde at
F| fos1 da F | fr1fns1- Men ifolge (2.15)

F | fn—lgn—l—l + gn—lfn—l—l = F | gn+1

Det giver en modstrid, da sfd(f,+1,9n+1) = 1. Det betyder, at S er en skalar og
(2.14) giver at

grad(fnflfnJrl) = grad((fnx - agn)2 - 4bgn(gnx + fn))
0g ,
grad(gn—19n+1) = grad((g.z — fn)"). (2.16)
Ifplge definitionen af d,, far vi fglgende vaerdier:
dp—1 = max{grad(f,-1), grad(gn-1)}
d, = max{grad(fn)a grad(gn)}

dnt1 = max{grad(fy+1), grad(gn+1)}
Man kan nu forestille sig 4 situationer:
(a) dn1 = grad(fu-1) 0g dni1 = grad(fui1)
(0) dn1 = grad(gn-—1) 09 dny1 = grad(gni1)
(¢) dn—1 = grad(fn—1) > grad(g,—1) 0g doi1 = grad(gn+1) > grad(foi1)
(d) dn1 = grad(g,—1) > grad(f,-1) 0g dnt1 = grad(fu41) > grad(gn+1)
Vi beviser lemma 2.5 i de 4 tilfeelde:
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Tilfzelde (a):
Vi har fra (2.16) at
dpn1 + dny1 = grad(fr_1 fo1) = grad((frz — agn)2 — 4095 (g + fu))-
Hvis grad(f,) > grad(g,) sa er
grad((f,z — agn)® — 4bg, (gnr + f,)) = grad(f22?) = 2grad(f,) + grad(2?) = 2d,, +2,

der opfylder lemma 2.5. Er grad(f,) < grad(g,) far vi fra (2.16), at grad(g,—1gn+1) =
2grad(g,) + 2. Men helt generelt giver (2.16) at :

grad(f,_1fne1) < max{2grad(f,) + 2), 2grad(g,) + 1, grad(f,) + grad(g,)}
Ifplge antagelsen om at grad(f,) < grad(g,) fas, at
grad(fn_1fni1) < 2grad(g,) + 1 < 2grad(g,) + 2 = grad(gn_19n+1)

Det giver en modstrid, da (a) skal veere opfyldt.
Tilfeelde (b):
Vi har igen fra (2.16), at

dp—1 + dpy1 = grad((gnw — fn)z)
Hvis grad(g,) > grad(f,) fas, at lemma 2.5 er opfyldt da

dn_1 + dpy1 = 2grad(g,) + 2 = 2d, + 2
Omvendt er grad(g,) < grad(f,) far vi fra (2.16), at
grad(fn—lfn-l—l) = grad(fzxZ) > grad(fr%) > grad(gn—lgn+1)7

hvilket er i modstrid med (b).

Tilfzelde (c)
Vi har nu, at :

gfad(fn—19n+1) > grad(fn_1fn+1) (2-17)
grad(fo-19n+1) > grad(gn—19n+1) (2.18)
grad(fnflgn+1) > grad(gnflfnJrl) (219)

(2.19) giver nu, at

grad(fu—19n+1) = grad(fa-19n+1 + gn-1fnt1)
og sammen med (2.15) giver:

grad(fr_19ns1) = grad(fngnx2 + f,fx + axg?1 + 2bgi + afngn) (2.20)
Hvis grad(f,) > grad(g,) far vi fra (2.14) og (2.20) at

grad(fnflgnJrl) < grad(f3$2) = grad(fnflfrﬂ»l)

Det giver en modstrid med(2.17). Har vi derimod, at grad(f,) < grad(g,) far vi igen
fra en modstrid da vi fra (2.14) og (2.20) har:

grad(fn-19n11) < grad(gsz®) = grad(gn19n11),
hvilket er i modstrid med (2.18). Tilfeeldet (d) vil blive udeladt, da det er magen til

(c).
Vi mangler stadig at bevise (2.13). forst vil vi skrive lidt om pa ligningerne (2.10)
og (2.12).

_ (xgn + fo) (@ fn + agn) + 2bg2 + 2V, (2% + ax 4+ b)gh R

Xn—l B (xgn - fn)2 B (xgn - fn)2 (2.21)
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_ (xgn + fo)(@fn + agn) +2bg2 — 2, (2® + ax 4+ b)gh S

X1 = = 2.22
i (xgn - fn)2 (xgn - fn)2 ( )
_ Jamifanr _ (o — agn)? — 4bgn(gnt + fn) _ T

An-1dni = In—-19n41 B (gnT — fn)? a (Tgn — fn)? (2:23)

Laeg meerke til, at R, S, T alle er polynomier. 1" er klart et polynomium. Problemet
med S og R er Y, (2* + ar + b)g2-leddet. Men da

V2(2® + ax + b)%gh = (X? + aX +b)(2* + azx + b)g}

= ((&)3 + a(&) +b)(2* + az + b)g,
In 9n
er et polynomium, ma Y, (z* + ax + b)g2 ogsa vaere det. Det folger af, at hvis (%)?
er et helt tal, sa er ¢ det ogsa. Endvidere bliver diskret valuationsfunktionen fra
bilaget brugt. Nu kan vi ga igang med beviset for (2.13). Antag, at (2.13) ikke er
opfyldt. D.v.s at
(ngn - fn)2 JfgnflgnJrl

Da ma der eksistere et irreducibelt polynomie f, hvor

Vf((xgn - fn)2) > Vf(gnflgnJrl) (2.24)

Hvis ikke ville (g, — f1)? | 9n_19n+1- Det betyder, at f gar flere gange op i naevneren
til hojre end neevneren til venstre i (2.23). Men hvis de to brgker skal veere lig
hinanden kan det kun lade sig ggre hvis

f | T= (fnx - agn)2 - 4bgn(gnx + fn)
Bemerkning 2.6. Laeg maerke til, at f ikke kan dele g,. I sa fald ville f ogsa dele
fn, da den deler (zg, — f,), og det giver en modstrid da f, og g, er primiske.
Lemma 2.7. f deler bade S og R.

Bevis. Da T = X, 1 X, 11(xg, — fn)? = (mgﬁsfﬂ)Q ma f dele mindst en af R eller S.

Antag at f | R, men f1S. Da fas af (2.22) :

g _ fn+1 _ fn+1(x9n - fn)2

som viser, at

Vf(gn+1) = Vf(fnJrl(l"gn - fn)Z) = Vf((xgn - fn)Z))a
da vp(fos1) = 0 (var vy(fny1) > 0 ville f dele bade f,1108 gn+1). Endvidere siger
(2.23) ;
St fos1(2gn — fo)? = gno1gnia T
!
Vi(fo1 fr1 (g0 — fn)z) = Vf(Gn-19n41T)
Af regneregel (A.8) samt v¢(fni1) =0 08 vf(gni1) = vi(xgn — fn)? fas:
Vi(fno1) = Vf(gn-1) = vp(T) > 0
Men det ma betyde, at f | f,_1 og dermed at f { g,_1, da std(f,_1,g,—1) = 1. Det
giver sa, at
Vi(gn-19nt1) = Vi (gnt1) = vi((@gn — fa)?).
Men det er jo i modstrid med (2.24). Ligeledes med situationen hvor f | S, men
f 1 R, og det beviser lemma 2.7. O
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Vi har altsa at f | R og f | S. Men sa gar f specielt op i de to teellere fra (2.10):
flon(@® +az +b)(1+Y0)" = ((xgn — fo)* (290 + f1)

192" + az + b)(1 = Ya)* = ((xgn — fu)* (290 + f1)
ogda f | (zg, — fn) fas
floi(@®+ax+0)(1+Y,)
S 19a(@° + az +b)(1 = V7)
Der blev ogsa brugt, at hvis f | (1+Y,)? = f | (1+Y,). Numa f ogsa dele summen
af de to sidste ligninger:

f12(z® + ax + b)g?
f kan ikke dele 2, da f ikke er en enhed. Den kan heller ikke dele g, ifglge be-
markningen ovenfor. Altsa ma f | (3 + ax + b). Man kan ved udregning se, at
T = —(xgy, — fo)(@f?+ (2° — 2ax — 4b)g,) + (z* — 2a2* — 8bx + a?)g?

Da f deler T og forste led ligningen ovenfor, ma f ogsa dele sidste led, hvilket
forer til at f | 2% — 2ax? — 8bx + . Endvidere kan man skrive diskriminanten som

D = (32 — 5ax — 27b)(2* + at + b) — (322 + 4a)(z* — 2az® — 8bx + a?).
Men det betyder, at f deler diskriminanten, der er forskellig fra nul. Det er i modstrid
med, at f ikke er en enhed. Det beviser (2.13), og derved lemma 2.5. O
Det sidste lemma giver en anden formel for folgen d,,.
Lemma 2.8.
dy =n*— (d_y — dy — 1)n +dy = d,, = n* + an + dy,

hvor a = —(d_y —dy — 1) =p+1—{E,(Z/pZ)

Beuvis. Lemmaet bevises v.h.a induktion frem og tilbage. Induktionsbasis n = 0 og

n = —1 opfylder klart lemma 2.8. Sa lad os antage, at lemmaet er opfyldt for d, og
d,_1. Vi far fra lemma 2.5 at

Apyr = 2dy +2 —dpy =2(n* +an+dy) +2 — ((n —1)* + a(n — 1) + dy)

=n’+2n+1+an+1)+dy=n+1)>+an+1)+d
Det samme kan ggres for d,_». O

Vi har altsa nu, at d,, er skrevet som et polynomielt udtryk af n. Da d,, er graden
af et polynomium, er d,, > 0. Endvidere kan to pa hinanden folgende d,,’er ikke veere
0. Det skyldes, at sa vil alle d,,’er ifglge lemma 2.5 veere lige. Det betyder specielt,
at dy = p er lige, men det er i modstrid med, at p er et primtal forskellig fra 2. Hvis
man kan vise, at 2.gradspolynomiet x? + ax +p > 0 for alle z, ikke bare heltallige,
sa har man bevist Hasses satning, da diskriminanten d for 2.gradspolynomiet sa ma
veere mindre end eller lig 0 (svarende til 1 eller ingen lgsninger).

d=a>—4p < 0= |a| = p+1—4E,(Z/pZ)| < 2\/p.

Laeg meaerke til, at d er et helt tal og at kvadratroden af diskriminanten er lig med
afstanden mellem rgdderne:

—b+Vd—(=b—/d)
2a = Vd

|2 — 21| = |
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d kan ikke veere storre end 1, da det vil betyde at der er afstand stgrre end 1 mellem
rodderne. Sa vil der nemlig ogsa eksisterer et d,, mellem rgdderne, og det vil vaere
negativt i modstrid med at d,’er er positive. Sa det lader kun en mulighed tilbage
hvis d er et helt tal, der ikke opfylder, at d < 0; nemlig d = 1. Men er d = 1 er vi
tilbage i situationen, hvor der er to pa hinanden fglgende d,,’er, der er 0, eller et d,,
mellem to rgdder. Sa d er altid mindre end eller lig 0, og Hasses satning er bevist.

O

2.3. Eksempler pa elliptiske kurver over endelige legemer. I dette afsnit
vil der komme to eksempler, der viser, at antallet af punkter for det fgrste holder
sig inden for det slgr Hasse giver os, men ogsa, at antallet i nogle tilfzelde nar til
granserne.

Eksempel 2.9. Vi kigger pa den elliptiske kurve E : y* = 23—z +1 = f(x) defineret
over legemet Z/7Z. E er klart elliptisk, da diskriminanten er D = —4(—1)3 — 27 =
5 # 0. Vi kan opstille fglgende tabel:

N

| f(@)|yly
0] 1 Jlo]o
11 1)1
21 0 [2]4
3 4 ||3]2
41 5 |l4]2
50 2 [5]4
6| 1 ||6]1

Af den kan man se, at de elementer i Z/7Z, der har kvadratrgdder er {0,1,2,4} og
man kan se, at folgende punkter ligger pa E:(0,1), (0,6), (1,1), (1,6), (2,0), (3,2),
(3,5), (5,3), (5,4), (6,1), (6,6), 0. Vi far altsa, at E(Z/7Z) = 12, og det er lige i
den ene ydergraense af Hasse, da tE(Z/TZ) = (7 + 1) + 4.

Vi kan ogsa na den anden ydergraense. F.eks. ved at se pa dette eksempel.

Eksempel 2.10. Lad E vere den elliptiske kurve over Z/7Z defineret ud fra lignin-
gen y? = 13—z — 1 = f(x). Igen skal man tjekke, at diskriminanten er forskellig fra
0. D = —4(—1) — 27(—1) = 3 # 0. Vi opstiller igen en tabel:

f@) |y |y

DY U= W N~ O
AN N Ao

x
0
1
2
3
4
Y
6

3

N OO W N Ot O

Det giver folgende punkter pa E: (3, 3),
4.

3,4), (5,0), O. Her har vi sa, at tF(Z/7TZ) =
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3. FAKTORISERING

3.1. Introduktion. I dette kapitel vil vi se pa en af anvendelserne af elliptiske
kurver. Ideerne er taget fra [1] kap.4. Det er velkendt, at et helt tal entydigt kan
skrives som et produkt af primtal. Men givet et helt tal n, hvordan finder man en
primtalsdivisor i n. Man kunne selvfglgelig give sig til at dividere med alle ulige tal
mindre end n, for at se om divisionen gik op. Dette kaldes den trivielle metode. Er
n imidlertid et stort tal, vil den trivielle metode, selv med hjalp fra computere veere
uoverkommelig. Det viser sig, at der findes nogle bedre metoder. To af dem, Pollards
algoritme og Lenstras algoritme, vil blive behandlet her. Pollards algoritme bygger
godt nok ikke pa elliptiske kurver, men ideen bag Pollards minder meget om ideen
bag Lenstras.

3.2. Pollards algoritme. Vi vil i dette afsnit beskrive Pollards algoritme til fak-
torisering af hele tal. Givet et tal n, vil vi altsa prove, at finde en primfaktor i n.
Antag, at p er en primfaktor i n. Ideen bag algoritmen er som folger. Da ved vi,
ifglge Fermats lille seetning, at a?~! = 1 mod p, hvis p ikke deler a. Forestiller man
sig nu et tal k, saledes, at p — 1 | k fas, at

a¥ =P =gl PP =1.1-....-1=1 mod p,

og det betyder igen, at p deler bade a* —1 og, pr antagelse, n. Tricket er nu at tjekke
sfd(a® — 1,n) for forskellige a, k. Far man et tal mellem 1 og n, har man afslgret en
divisor i n. Typisk veelger man k, sa det er sammensat af ”sma” primtal. Det betyder,
at hvis p — 1 er sammensat af ”sma”primtal er der en god chance for at afslgre en
divisor i n. Skriver man det ud i skridt kommer det til at se saledes ud:

1) Veelg et k, der er et produkt af sma primtal. Szt f.eks k = mfm(1,2,...., K)

2) Veelg et asa 1l < a < n. Ersfd(a,n) # 1, er sfd(a,n) en divisor, og algoritmen er
feerdig.

3) Udregn sfd(a® — 1,n). Er den forskellig fra 1 eller n, har man fundet en divisor
og algoritmen er faerdig. Er den 1 kan man valge et andet a eller et stgrre k, og er
den lig n, kan man valge et mindre .

Eksempel 3.1. Lad os faktorisere n = 10403. Vi veelger a = 3, og k = 2%-3?.5% =
900. Forst laves en tabel over hvad 3% mod n er. Grunden til at vi regner mod n er,
at sfd(m, n)=sfd(m + In,n).

3% | mod n
3 3
32 9
31 81
38 6561
316 | 9510
332 | 6821
364 | 3825
3128 | 4007
3256 | 4220
3°12 | 8867

Ved hjeelp af tabellen kan man nu beregne 3°° mod n.

3900 _ 37124256+128+4 _ 3512 3256 3128 34 _ 8967, 429(). 4007 - 81 = 9552 - 4007 - 81
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= 2227 - 81 = 3536

Laeg merke til, at alle beregninger er udfert mod n. Spergsmalet er nu, hvad
sfd (3536 — 1,10403). Til det bruges, igen, at std(m + In,n) =std(m, n).

sfd(3535,10403) = sfd(3535, 3333) = sfd(202, 3333) = sfd(202, 101) = 101

101 skulle altsa gerne veere divisor i 10403, og det viser sig da ogsa, at 101 - 103 =
10403.

3.3. Lenstras algoritme. I dette afsnit vil vi, inspireret af Pollards algoritme,
prgve at lave en faktoriseringsalgoritme v.h.a elliptiske kurver. Inden da skal vi dog
have et par smating op at sta. Givet en elliptisk kurve, F, over Q har vi snakket om
E’s reducering modulo p. Givet et rationelt punkt, P, pa F, vil vi ogsa gerne kunne
snakke om P’s reducering modulo p. Hvis P = (A : B : C), hvor A, B, C er reduceret
mest muligt er P, = (A4, : B, : C,). Laeg maerke til, at man ikke far P, = (0: 0: 0)
da A, B, C er reduceret mest muligt. Der gaelder nu folgende saetning:

Saetning 3.2. Lad E vere en elliptisk kurve over Q, og P et punkt pa E, da er
P, et punkt pa E,. Faktisk gelder der, at hvis r, betegner funktionen, der tager et
element P fra E(Q) og forer det over i P, sa er r, en gruppehomomorfi. Det hele
forudsat, at p ikke deler diskriminanten D.

Beuis. Det folger fra regnereglerne for restklasser, at reduktion modulo p er en
ringhomomorfi. Lad P = (A: B:C) og P, = (A, : B, : C}). Da fas:

B.C, = (A® + aA’C + bAC? 4 ¢C?), = A} + a, A2C,, + b, A,C} + ¢,C;)

og P, ligger pa E,. Ligeledes, da additionsformlerne kun indbefatter rationelle reg-
neoperationer, og igen at reduktion modulo p er en ringhomomorfi fas, at r, er en
gruppehomomorfi. O

Bemarkning 3.3. Lag maerke til, at 7, er en gruppehomomorfi betyder, at (kP), =
kP,.

Vi skal ogsa bruge folgende saetning:
Saetning 3.4. Lad E vere en elliptisk kurve pa formen (2.3) over Q, og P et punkt

pa E forskellig fra O. Da er P pd formen P = (5, gg), hvor de to broker er skrevet
pa lavest form.

Bevis. Lad P veere skrevet uforkorteligt, sa P = ({;,17), og begge naevnere er
positive. Da P ligger pa E, fas

Y

n*M? = m*N? + amM?*N? + bM> N* (3.1)
Da sfd(n, N) = 1, ma N? | M?. Endvidere ma M? | N*m?, da M? indgar i alle de
andre led, og igen da sfd(m, M) = 1 ma M? | N? hvilket medfgrer, at N? = cM?.
Seettes det ind i (3.1) fas:

n’M? = m3N? + ameM* + bM3?N?.
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Nu indgar der et M? i alle ledene, og ligesom ovenfor fas, at M?> | N2. Da begge er
positive, ma det betyde, at M?® = N2. Sxttes e = 1% (leeg maerke til, at e er et helt
tal, da M? | N?) fas, at

N? M3 N3 N3
2 _ _ — M 3 _ _ _
e_W_—MZ_ 08 e_—z\[?,_m_N’
og det betyder, at P = (%, ) O

Det sidste vi vil bemserke inden vi gar igang med Lenstra er folgende.

Saetning 3.5. Ladn € Z. Da ere, 1 < e < n —1, en enhed i Z/nZ hvis og kun
hvis sfd(e,n)=1.

Beuvis. Lad sfd(e,n) = 1. Da siger euklid, at 1 = ae 4+ bn. Men det betyder jo, at e
er en enhed, da ea,, = 11 Z/nZ. Antag omvendt, at e er en enhed. Da eksisterer der
et inverst element a, og derfor ogsa et b, sa ea + bn = 1. En falles divisor for e og
n, vil derfor ogsa dele 1, og det giver, at sfd(e,n) = 1. O

Bemerkning 3.6. Der er i beviset skiftet frem og tilbage mellem talsystemerne Z og
Z/nZ

Vi er nu klar til at beskrive ideen bag Lenstras algoritme. Sa givet et n skal vi
prove, at finde en primfaktor p. Vi veelger en elliptisk kurve, E pa formen (2.3) over
Q. Pa denne kurve finder vi et punkt P. Vi vaelger nu et helt tal k. Hvis antallet
af punkter pa E’s reducering modulo p deler k, sa er kP, = O (se [2] s.57). Eller
sagt pa en anden made: Hvis §E,(Z/pZ) | k, sa er kP, = (kP), = (ce : d : €*), =
(0:1:0), hvor seetning 3.4 samt at r, er en gruppehomomorfi er blevet brugt. Men
det betyder, at e = 0 mod p, og igen, at sfd(e,n) > p; altsa en god mulighed for at
finde en faktor. Hvis man valger k£ som et produkt af sma primtal, skal man altsa
"bare”’ramme ind i en elliptisk kurve, hvor antallet af punkter pa E’s reducering
er et produkt af sma primtal. Vi har altsa i denne algoritme i forhold til Pollards
udskiftet gruppen (Z/pZ)* med gruppen E,(Z/pZ) og a med punktet P. Men lad
os fa Lenstras algoritme pa opskriftsform.
1) Velg en elliptisk kurve E og et punkt P pa E.
2) Tjek om sfd(D,n)=1. Hvis den er forskellig fra 1, har vi enten at
1 < sfd(D,n) < n, og vi har en divisor, eller sfd(D,n) = n, og vi ma starte forfra.
2) Veaelg et k, der er et produkt af sma primtal, f.eks. k = mfm(1,2,...., K)
3) Udregn kP = (5, %)
4) Er sfd(e, n) forskellig fra 1,n er vi faerdige. Er den 1 kan man veelge en ny elliptisk
kurve, eller et storre k. Er den n, kan man valge et mindre k. Man bgr her naevne,
at mange af de fordele der er ved Lenstras er for vanskelige at komme ind pa i
dette projekt. Dog er der en indlysende grund til at vaelge Lenstras:I Pollards er der
kun en gruppe, nemlig (Z/pZ)*, mens der er mange flere ved Lenstras (man kan jo
bare veelge en ny elliptisk kurve). Lad os prove at regne et eksempel pa Lenstras
algoritme. Eksemplet stammer fra [1] s. 144, hvor det er stillet som en opgave.

Eksempel 3.7. Vi har givet n = 199843247. Lad os prgve, at finde en faktor. Fgrst
tjekkes, at 2,3 ikke deler n. det er for at undga, en situation, hvor p = 2, 3. Dette er
ikke tilfaeldet. Sa vaelger vi en kurve E:

E:y? =23+ 592 — 59

Det ses, at E er elliptisk, da D = —4 - (=59) — 27 - (=59)3 = 5545469 og man kan
beregne, at sfd(5545469,199843247)=1 Endvidere ses det, at (1,1) ligger pa E. Vi
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veelger nu
k=16296 = 213 + 212 4 211 4 910 4 99 4 98 4 o7 4 95 4 93

Laeg maerke til den smarte opskrivning af k, ligesom i 3.1. Vi udregner nu en tabel
af 2P v.h.a fordoblingsformlerne fra kap 1 . Vi regner mod 199843247 for at lette
udregningerne.

i | 2P mod 199843247
0 (L,1)

1 (959,199813548)

2 | (140976106,178964503)
3 | (142634722,33539717)
4 | (149383726,113827137)
5| (5784508,152911406)
6 | (139894866,196412831)
7 | (169802754,196416866)
8 | (11812898,62341168)
9 | (13592075,60713669)
10| (41756751,77665319)
11| (162046219,1023294)
12 | (171948746,183303558)
13 | (116509380,17886653)

Vi kan nu udregne kP modulo n, ved hjelp af additionsformlerne, og den smarte
opskrivning af k.
(2* + 2°) P = (32573211, 64333866)
(2% +2° + 27) P = (122586107, 134071689)
(23 +...2%) P = (84524000, 69800545)
(2% + ... +2°)P = (118912774, 18013736)
(2° + ... + 29 P = (190955731, 104499251)
(2° + ... + 21 P = (132762455, 427350)
(2° 4+ ... +2'%)P = (3834541, 80821724)

Men sa kommer problemet. Nar vi skal til at addere (2% + ... +2'2) P med 2'3P og
skal reducere modulo n, kan vi ikke finde det inverse element til differensen af de to
z-koordinater, der er i formel (1.4). Det ma skyldes, at den ikke er en enhed i Z/nZ.
Eller, ifglge setning 3.5, at sfd(xe — x1,n) # 1 Vi ser ogsa, at

sfd(116509380 — 3834541, 199843247) = 10289
0g
199843247 = 10289 - 19423

Laeg meerke til, at dette eksempel viser, at grunden til Lenstras algoritme virker er,
at der ikke er en gruppestruktur pa E(Z/nZ), da dette ikke er et legeme. Og nar
det gar galt, er det fordi vi ikke kan finde et invers til et element.
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BiLac A

A.1. Specialtilfeelde af Bezouts ssetning. Da Bezouts saetning kun er sand i det
projektive plan, forteelles her ultrakort om det projektive plan. Det bestar af 3 tupler
(x :y: 2), hvor to punkter,(z : y : 2), (u: v : w) regnes for ens hvis der eksisterer et
tsa(z:y:z)=(tu:tv:tw). Dog eksisterer (0 : 0 : 0) ikke i det projektive plan.
Eller lidt mere formelt:

Definition A.1l. Givet et legeme k defineres det projektive plan P?*(k) som de

aekvivalensklasser (a : b: ¢) (hvor a,b, ¢ € k og ikke alle ma veaere lig 0), der opstar
under akvivalensrelationen

(@a:b:c)~ (W, )& TH#£0:a=td,b=1tb,c=td

eller
P2(k) ={(a:b:¢c) € k*\(0:0:0)}/ ~

Man kan nu associasere et punkt i det affine plan( det normale k* plan) med et
punkt i det projektive v.h.a afbildningen:

ks P2k) i w(ry) = (v :y: 1)

Dette kaldes en dehomogenisering med hensyn til Z = 1. Man kan selvfglgelig ogsa
dehomogenisere med hensyn til X og Y. Ved dehomogenisering med hensyn til Z =1
ses det, at de punkter, der ikke kan associeres med et punkt i det affine plan er
dem med z-koordinat 0. Linien Z = 0 kaldes linien i uendelig. Koordinaterne i
det projektive plan kaldes for homogene, og man homogeniserer en ligning i det
affine plan ved at gange et passende antal Z’er pa, sa monomierne i ligningen er af
samme grad. F.eks er ligningen y? = 2 + az? + bxr + ¢ skrevet pa homogen form
Y2Z = X3 +aX%Z +bXZ?+ cZ3. Vier nu i stand til at bevise folgende.

Saetning A.2. Er k et algebraisk lukket legeme, L en linie og C' en kubisk kurve pa
Weierstraf form i P? begge med koefficienter i k, da skerer L og C hinanden precis
3 gange talt med multiplicitet.

Beuvis. Da det projektive plan bestar af det affine plus linien i uendelig, kigges fgrst
pa det affine plan. L og C' er pa formen.

L={z,yck|ay=pz+}

C={z,yek|y*=2"+ar’ +br+c}
Antag, at # # 0 L kan da parametriseres ved:

Antag a # 0:

Man kan indszette linien i C'. Da 2% er det eneste monomie af orden 3 fas en 3.grads
ligning i ¢. Den har preecis 3 Igsninger talt med multiplicitet, eftersom £ er algebraisk
lukket. Man ber nu tjekke, at L og C' ikke skeerer hinanden i uendelig (Z = 0). I
afsnit 1.2 sa vi, at C' skar Z = 0 i punktet (0:1:0). Pa homogen form hedder L.

aY = pX+~vZ = L skerer Z =01 (%:1:0)7&(0:1:0) yda o #0
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Antag a = 0:
Da a = 0 er parametriseringen af L nu:

0-()-(2) o

Ved indsattelse af linien i C' giver alle z-leddene nu konstanter, mens y-leddet giver
anledning til en 2.grads ligning i ¢. Den har praecis 2 lgsninger talt med multiplicitet.
Pa homogen form ser L saledes ud:

L: 0=pX+~v7 = L skerer Z =101 (0:1:0)
Sa L og C' skaerer hinanden i (0 : 1 : 0) ( Det er netop punktet ©). Man bgr nu
tjekke, at multipliciteten er 1. Homogeniseringen af L og C' giver:
Y?Z =X+ aX?Z +bX 2%+ 2P
0=pX+vZ =  1Z2=-pX

Dehomogeniseres ligningerne med hensyn til Y =1 fas:

z =2 +ar’z + br2® + c2?
Ligningen for L forbliver den samme. Koordinaterne for skaeringspunktet bliver
(z,z) = (0,0). Indsaettes Linien i C' fas:

B B B B

—;x =1 — a;x3 + b(;)2x3 — c(;)3x3
U
0=x(z”— a%xQ + b(§)2x2 — c(g)%z + g)

Som betyder, at C' og L skaerer hinanden i (0:1:0) med multiplicitet 1; ngjagtig som
de skulle.

Er f = 0 fas, at ¢(t) = (’” = :) ,t € k. Men det giver igen en 3.grads

Y P
ligning i x, der har tre lgsninger, da k er algebraisk lukket.
O

Det er her pa sin plads at nsevne, at multipliciteten nsevnt i Bezouts saetning er
den sakaldte snitmultiplicitet som er defineret saledes.

Definition A.3. Lad L vere en linie og C' en kurve i P? med et fzelles punkt P. Lav

lokale affine koordinater sa P = (0,0). L kan da parametriseres som ¢(t) = (m) .
Bt
f(e(t)) bliver da et polynomium i ¢ og f(¢(0)) = 0. Ordenen af nulpunktet er

snitmultipliciteten i P.
Man bgr lige checke, at snitmultiplicitet og multiplicitet fra algebra er ens. Sa

lad L skaere C' i P. Indsat parametriseringen af L ¢(t) = (at> .1 C. Det giver et
Bt

polynomium f(¢) i ¢t. Lad ty veere det ¢, der svarer til P. Det giver, at

t—t)" | f  ,men  (t—t)"" 1 [
eller

f=g)(t—1t)" hvor gt #0
Her er n den algebraiske multiplicitet, men for at fa snitmultipliciteten skal man jo
skifte koordinater svarende til substitutionen ¢’ = t —t, og se hvad orden nulpunktet
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i 0 har. Men det er praecis n, og derved er den algebraiske multiplicitet i overensstem-
melse med snitmultipliciteten.

A.2. Kvadratisk rest, Legendre symbolet og Diskret valuation. Forst de-
fineres kvadratisk rest og Legendre symbolet. Ideerne er taget fra [6] s. 63.

Definition A.4. Lad a # 0 € Z/pZ, da kaldes a for en kvadratisk rest modulo p
hvis der eksisterer en lgsning til ligningen 22 = a. Ellers kaldes a for en kvadratisk
ikke-rest modulo p

Definition A.5. Lad a € Z/pZ. Da er Legendresymbolet ( ) defineret saledes:

r)L
1 hvis a er en kvadratisk rest modulo p ,
a
(—)L ={0 hvisa=0, (A.1)
—1 hvis a er en kvadratisk ikke-rest modulo p ,

Der geelder nu folgende regneregel for Legendre symbolet.
Saetning A.6.

a2 2
(=)L (A.2)

Bevis. Er (£); = 0 er setningen klart opfyldt. Er (%) = 1 sa eksisterer der pr
definition et = € Z/pZ sa

1
2’ =a = az®D =gt =1

Det sidste lighedstegn kommer af, at (Z/pZ)* er en cyklisk gruppe af orden p — 1,

og i en sadan er et elemen oploftet i p — 1 altid lig med 1. Til sidst lad (£);, = —1
det betyder, at der ingen lgsninger er til lignigen 22 = a. Men eftersom (Z/pZ)* er
en gruppe har vi, at for alle j € (Z/pZ)* eksisterer der et entydigt i sa ij = a. Men
det parrer tallene i (Z/pZ)* (p — 1) par, der hver is@r giver a. Ganges disse par

sammen fas
L= 1 (p— 1) = (1d0)is i) = 307,

Det er here vigtigt, at (Z/pZ)* er kommutativ m.h.t. gange. At 1-....- (p—1) = —1
ses, af, at alle elementer i (Z/pZ)* har et inverst element. De eneste elementer, der
er sit eget inverse er 1 og p — 1. D.v.s, at de andre elementer parres til 1-taller:

p-D'=1-2...-(p—1)=1-1...-1-(p—1)=—1
O

Det sidste der omhandles er diskret valuationsfunktionen.
Definition A.7. Lad f € k[X], hvor f er irreducibel og k er et legeme. Da defineres
den diskrete valuation af et polynomie til at veere funktionen vy : k[X] — N saledes
at hvis g € k[X] er v¢(g) = n, hvor n opfylder at g = f"h og (f, h) = 1.

Der geelder folgende regneregel for v:
Seetning A.8. v;(g192) = vr(g1) +v1(92)
Bevis. Lad g; = f™h; sa (f,h;) =1 fori=1,2. Daer

vi(g192) = ve(f™ "2 hihy) = ny +ng = vi(g1) + v5(g2)
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