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2 STEFFEN BACH HANSEN

1. GRUPPESTRUKTUREN PA ELLIPTISKE KURVER

Vi vil i dette kapitel se pa gruppestrukturen pa elliptiske kurver, herunder definere
hvad en elliptisk kurve er, og udlede additionsformler for sammensatningen af to
punkter pa en elliptisk kurve. Inspirationen til dette kapitel er hentet i [1] kapitel 1
og 2.

1.1. Elliptiske kurver. En generel kubisk kurve
ax® + bxy + coy? + dy® +ex? + fry + gy +hr +iy+7=0

siges at vaere rational over et legeme k, hvis koefficienterne tilhgrer k. Hvis denne
kubiske kurve har et k-rationalt punkt, og char(k) # 2, kan den ved passende valg
af koordinatskift skrives pa Weierstrass normalform

V= +ar*+bx+e¢ abecck (1.1)
Denne kurve betegnes C, og vi vil i denne opgave antage, at char(k) # 2. Vi vil
nu undersgge, hvornar kurven er glat, altsa hvornar tangentliniens ligning eksisterer
for alle punkter (z¢,yy) pa kurven. Hvis vi skriver ligning 1.1 som F(z,y) = y* —

f(z) =0, skal vi altsa kraeve at de partielt afledede af F' ikke er nul samtidigt, dvs.
V(zo,0) € C:
oF oF
(%)(l‘o,yo)(aj — ) #0V (a—y)(ﬂﬂo,yo)(y — %) #0

Differentierer vi nu F(z,y) partielt far vi

OF
— =2y=0=9y=0
dy

Hvilket viser, at de 3 punkter hvor tangenten kan forsvinde er (aq,0); (a2, 0); (a3, 0)
Differentierer vi med hensyn til x, far vi

o = @) =0= ) =0.

Men hvis f(o;) = f'(a;) = 0 sa er «; dobbeltrod i f, se [5] lemma 5.3.3. Men det
vil sige at (a; — x)|f(2z) og (a; — z)|f'(x) sa storste felles divisor mellem f og f’,
sfd(f(x), f'(x)) # 1. Vi er nu klar med en definition.

Definition 1.1. En kubisk kurve, som er skrevet pa Weierstrass normal-form,
V=2 +ar +br+c abcck

kaldes en elliptisk kurve, hvis f(z) = 23 + ax® + bz + ¢ har 3 forskellige rodder (evt.
i en algebraisk lukket udvidelse k af k) eller aekvivalent, hvis sfd(f(z), f'(x)) = 1.

Bemarkning 1.2. Diskriminanten af f(x) er givet ved

A = —4a’c + a®b* + 18abe — 4b* — 27¢* (1.2)

Men faktoriserer vi f(z), evt. over en udvidelse k af k far vi

f(z) =(z—a)(z — ag)(x — a3) (1.3)
Man kan deraf hurtigt fa, at

A= (&1 - O[Q)Q(Ch - O[3)2(&2 - O[3)2 (14)
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ved at sammenligne koefficienter, men dette viser, at diskriminanten A # 0 hvis og
kun hvis f(z) har 3 forskellige rodder.

1.2. Det projektive plan P2. For at vi er i stand til at etablere en gruppestruktur
pa de elliptiske kurver, definerer vi det projektive plan P2. Lidt lgst sagt er det det
affine plan k2, hvor k er et legeme, plus en ekstra linie i uendelig. Mere praecist kan
vi se pa k% og definerer en sekvivalensrelation (z,y, 2) ~ (Az, Ay, Az), A # 0. Det vil
sige, at en linie i rummet, gennem origo, svarer til et punkt i P2. Dvs. at

P*(k) = (k*\ {0,0,0})/ ~
Man associerer nogle punkter
E* — P?
vha. afbildningen
(x,y) — (X :Y:1)

Kolon imellem koordinaterne betyder, at vi kan skalere indgangene. Hvis vi ho-
mogeniserer y? = x® + ax? + bx + ¢ med den 3. variabel Z far vi

Y27 = X3+ aX?Z + bX 7% + 2P (1.5)

Z = 0 er en linie i P?, som er i uendelig i forhold til (z,y) planet, men satter vi
Z = 01 ligning 1.5, far vi 0 = X3, som har en tredobbelt rod i X = 0, dvs. linien i
uendelig skeerer den elliptiske kurve 3 gange i samme punkt. Punktet der opfylder
denne betingelse er (0: 1 :0) Det definerer en ny afbildning: (z,2) — (X : 1: Z) i
hvilken (0,0) — (0 : 1 :0). Dette punkt er oplagt k-rationalt og vi kalder det for O,
og vi skal senere se, at dette bliver neutralelementet i gruppen af punkter i k? pa
den elliptiske kurve. Indsattes Y = 1 i ligning 1.5 far vi

F(X,Z)=X*+aX?Z+bXZ*+cZ° - 7
For at undersgge om O er et singuleert punkt udregnes:
oF

ax |00 = 0
og

oF

6_Z|(0’0) =-1

Hvilket viser, at O ikke er singulaert.

Bemearkning 1.3. Man siger, at et punkt P € P? er k-rationalt, hvis det kan skrives
pa formen P = (a:b:¢), hvor a,b,c € k.

1.3. Kompositionen og gruppestrukturen.

Definition 1.4. En gruppe G er defineret som en mangde med en komposition,
som opfylder fglgende 3 punkter.

1: Der eksisterer et neutralt element O € G sa, O + P = P+ O = P, For alle
PedG

2: Foralle P € G findes der et inverst element —P € Gsa, P-P = —P+P =0

3: Kompositionen er associativ, (P + Q)+ R =P+ (Q + R)
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Ficur 1. Elliptisk kurve

Kompositionen pa punkter pa en elliptisk kurve er givet som fglger.
Kompositionen. Lad P,(Q € k? vaere 2 punkter pa den elliptiske kurve C, for at
finde P + () forbindes P og Q med en ret linie. Da en linie skaerer en elliptisk kurve
praecis 3 gange (se saetning A.1 i bilag A), vil linien skaere C i et tredje punkt, kald
dette punkt P * (). Forbind nu P x(Q med O og tag igen tredje skeeringspunkt, dette
punkt kaldes P + @, se figur. 1.

Bemerkning 1.5. Punktet O bliver som tidligere naevnt neutralelementet, og en linie
gennem P x () og O vil veere lodret, sa det tredje punkt P+ @ findes ved en spejling
i z-aksen (da en elliptisk kurve pa Weierstrass normalform er symmetrisk omkring
z-aksen).

Bemerkning 1.6. Det ses at gruppen er kommutativ, da linien gennem P og () er
den samme som linien gennem @) og P.

Bemerkning 1.7. Hvis vi vil udregne P + P = 2P, ggr vi pa samme made som for,
men linien gennem P og P er nu tangenten i P (som findes i alle punkter i folge
definition 1.1), og vi teeller 2 skaeringer med C' i P, se bemarkning A.2 i bilag A.

Seetning 1.8. Lad k vere et vilkarligt legeme og C' en elliptisk kurve pa Weierstrass
normalform,

V= 4ar?+br+c¢, abcek

si er G = {PunkterP € C|P € k*}|J O, maengden af alle punkter pa kurven som
tilhgrer k? forenet med O, en gruppe.

Bevis. Vi gar gennem punkterne 1 til 3 i definition 1.4 en ad gangen.
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1: At O+ P = P+ O = P ses ved at tegne en lodret linie gennem P (og
dermed ogsa Q). Tredje skeeringspunkt vil da vaere —P (se pkt. 2) Forbinder
man sa —P med O vil tredje skeering med C' naturligvis veere P igen.

2: Da C' er symmetrisk omkring z-aksen, far vi, at hvis Q = (z,y) sa vil
—Q = (z, —y). Dette kontrolleres pa folgende made. Tag linien gennem @ og
—(@ og tag tredje skeering med C', dette giver neutralelementet O, tag sa O
og forbind det med sig selv og tag tredje skaering med C, dette giver igen O.
Sa der findes et inverst element til @ = (x,y), nemlig —Q = (z, —y).

3: Associativiteten er en smule vanskeligere, og vises separat i ssetning 1.12

O

Vi gnsker nu at vise, at kompositionen overhovedet er veldefineret.

Lemma 1.9. Hvis vi har 2 k-rationale punkter aq, as pa den elliptiske kurve C, og
forbinder dem med en ret linie, sa vil det 3. skeringspunkt as mellem linie og kurve
ogsa veere k-rationalt.

Beuwis. Lad linien [ vaere givet ved
liy=ax+p, o,pck
og den elliptiske kurve givet ved
V=2 4+ar’+br+c¢, a,bc€k.
Indsattes ligningen for [ i C' far man

’2? + B2 + 208z = 2° + ax® + br + ¢

0=2*+ (a —a®)2® + (b— 2aB)x + (c — %)
=234+ A> +Bx+C, A B,Cck

Men denne ligning har pr. konstruktion 2 k-rationale rodder aq, as, sa da summen
af rodderne er lig minus koefficienten til z2-leddet, far man

—(&1+C¥2+C¥3) =A

Y

3 = —(a1+a2+A) €k
Men nar hgjre side af ligningen tilhgrer k, gor venstresiden det ogsa, dvs. az € k,
ved indsattelse af a3 i ligningen for linien [ ses, at ogsa y tilhgrer k. O

For vi gar over til at vise associativiteten, vil vi vise nogle eksplicitte udtryk for
addition af to punkter.

Eksempel 1.10 (Addition af 2 forskellige punkter P; og P). Lad P, = (x1, 1),
Py = (9, y2), begge forskellig fra O, P, x Py = (x3,y3), og P+ P, = (23, —y3). Antag
at (z1,y1) og (x2,ys) er givet, og at P, # —P,, da er ligningen for linien gennem
dem givet ved

Y2 — U

y=Ax+v, A= , V=11 — AT = Yo — A\Ts
To — T
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Sa for at fa det tredje skaeringspunkt substituerer vi ligningen for linien ind i lignin-
gen for den elliptiske kurve.

=M +v)?=2"+ar® +br+c

Y
2>+ (a—A)2? + (b—2\w)x + (¢ — v?) = (z — 21) (2 — 7o) (z — x3)

Da —(x; + o + x3) = a — A\? ved udregning af z%-leddet far vi
z3 =X\ —a— 1z — 1, Yz = A(x3 — 22) + ¥z
For at finde P, + P, skiftes bare fortegn pa y-koordinaten, dvs.
P+ Py =[N —a—x1 — 23, M1y — 73) — 1] (1.6)

Eksempel 1.11 (Addition af 2 ens punkter Py + ). Lad Py = (¢, yo) hvor yo # 0
og 2P = (z1,y1). Da vi nu ikke kan finde haeldningen A som for, bliver vi ngdt til at
bruge tangentens haldning v i punktet Fy. Dette ggres ved implicit differentiation
af y> = 23 + az? + bx + ¢

2ydy = (32% + 2ax + b)dx

dy 322 + 2ax + b B

de 2y
Som er heeldningen af tangenten gennem Py = (9, yp), dvs. y = yz+b = b = yo—7yxo
ved indsettelse af punktet (zg,1p) i ligningen for linien. Vi har altsa at

v

y == — ) + Yo
Dette indsztter vi nu i ligningen for den elliptiske kurve, og man far

v = (v(z — 20) +10)? = 2° + az? + b +c

Men ved samme trick som i eksempel 1.10 fas nu at —(zy + zo + 71) = (a — 7?), sa
w1 =7" —a— 2, y1 =y(T1 — T0) + Yo

Igen, for at finde Py + Py = 2P, skiftes fortegn pa y-koordinaten, dvs. duplikations
formlen er

2Py = [v* — a — 2x0,y(z0 — 71) — Yo (1.7)
Seetning 1.12 (Associativitet). Givet tre vilkarlige punkter Py, Py, Py € k?, pa den
elliptiske kurve, da er

(Pi+ P)+ Py =P + (P, + Ps)
Beuvis. Vi vil i det fglgende antage
Po# —Py, Po#£ P, Pi+Po# P, B+ P3# —P,
Notationen er

Pl = (ajlayl)a PZ - (ng,yg), P3 - (aj?ny?))
Benytter vi resultaterne fra eksempel 1.10, finder vi

(PL+ Py =X\ —a—x, — 1y
(P1+P2)y:—A()\Q—a—l‘l—!ﬂg)—yz—i‘)\l‘g
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hvor (P + P), betegner xz-koordinaten af P; + P, samt

{(P1+P2)+P3}x:n2—a—x3—(P1+P2)x

=K’ —a—1x3— (N —a— 12, — 1)

=K% = A2 41 + 29 — 13 (1.8)
hvor A, k er heeldningstallet for linien gennem P;, P, og P; + P,, P; henholdsvis.
Omvendt finder vi nu ved symmetri

(Py+ P3)y = p? —a — 29 — 3
(P2+P3)y:—u(u2—a—$2—l"2) — Y2 + T2
(Pi+ (P+P)}e=T"—a—x, — (P + P3),
=72 —a—x— (P —a— 1y — x3)
=7 -+ 1+ a3 — 1y (1.9)

hvor p, 7 er heeldningstallet for linien gennem Ps, P; og Py, P, + P3 henholdsvis. Vi
skal nu undersgge om ligning 1.8 stemmer overens med ligning 1.9. Da A\, &, 7, u
alle afthaenger af valget af punkter, er der flere tilfaelde at undersgge. Vi vil se pa det
mest generelle tilfeelde, hvor

Py # Py, P, # P3, P, + P, # P3, P, + Ps # P,

U

\ = Y2 —
Ty — 1
_ Ys — Y2

ILL_
T3 — T2

_y3—(P1+P2)y :Z/3—(—)\()\Z—G—xl—@)—yz‘i‘)\@)
x3— (P + Ps)y z3— (N2 —a— 1z — x9)

ys + AN\ —a — 11 — x9) + Yo — A1y
a—)\2+x1+x2—|—x3

og tilsvarende

S Y1+ p(p? — a — 9 — 13) + Yy — pwy
a— 2+ x + 19 + 23
Vi skal nu kontrollere, at ligning 1.8 og ligning 1.9 stemmer overens, dvs.

2

HZ—)\2+ZU1+$2—£U3:T —u2+x2+x3—x1

0

K2 = N4+ p? — 74+ 2( — 13) =0 (1.10)

For y-koordinaten far vi
{P1+(P2+P3)}y:—(T{P1+(P2+P3)}x+y1—7'l'1) (111)
{(Pr+ )+ P}y = —(6{(P1 + ) + Ps}y + Y3 — £33) (1.12)

Vi lader nu MAPLE regne pa venstre side af ligning 1.10 givet udtrykkene for
A\, k, T, p. Endvidere benytter vi, at P, Py, Py € C - dvs. y? =z} + ax? + bx; + ¢
for 2+ = 1,2,3. Vi ser, at ligning 1.8 og ligning 1.9 stemmer overens. Dette benyttes
til sammenligning af de to y-koordinater. Vi lader MAPLE regne pa

(k = T){(Py+ P2) + Ps}y — 41 — ka3 +y3 + T2y
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og far at dette er lig 0, hvilket betyder ligning 1.11 og ligning 1.12 er ens. MAPLE
udregningerne kan ses pa figur 2 i bilag A. Man kan pa tilsvarende made vise asso-
ciativiteten i de andre tilfzelde, dette vil dog ikke blive gjort. O

2. ELLIPTISKE KURVER OVER ENDELIGE LEGEMER

2.1. Endelige legemer. Vi skal i dette kapitel se pa elliptiske kurver over endelige
legemer, dvs. elliptiske kurver med koefficienter i F, = Z/pZ pa formen

Cp(F,):y*=2"+ax+b, abeF, (2.1)

hvor p > 3 er et primtal. Netop pga. at p > 3, kan man ved hjzlp af simple
koordinatskift komme fra den elliptiske kurve fra kapitel 1 til en pa formen 2.1. Hvis
C' er en elliptisk kurve over Q med heltallige koefficienter, skriver vi C}, nar vi har
reduceret den elliptiske kurve C’s koefficienter modulo p.
Bemerkning 2.1. Da A # 0 iflg. bemaerkning 1.2 vil reduktionen modulo p, A,, da
det er ringhomomorfi, veere forskellig fra nul hvis og kun hvis p { A. Altsa vil en
kurve forblive en elliptisk kurve under reduktion modulo p hvis og kun hvis p { A.
Notationsmeessigt skriver vi i dette kapitel @ = b hvis @ = b (mod p). Malet
med dette kapitel er at vise Hasses saetning, der siger, at antallet af punkter pa den
elliptiske kurve C), med koordinater i I, (skrives £C,(FF,)) er p+ 1 + ¢, hvor € er
en fejlmargin, som skal bestemmes. For at bevise Hasses s@tning har vi brug for to
lemmaer og lidt om Legendre symbolet, derudover vil vi i beviset arbejde med en

elliptisk kurve pa formen
V2 X34+ aX +0b

2.2
¥ +ax+0b (2:2)
der er defineret over legemet af rationale funktioner
/()
F,(z) = —fagEIF Xag%o
p(r) = { o) | »[X] }

hvor de variable X og Y altsa er rationale funktioner med koefficienter i F,. Punk-
terne pa denne elliptiske kurve definerer ogsa en gruppe, selvom den ikke er pa
Weierstrass-form, dette kan vises ved samme fremgangsmade som i kapitel 1. Vi far
brug for at revidere additionsformlerne 1.6 og 1.7 fra kapitel 1 en smule. Men dette
klares ved at bemaerke, at de eneste forskelle er, at koefficienten til 2. gradsleddet nu
er nul, og at 3. gradsleddet har en konstant foran sig, som man skal gange igennem
med, dvs.
(P4 Py)p = [N (2 4+ ax +b) — X; — X3 (2.3)
(2Py)s = [V (2 + az + b) — 2.X] (2.4)

2.2. Legendre symbolet. Vi begynder med at definere en kvadratisk rest. Se [4]
for uddybning af dette afsnit.
Definition 2.2. For alle a hvorom det gzelder, at sfd(a, m) = 1 kaldes a en kvadratisk
rest modulo m hvis 22 = a (mod m) har en lgsning. Altsa med vores notation skriver
vi bare, at a er en kvadratisk rest hvis 22 = a har en lgsning.

Det vil sige, at hvis a er en kvadratisk rest, kan man finde kvadratroden af a,
nemlig x. Vi definerer nu Legendre symbolet.
Definition 2.3. Hvis p > 2 er et primtal og sfd(a,p) = 1 sa er Legendre symbolet
(%)l defineret til at vaere 1 hvis a er en kvadratisk rest, og —1 hvis a ikke er en
kvadratisk rest, og 0 hvis p | a.
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Vi er nu klar til at praesentere saetningen, vi skal bruge. Beviset star i bilag A
setning A.3

Saetning 2.4. Lad p > 2 vere et primtal, og std(a,p) = 1, og lad (%)l betegne
Legendre symbolet, da gelder
£,
p/i

2.3. Hasses Saetning. Dette afsnit bygger pa [2] s.296-301, men beviset for Hasses
seetning blev forst vist af Manin [6]. Inden vi viser de to lemmaer, har vi brug for
folgende bemaerkninger.

Py, = (o, (2® + az + b)p_gl) og Py = (z,1)
er punkter pa vores elliptiske kurve ligning 2.2. Dette ses ved at P, giver 1 = 1 og
P, giver
(® +azx +b)P H(2® + ax +b) = 2°” + az® + b
U
2 +ar? + b= +ax” +b

Da (z+y)? =aP +y? og b = b~ 'b = b i F,. Vi ved fra kapitel 1, at de projektive
lgsninger over F, () til den elliptiske kurve danner en gruppe, sa vi kan lave elementet

Zy = (X0, Y,) = P+ 0P, = (2%, (z* + az + b)"T ) + n(z, 1) (2.5)
for alle n € Z. Vi vil nu definere en folge d,, € N pa folgende made: Hvis Z,, = O er
d, = 0, ellers er Z, pa formen (X,,Y},) og vi kan reducere X,, mest muligt. Skrives
teelleren af X,, som T,, og naevneren af X,, som N, sa er

d, = max{grad(7,), grad(N,)}
Vi er nu klar med ferste lemma.

Lemma 2.5. Lad d,, vere defineret som ovenfor, og lad §C,(F,) betegne antallet af
projektive lgsninger til den elliptiske kurve, ligning 2.1. Da er

d,l—do—lzij’p(IFp)—p—l

Bevis. Hvis vi setter n = 0 i ligning 2.5, far vi at dy = grad(a?) = p. Lad N, =
tC,(F,) — 1 veere antallet af affine lpsninger. Hvis vi nu kan vise, at

d_1=N,+1
er vi feerdige. Vi prover at udregne X | med de nye additionsformler, og vi far
Xy =(Z 1),
= (P — Py)q
3 p=1 2
:—x—$p+(1+(xx+aip+b) - ) (z® + az +b) (2.6)

ptl1
2

—(z + 2P)(z — 2?)* + (2 + ax + b)? + (z° + ax + b) + 2(2* + ax + D)
(z — ar)?

Reduceres dette yderligere, far vi at 2° leddene gar ud, og tilbage far vi
z? 1+ R(x)

X_, =
NEErDE
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hvor grad(R(z)) < 2p, altsa er graden af teelleren 1 storre end graden af naevneren,
sa d_y = grad(T_1), og d_1 — 1 = grad(N_1). Vi vil nu reducere X_; sa meget som
muligt, til det formal, er det nok at reducere brgken i ligning 2.6. Naevneren i denne
brgk kan skrives som

(2 —a")? = (z(1 —2""))"

Men da (Z/pZ)* = {1,2, ..., (p—1)} er cyklisk geelder der, at 2P~") = 1V € (Z/pZ)*
sa vi kan nu skrive

(@ ==l -1z =2) . @=@-1)F= [] (-i)?

JEL/pZ
Vi vil nu se pa teelleren af brgken i ligning 2.6 som ifplge setning 2.4 kan skrives

3
(1+ (w)f(:ﬁ +az +b)

p
Denne brgk forsvinder for de j hvorom det gaelder, at (jgzﬁ)l = —1, men hvis
3+ ar+0b
1+ (————))*=0

p

ma det altsa betyde, at (x — j) er en faktor to gange, og de bliver forkortet ud
af navneren. Telleren giver ogsa nul hvis (r — j) er en faktor i (2 + aj + b),
men den forekommer kun én gang, da der er tre forskellige rgdder i en elliptisk
kurve. De faktorer, der nu er tilbage i naevneren, er de (z — j)? hvorom der gelder,

3?3(3.%2#); = 1 og de (z — j) hvorom der galder, at (j?”fp#)l — 0. Men at
(]Jr,#)l = 1 betyder jo iflg. definition 2.2, at

Jy : y* =7 +aj+b,

sa vi har altsa (da det er (z — j)?) to lgsninger til vores elliptiske kurve og for

(j?’+p+j+b)l = 0 har vi én lgsning, nemlig y = 0. Dette giver preecis N,, de affine

lgsninger til C,(F,). Altsa d_; — 1 = N, og lemmaet er vist. O

Lemma 2.6. Der gelder, at
dp—1 + dpy1 = 2d, + 2 (2.8)
for allen € Z

Beuvis. Antag forst, at en af 7, |, Z,, Z, 1 er lig O, sa er de to andre iflg. ligning
2.5 forskellig fra O. Lad nu 7, = O, sa er d, = 0 og

Zpy1 = (:U, 1)7 Ip1 = —(:L‘, 1) = (l", _1)

men saer d, 1 = d,,1 = 1 og ligning 2.8 er opfyldt. Lad nu Z,, ; = Osaerd, ; =0
og Zp = (z,1) = P, og

Zppr=Pi+(n+1)P=(Pi+nP)+ P =2,+ Z,
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xz-koordinaten af Z, ., fas fra formel 2.4.
(2Z,)s = V(2 + az + b) — 2X]
3X%+a

- ((x3 + ax + b)2y
X4 —2aX? +8bX

T 4(X*taX +b)

(X? —a)* —8bX

T 4(X3FaX +b)

Indsaettes nu X = x far vi, at vi kan skrive

f'(z)? — 8xf(x)
Af(x)
og dasfd(f, f') = 1 er brgken uforkortelig og d,,+1 = 4 0og d,, = 1 og ligning 2.8 er igen
opfyldt. Sidste tilfzelde, med Z,, 1 = O vises pa tilsvarende made som 7, ; = O.
Antag nu, at ingen af Z,, |, 7Z,, Z,.; er lig O, og skriv X, 1, X,,, X,,.1 som ufor-
kortelige broker

)2(z® + ax +b) — 2X

Zn+1 -

A P C
X, 1= — X = X ——
n—1 B n Q; n+1 D
Da Z,.1 = Zp + (2,1) = (Xp, Yya) + (2, 1) medforer det, at
P (1—=Yn)*(2* + azx + b)
Xpi1 = —= —a+
+1 0 x = )

_P+Qx+( Yn)Q(x + ax + b)Q?
Q (Qz — P)?
—(Qr + P)(Qr — P)*> + (1 — Y,)*(2® + ax + b) Q3

2.9
Qs - P7 29
pa lignende vis far vi
_ _ p)2 2(,.3 3
X, - (Qr + P)(Qz — P)* + (1 + ign) (2% + az + b)Q (2.10)
Q(Qz —P)
Med disse formler kan vi nu udregne
1 PQz? + P%x + azQ? + 2bQ* + aPQ
—(Xpo1 + X)) = 2.11
2( 1+ Xoq) (Qr — Py (2.11)
(Pz — aQ)? — 4bQ(Qx + P)
Xp 1 X = 2.12
n—1Xn41 (Qz — P)? (2.12)
Men X,, X, = g—g og vi pastar, at
(Qx — P)*|BD. (2.13)

At det geelder er ikke trivielt og det vises til sidst i lemmaet. Hvis S er den stgrste
feelles divisor af AC og BD giver ligning 2.12

AC = S[(Pz — aQ)? — 4bQ(Qx + P)] (2.14)
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BD = S(Qx — P)? (2.15)
og teelleren i ligning 2.11 giver
AD + BC = 25[PQz* + P?x + axQ? + 2bQ? + aPQ)] (2.16)
Lad F veere en primfaktor i S, altsa et irreducibelt polynomium. Iflg. ligning 2.15
har vi sa at F'|BD, antag at F'|B, det betyder, da sfd(A,B) = 1, at F' 1 A. Og
iflg. ligning 2.14 ser vi at F|AC, men det vil sige, at F'|C, sa F|BC. Til slut har vi
ligning 2.16 der forteeller os, at F'|(AD + BC). Men sa ma F|AD hvilket vil sige at
F|D, da F ikke gik op i A. Sa har vi bade F|C' og F|D, men det er en modstrid af
sfd(C, D) = 1. Altsa ma S € F, og vi har vist, at
BD = (Qr — P)*. (2.17)
Op til en F, faktor, altsa er grad(BD) =grad([Qz — PJ?). Det var de indledende
mangvre, nu gar vi over til at se pa d,, 1, d, og dy41.
d,—1 = max(grad(A), grad(B)
d,, = max(grad(P), grad(Q)
dp+1 = max(grad(C), grad(D)
Vi deler nu beviset for lemmaet op i folgende tilfeelde:
a: d, , = grad(4) og d,,+1; = grad(C)
b: d,, 1 = grad(B) og d,+1 = grad(D)
c: d,— = grad(A) og d,41 = grad(D),
hvor grad(A) > grad(B) og grad(D) > grad(C)
d: d, 1 = grad(B) og d,+1 = grad(C),
hvor grad(B) > grad(A) og grad(C') > grad(D)
Tilfeelde a: Fra ligning 2.14 har vi, at
dp_ 1 + dpyy = grad(A) + grad(C) = grad(AC) = grad[(Pz — aQ)? — 4bQ(Qx + P)]
Hvis grad(P) > grad(Q), sa er leddet af hgjeste grad (P?2?) og da grad(P) = d,, og
grad(xz?) = 2, er hgjre side lig 2d,, + 2 og ligning 2.8 er vist. Hvis grad(P) < grad(Q)
giver ligning 2.17
grad(BD) = grad(Q?z?) = 2grad(Q) + 2
pa den anden side ved vi fra ligning 2.14 at der gaelder
grad(AC) < max(2grad(P) + 2, 2grad(Q®), 2grad(Q) + 1, grad(P) + grad(Q))
< 2grad(Q) + 1 < grad(BD)
Men dette er i modstrid med antagelsen i tilfaelde a, sa grad(P) < grad(Q) er umulig.
Tilfeelde b: Fra ligning 2.17 har vi at
dp 1+ dypi1 = grad(BD) = grad[(Qx — P)?]
Sa hvis grad(Q) > grad(P), sa er hojeste grads leddet (Q?z?), og hojresiden giver
2d,, + 2 og ligning 2.8 er opfyldt. Pa den anden side, hvis grad(Q) < grad(P) har vi
iflg. ligning 2.14 at
grad(AC) = grad(P?z*) > grad(P) > grad(BD)
men dette er en modstrid af antagelsen i tilfeelde b, sa grad(Q) < grad(P) er ikke
muligt.
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Tilfeelde c: Da grad(A) > grad(B) og grad(D) > grad(C) folger, at
grad(AD) > grad(AC), grad(AD) > grad(BD), grad(AD) > grad(BC) (2.18)
Sa fra ligning 2.16 ses nu, at
grad(AD) = grad(AD + BC)
= grad(PQz” + P*z + azQ® + 2bQ)* + aPQ) (2.19)
Hvis grad(P) > grad(Q) sa er ligning 2.19
grad(AD) < grad(P?z?) = grad(AC)

hvilket er i strid mod den forste ulighed i 2.18. Hvis grad(P) < grad(Q) er ligning
2.19
grad(AD) < grad(Q?*z?) = grad(BD)

hvilket er i strid mod den anden ulighed i 2.18, sa tilfeelde ¢ er umulig.

Tilfezelde d: Er symmetrisk med tilfeelde ¢, og er altsa heller ikke mulig.

Vi har nu vist at ligning 2.8 er opfyldt for alle tilfaelde. Kan vi nu vise ligning
2.13, er vi feerdige. Denne mangel i [2] er vist i [3].
Vi kan skrive ligning 2.9 som

—(Qx + P)(Qz — P)* + (1 — Y,)*(2® + ax + b)Q?

Xpi1 =
- Q(Qx - P
(Qz + P)(Pz + aQ) + 20Q* — 2Y,,(z* + ax + b)Q?
= (2.20)
(Qz — P)?
S
= —— 2.21
Qs Py 220
og ligning 2.10 som
R
X, | =— " 2.29
S Qe-py 222
sa far vi, at ligning 2.12 kan skrives som
(Pz — aQ)? — 4bQ(Qx + P) RS AC
Xpo1Xpi1 = = = 2.2
e (Qz — P)? (Qz — P)*  BD (2.23)
Vi skal altsa at vise at
(Qx — P)*BD. (2.24)

Antag at det ikke gaelder: Sa findes et irreducibelt polynomium f som er faktor i
(Qz — P), saledes at f gar op i (Qz — P)? i en hgjere potens end i BD, eller udtrykt
ved diskret valuation funktionen v (se bilag A afsnit A.4.)

vi((Qz — P)?) > v¢(BD)
Sa iflg. 2.23 har vi, at
f(2)|(Pz — aQ)* — 4bQ(Qx + P) =T (2.25)

da f gar op i (Qz — P)? flere gange end i BD, sa ma f ogsa ga op i T. Antag nu,
at f|R og f|S (dette vises senere). Pr. konstruktion af f geelder nu at

fI(1=Y)2(2® 4 az + b) Q.

0g
FI(L+Y)% (2 4 az + b)Q3.



14 STEFFEN BACH HANSEN

Vi ved at sfd(Q, f) =1, da f ellers ville vaere en feelles faktor af P og (). Antag at
A=Y = fl(1-Yo)

fIL+Ya)? = fl1+Yy)
men det betyder, at
f|(1_Yn)+(1+Yn) =2

Men dette er en modstrid af at f er et irreducibelt polynomium, sa alt i alt giver
det os at

fl(@* + az +b).
Ved division med rest af 7’ med (Qx — P) far vi udtrykket
T = —(Qz — P)[P?’zx + (2* + 2ax — 4b) P] + (z* — 2a2* — 8bx + a*)Q?
Altsa har vi ogsa, at
fl(z* — 2a2* — 8bx + a?)
da f|T iflg. ligning 2.25. Udregnes diskriminanten A giver det os
A = (32 — 5ax — 27b)(x3 + ax + b) — (32% + 4a) (2" — 2a2” — 8bx + a?)

sa f|A # 0, men sa gar f op i en konstant, hvilket er en modstrid af konstruktionen
af f og sa er ligning 2.24 vist, hvis vi kan vise, at f|R og f|S.
Antag at f|R men at f{S. Ligning 2.21 siger, at

5 _¢
(Qu—P)* D
men da f {5, ma der galde, at
vi(D) = v;(Qx — P)* > 0. (2.26)

Den er stgrre end nul pr. konstruktion. Men sa gaelder jo ogsa, at v;(C) = 0, altsa
at f 1 C. Hvilket giver os fra ligning 2.23, da v¢(T") > 0, at

(AC)(Qu — P)* = (BD)T
Udtrykt ved valuationsfunktionen og ligning 2.26 giver det
vi(A) —vy(B) = vy(T)
Da sfd(A, B) = 1 medforer det, at vy(B) =0, sa
vi(BD) =v;(Qz — P)’

iflg. ligning 2.26. Men dette er en modstrid af den oprindelige antagelse om f, sa f|S.
Pa samme made vises at f|R. Vi har nu vist ligning 2.13, og lemmaet er vist. [

Korollar 2.7. Det gelder, at
d, =n?— (d_y — dy — 1)n +dy (2.27)

for allen € Z
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Beuvis. Induktion: For n = 0 bliver ligning 2.27: dy = 0 — (d_1 — dy — 1)0 + dy = d
ogforn=—1farvid_; =14+d_1 —dy—1+dy=d_; Antag nu at 2.27 galder for
n = k, vis at den gaelder for n = k 4 1. Iflg. ligning 2.8 galder, at

A1 = 2dp +2 — dpy
=2[k* —(d_y —dy— D)k +do] +2—[(k—1)* — (d_y —do — 1)(k — 1) + do]
=2k —k* =142k —(d_y —do — 1)k — (d_y — dy — 1) + 2dy — dy + 2
=k +2k+1—(d—do— 1)k —(d  —dy— 1)+ do
=(k+1)>=(dy—do— 1)(k+1) +dy

Ligning 2.27 geelder nu for n € N, men ligningen gaelder jo ogsa for n = —1, sa antag
nu at 2.27 gaelder for n = —k, vis at den geelder for n = —(k + 1). Vi kan genbruge
beviset fra fgr og fa:

dp1=2d p+2—d_p4a
=k 4+2k+1—(d 1 —dy—1)(—k—1) +dp
= (—k—1)?—(d_y —dy — 1)(=k — 1) +dy
Ligning 2.27 geelder altsa for alle n € Z og korollaret er vist. O

Med de to ovenstaende lemmaer og dette korollar til vores radighed er vi nu klar
til at vise Hasses saetning.

Seetning 2.8 (Hasse). Lad C,(F,) vere en elliptisk kurve pa formen 2.1. Sa er
Ip+1—1C,(Fy)| < 2v/p (2.28)

Beuvis. Substituerer vi resultatet fra lemma 2.5 ind i ligning 2.27 og bruger, at dy = p
far vi

dy=n>+ (p+1—4C,(F,))n+p=n>+an+p (2.29)
hvor a, =p+ 1 — £C,(F,). Vi vil nu vise, at 2. gradspolynomiet

2%+ a,x +p (2.30)

er > 0 for alle v € R. Da d,’erne > 0, da de jo er graden af polynomier, kan 2.30
ikke vaere negativ i et interval af leengde > 1 indeholdende n og n + 1. Hvis D er
diskriminanten, vil /D, vare et mal for afstanden mellem de to nulpunkter af 2.30,
1 0g T9, da

—B+\/5—(—B—\/5)|_|2\/5|_\/5

24 24

da A =11 vores tilfzelde. Men sa kan 2.30 ikke vaere negativ i et interval af laengde
< 1 mellem nogn+1,da D = af, — 4p er et heltal og kvadratroden af et heltal
er > 1. Den sidste mulighed der er, for at 2.30 er negativ for nogle x € R, er hvis
to pa hinanden fglgende d,’er er nul. Men to pa hinanden fglgende d,’er kan ikke
vaere lige, for hvis de var det, ville alle d,,’er vaere lige iflg. ligning 2.8, men dy = p er
ulige (da vi jo ser pa primtal p > 3). Sa specielt kan to pa hinanden folgende d,,’er
ikke veere lig nul. Vi har altsa vist at ligning 2.30, og dermed ogsa 2.29, ma have
diskriminant D < 0, dvs.

|171—$2| =|

D=a2—4p<0
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|ap| < 2/p.

Hasses saetning er hermed vist. O

Bemerkning 2.9. Hasses sztning geaelder ogsa for tilfzeldet p = 3, og det ses let pa
folgende made. Da der er 3 elementer i F5 far vi maksimalt 7 punkter der lgser ligning
2.1 nér vi teeller O med, altsi §C,(IF3) € [1, ..., 7]. Men det betyder, da 3 < 2v/3 at

13+ 1—#C,(F3)| <3 <2V3

og saetningen er vist for p = 3.

Eksempel 2.10 (Hasses satning i praksis). Betragt en elliptiske kurve y? = 2% +
ar + b i Fs5, der iflg. Hasse skulle have

5+1—tC(F;)| <2V5~4,5

altsa fC(Fs) € [2,...,10] Veelg nu y? = 23 + 22. Forst undersgger vi om den er glat
vha. ligning 1.2, og far

A = —4a® — 270" = [-32]5 =3 £ 0.

Punkterne pa denne elliptiske kurve er da O som altid, og det affine punkt (0,0),
altsa 2 punkter. Vi prover med y? = 2 + 3z og far

A= —4a® 270> = [~108]5 =2 # 0
de affine punkterne her er
(0,0); (1,2); (1,3);(2,2);(2,3); (3,1); (3,4); (4, 1); (4, 4)
plus O, alt i alt 10 punkter.

3. LENSTRAS FAKTORISERINGSALGORITME

Aritmetikkens fundamentalsatning siger, at de naturlige tal entydigt kan skrives
som produktet af deres primtalsfaktorer. Der er (sa vidt vides) imidlertid ikke nogen
hurtig made at gore dette pa, og rent praktisk er det alt for tidskrzevende bare at
dividere med 2,3,4,...,/n for at finde en primfaktor i n, hvis n er stor. Faktisk,
hvis man vil benytte denne metode til at faktorisere et 100 ciffer stort tal, der er
et produkt af to 50 ciffer store tal, ma man udfgre ca. 10%° divisioner. Antager vi,
at vi pa en computer kan udfgre 107'° divisioner i sekundet, vil det tage os 10~4°
sekunder eller ca. 1032 ar. Sammenlignet med universets alder pa omkring 5 - 10°
ar, ser vi tydeligt at denne metode ikke er brugbar. I dette kapitel skal vi se pa en
hurtigere og snedig metode til at finde en faktor i et sammensat tal n, nemlig Lenstras
faktoriseringsalgoritme, der gor brug af gruppestrukturen pa elliptiske kurver. En
vigtig brik i algoritmen, er folgende afbildning.
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Definition 3.1. Lad P = (X : Y : Z) € P?(Q) vere et punkt i det projektive
plan med X,Y, Z € Q, hvor ikke alle er nul. Vi ved fra kapitel 1 at vi kan skalere
indgangene, sa vi kan antage, at X,Y,Z € Z og at de ingen felles faktorer har. Vi
kan nu definere afbildningen
rp : P*(Q) — P*(F,)
som reduktionen af punktet P modulo p, dvs.
P=(X:Y:Z)—»P,=(X,:Y,:Z,)

hvor P, = (X, : Y, : Z,) # (0 : 0 : 0), da p ellers ville vaere en feelles faktor i
X, Y, Z € Z og dette ville veere i strid mod antagelsen.

Vi vil nu vise, at denne afbildning er en gruppehomomorfi.

Lemma 3.2. Reduktionen modulo p, v, : P2(Q) — P?(F,) er en gruppehomomorfi.
Dus, at r,(Py + Po) = rp(Py) +1,(P), altsa om man bruger gruppekompositionen og
derefter reducerer modulo p eller om man forst reducerer og sa bruger kompositionen,
er underordnet.

Bevis. Lad f(X,Y,Z) € Z[X,Y, Z] veere et polynomium tilhgrende polynomiums-
ringen Z[X,Y, Z], vi kan da skrive f som

f(X,)Y,7) = ZaiijinZk =0, aj €%

hvor summationsgraenserne er uden betydning til vores formal. Dette udtryk kan vi
reducere modulo p og vi far

(Z aiijinZk)p = 0.
Men er dette det samme som
fo(Xp, Yy, Zp) = Z (aijk)pX;tisz]f = 0p.

Svaret er ja, da reduktion modulo p er en ringhomomorfi, sa (z*), = (x,)". f(X,Y, Z)
er jo bare et polynomium, sa specielt kan det vaere en elliptisk kurve C over Q, og sa
vil 7,(C') ogsa veere en elliptisk kurve med koefficienter i F,, (medmindre p|A). Men
med kompositionen pa elliptiske kurver, vil P,Q, P xQ € C(Q) ligge pa en ret linie,
og da en linie ogsa er et polynomielt udtryk, vil ogsa r,(P), r,(Q), r,(P*Q) € C(F,)
ligge pa en ret linie. Altsa har vi, at

rp 1 P(Q) — P*(F,)
og specielt
rp: C(Q) — C(F,)
er en gruppehomomorfi, og vi har vist lemmaet. 0]

Vi far ogsa bruge for folgende lemma, se [1] s.68.

Lemma 3.3. Antag at C' : y?> = 23 +ax + b, hvor a,b € Q, er en elliptisk kurve og
at P er et punkt pa C. Da er P pa formen P = (, d%) eller 1 projektive koordinater

b
P:(%:ﬁzl):(ad:b:d?’)

hvor sfd(a, d) = sfd(b,d) = 1.
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Bevis. Antag at P = (%, %), hvor 17 og + er to uforkortelige broker og at M, N > 0.

Indseetter vi nu P i C far vi

nZ 3

m m
WZW—FGM—H) (31)
)

n*M?* = m*N? + amM>N? + bM> N (3.2)
Da venstre og hgjre side af ligning 3.2 er hele tal, ma der, nar vi dividerer med N2,
stadig sta et helt tal pa hgjre side og da N? { n> ma N?|M3. Pa samme made fas,
at M?|N?%. Men vi kan ogsa skrive ligning 3.1 som

) 3 N2 N2

n-=m ﬁ"—amﬁ"—b]\ﬂ
hvilket viser, at M3|N?, og det giver os, at
M? = N2
Seet nu d = &, der er et helt tal, da M?|N?. Da far vi:
N2 M3
2 = — = —— = M
M?  M?
0g
s_ N _ N
=1E =N
Altsd ma P vaere pa formen P = (&%, %) og lemmaet er vist. O

3.1. Lenstras ide. Ideen bag Lenstras algoritme bygger pa Pollards (p—1)-metode,
se [5] s. 25, og er som folger: Lad n € N og lad p veere et primtal hvorom der gelder,
at p|n. Veelg nu en elliptisk kurve C' og et punkt P € C(Q). Sa er r,(C(Q)) = Cy(F,)
og rp(P) = P,. Nu veelges k € N saledes, at 1C,(F,)|k, sa ved vi, at kP, = O,, se
[5] prop.3.5.2. 8.57. Vi ved ogsa fra lemma 3.3 at P er pa formen P = (ad : b: d*) €
C(Q), sa hvis vi erindrer at O = (0: 1:0), kan vi se at det geelder at

rp(P) = 0, & pld.
Men det vil altsa sige, da
rp(kP) = kr,(P) = kP, = (axdy, : by : d3) = O,

at p|dg. Men vi havde ogsa, at p|n, sa sfd(dg,n) > p, men hvis sfd(dg,n) < n sa har
vi fundet en divisor, og vi er faerdige.

3.2. Lenstras algoritme. Vi er nu klar til at give en beskrivelse af Lenstras fak-
toriseringsalgoritme, [1] s.133. Antag n > 2 ikke er et primtal, som vi gnsker at finde
en faktor i.

1: Beregn Dy = sdf(6,n).

a: Hvis Dy > 1 har vi fundet en faktor og vi er faerdige.
b: Hvis D; = 1 fortsaetter vi.

2: Velg tilfzeldigt 2,9, a € Z mellem 1 og n lad sa b = y?> — 23 — ax, pa denne
made har vi en elliptisk kurve C' : y?> = 2 + az + b og punktet P = (z,y)
som pr. konstruktion ligger pa C. Beregn ogsa A = 4a® + 27b% som jo skal
vaere forskellig fra nul, ellers ga tilbage til start af 2.

3: Udregn Dy = sfd(A,n) = sfd(4a® + 2707, n).

a: Hvis Dy = n, ga tilbage til 2 og vaelg et nyt a.
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b: Hvis 1 < Dy < n ved vi, at Dy|n og vi har fundet en faktor i n og vi er
feerdige.
c: Hvis D, — 1 fortsaetter vi.
4: Vaelget K € N> 1, og lad k£ = mfm(1,2, ..., K).
5: Udregn kP = (agdy : by : d3).
6: Udregn Dy = sfd(d, n).
a: Hvis D3 = n, ga til 4 og veelg et mindre k.
b: Hvis D3 = 1 kan vi enten ga til 2 og vaelge et nyt a eller vi kan ga til
4 og vaelge et mindre k.
c: Hvis 1 < D3 < n har vi fundet en faktor, og vi er feerdige.

Dette er i al sin enkelthed Lenstras algoritme, som altsa udnytter egenskaberne
ved elliptiske kurver til at belyse nogle tal, som varende kandidater til at faktorisere
n. Vi vil nu knytte et par kommentarer til de enkelte skridt i algoritmen.

add. 1: Hvis D; = sdf(6,n) = 1 gar hverken 2 eller 3 op i n.

add. 3: Her undersgges, om C), er en elliptisk kurve, for hvis Dy = sfd(A, n) =
n betyder det, at n|A og sa kan C, ikke veere en elliptisk kurve iflg. be-
meerkning 2.1. Hvis A = 0 vil Dy = sfd(A, n) = n, sa faktisk undersgges her
bade om C og C, er elliptiske kurver iflg. bemerkning 1.2.

add. 4: Iflg. ideen bag algoritmen vaelges & i hab om, at £C,(FF,)|k for et p|n.

add. 5: Ved beregningen af kP er der et par praktiske problemer. For det
forste vil P+ P+ ...+ P, k gange tage alt for lang tid at udregne, sa i stedet
benytter vi os af, at vi kan skrive

k=2 + 2%y + 2%ky + 22ks + ... + 27k,

hvor k; er enten 0 eller 1, herefter kan vi nu udregne

P() — P
Pl — 2P0 — 2P
P, =2P =2°P (3.3)

P, =2P,, =2P

Pa denne made far vi, at

szZPi

itki=1
Hvilket er meget hurtigere for store k, faktisk kan man klare beregningerne i
mindre end 2 log, (k) skridt. Naeste problem er, at udregningen af de rationale
koordinater af kP, for store k, igen bliver alt for regneteknisk kraevende. Det
ville veere meget lettere, at regne modulo n. Men da n ikke er et primtal,
er Z/nZ ikke et legeme. Problemerne opstar nar vi vil bruge formlerne for
at addere to punkter. Det er ikke givet at vi kan finde et inverst element til

(.’L’Q — 1'1) 1
\ = Y2 —
T2 — X1
eller til 2y i
322 +a
= T

Hvis vi alligevel prgver at regne pa fgrste tilfzelde, er der 3 mulige udfald.
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a: Hvis sfd(zy — x1,n) = 1 har x5 — x; et inverst element i Z/nZ (iflg.
lemma 3.4), sa vi kan bruge additionsformlen.
b: Hvis 1 <sfd(xs — z1,n) < n kan vi ikke bruge formlen, men vi har
fundet en faktor i n, sa vi er feerdige.
c: Hvis sfd(zy — z1,n) = n kan vi heller ikke bruge formlen, sa vi ma ga
tilbage til 2 og veelge en ny kurve, eller ga til 4 og vaelge et mindre &.
Pa tilsvarende made fas de samme 3 tilfaelde nar vi bruger fordoblingsformlen.

Lemma 3.4. Resten ved division med n af m, [m], er en enhed i Z/nZ hvis og kun
hvis std(m,n) = 1.

Bevis. Antag at sfd(m,n) = 1, da findes iflg. Euklid p, ¢ € N saledes, at mp+nqg = 1,
men reduceres dette modulo n far vi

[mp + ngl, = [mply + [ngln = [ma[pl, =1

Sa [m], er en enhed i Z/nZ.

Antag nu, at [m], er en enhed i Z/nZ. Sa findes der et k € Z, saledes, at [m],[k], = 1.
Da [m],[k], — [1]n = [mk — 1], = 0 ma der eksistere et [ € Z saledes, at mk+nl = 1,
men da er det eneste tal d, som bade gar op i m og n, d = 1, sa sfd(m,n) = 1, og
lemmaet er vist. UJ

3.3. Hvorfor er Lenstras algoritme smart? Som tidligere naevnt bygger Len-
stras algoritme pa Pollards (p—1)-metode. Fordelen ved Lenstra er, at nar algoritmen
af den ene eller anden grund ikke giver noget resultat, kan vi bare vaelge en helt ny
elliptisk kurve og dermed en ny gruppe, hvor vi i Pollards kun har gruppen (Z/nZ)*.
Altsa, vi har flere forsgg med Lenstra til at finde en gruppe hvorom det galder, at
tCy(Fy)|k , hvorimod vi med Pollard kun kan finde en primfaktor p i rimelig tid,
hvis den opfylder at p — 1 er et produkt af sma primtal oploftet til sma potenser. Se
[1] s. 132.

Til slut vil vi nu vise et eksempel pa, at Lenstras faktoriseringsalgoritme rent
faktisk giver en ikke-triviel faktor. Eksemplet er stillet som en opgave i [1] s. 144.

Eksempel 3.5 (Lenstras algoritme). Lad n = 199843247 vaere tallet vi gnsker at
finde en faktor i og lad den elliptiske kurve C' vaere givet ved

C:y*=2"+59z — 59

Veelg P = (1,1) og k = 16296, vi vil nu udregne kP(mod n) og se om det giver en
ikke-triviel faktor. Til udregningerne er MAPLE benyttet.

o Da 2'99843247=1 = 101742834(mod 199843247) er 199843247 ikke et primtal
iflg. Fermats lille seetning, se kor. 1.9.3 s. 20 i [5]

o 5fd(6,199843247) = 1

o A =4-59+27-(-59)% = 915503 og sfd(915503,199843247) = 1

e Vi kan skrive k = 16296 = 23 + 22 4 21 4 210 4- 99 4 28 4 97 4 95 4 23
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e Vi kan nu udregne 2P (mod 199843247) for i = 0,1,...,13 ved hjelp af
duplikationsformlen ved samme fremgangsmade som i formel 3.3.

2'P (mod 199843247)
D)
(959,199813548)
(140976106,178964503)
(142634722,33539717)
(149383726,113827137)
(5784508,152911406)
(139894866,196412831)
(169802754,196416866)
(11812898,62341168)
(13592075,60713669)
(41756751,77665319)
(162046219,1023294)
(171948746,183303558)
13| (116509380,17886653)

Vi addere nu disse punkter modulo n vha. de normale additionsformler.

(28 +25)P = (32573211, 64333866)
(23425 +2T)P = (122586107, 134071689)
(224250 + 2T+ 28 P (84524000, 69800545)
([Forrige sum] +2°)P = (118912774, 18013736) (3.4)
([Forrige sum]+ 2'9)P = (190955731, 104499251)
([Forrige sum] + 2P = (132762455, 427350)
([Forrige sum]+ 2'?)P = (3834541,80821724)

Vi er nu klar til at beregne kP = 2P + (234 2° + ...+ 2!%) P (mod n). Altsa
(116509380, 17886653) + (3834541, 80821724) (mod n)

Om vi kan udregne dette athaenger som tidligere naevnt af, om vi kan finde
den inverse til differensen af z-koordinaterne. Men ved udregning far vi:

sfd(116509380 — 3834541, 199843247) = 10289

Vi ser altsa nu, at algoritmen bryder sammen, men at dette netop giver os
den gnskede faktor i vores tal, og

199843247 = 10289 - 19423.

[ S —
MHO@OO\I@CN%W[\D)-‘O'—“
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BiLac A

A.1. Bezout. Vi beviser nu, at en ret linie snitter en elliptisk kurve praecis 3 gange,
hvilket er et specialtilfaelde af Bezout’s satning.

Satning A.1 (Specialtilfeelde af Bezout’s saetning). Lad k vere et algebraisk lukket
legeme, L en linie, C' en elliptisk kurve i P? pd Weierstrass normalform, med koor-
dinater i k, sa snitter linien den elliptiske kurve 3 gange (talt med multiplicitet).

Beuvis. Linien og den elliptiske kurve er givet ved fglgende maengder.
L =A{x,y € klay = fx+~}
C = {z,y € kly* = 2* + az® + bz + ¢}

t— 2
Vi kan nu parametrisere linien L, (;C) = ¢(t) = <a 5t ﬁ) og ser pa 2 tilfaelde.
a=20:
Nu far vi ved indsattelse af parameterfremstillingen:
g = (- %)3 +a(— %)2 +b( - %) + ¢ = konstant.

Denne 2. grads ligning har 2 nulpunkter iflg. algebraens fundamental saetning. Vi
undersgger nu, om linien L skaerer i O = (0, 1,0). Nar aw = 0 har linien L ligningen
0=pz+7y

med afbildningen
(x,y) — (X :Y:1).
Saet nu

T=—o0gy=—

X Y
A A

X
0:6?+7:6X+7Z
med afbildningen
(x,2) = (X :1:2).

Indseetter vi (0,0) — (0 : 1 : 0) ses, at L skeerer i punktet O, sa L har 2+ 1 = 3
skeeringer med C'.

a#0:

Indsaetter vi parameterfremstillingen i ligningen for C' fas:

2,2 At AY: 7
B4t —(at ﬁ) +a(at ﬁ) +b(at 5)4—0

Y

0=0a’t’+ ... = f(2)
Sa f er et 3. grads polynomium, og da k er algebraisk lukket, siger algebraens
fundamentalsatning, at f har 3 rgdder. Vi undersgger nu, hvornar linien L skarer
linien Z = 0. Pa samme made som fgr far vi

—aY + X +~vZ2 =0

men den skeerer Z =01 (5:1:0) 7 (0:1:0). Da vi allerede i afsnit 1.2 har set at
linien Z = 0 skeerer O tre gange, er setningen hermed vist. O
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2=(xl)"3+a*(xl)"2+h*zl+c, (v2)"2=(x2)"3+a*
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R Y

simplify{(n-u)*x-v1l-n*z3+y3+u*xl, {(v1)" 2=
(zl)™3+a* (xl)"2+h*xl+c, (v2 ) 2=(x2)"3+a*(x
21 24h*nZ+e, (v3 ) 2=(x3) " F+a* (23" 2+h*®x3+c
P

0

Ficur 2. Skaermbillede af MAPLE V

23

Bemerkning A.2. Heraf ses altsa, at en lodret linie skaerer kurven 2 gange i det
affine plan og 1 gang i punktet i uendelig.

A.2. MAPLE. Vi har sat MAPLE til at regne pa de udledte udtryk, og taget et
skeermbillede af det, se figur 2.

A.3. Legendre.

Saetning A.3. Lad p > 2 vere et primtal, og std(a,p) = 1, og lad ( )l betegne
Legendre symbolet, da gelder

(3), =7
— = Qq 2
p/l

a
p
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Beuvis. Hvis (%) = 0 betyder det, at a =01 F,, sa a’s =0.
P/l 4

Hvis (£), =1 sa 3z : 5 = a, men

=1
da 27! = 1 for alle x € (Z/pZ)*, den multiplikative gruppe, sa er vi faerdige da
p—1 p—1
‘,I;O =a 2 .
Hvis %)l = —1, sd har 22 = a ingen lgsning. Dvs,

Vi, (1<j<p-1) Ni#£jij=a

Disse (i, j)-par er der 21 af, da der er p — 1 muligheder for valg af j og (ij) = (ji)

Der galder, at ’
l--(p—1)=-1
da 1 og p — 1 er de eneste elementer i gruppen, der er deres egne inverse, sa 2 - 3 -
(p—2)=1menp—1=1p—1=—1. Sammensatter vinu 1 -...- (p — 1) sa vi
far alle ij-parrene sat sammen, har vi altsa vist fglgende

p—1

a 2?2 = (21]1)(22]2) tat (ip—ljp—l) =1-...- (p — ].) = (p — ].)' =-1
og det gnskede er vist. O

A.4. Diskret valuation funktionen.

Definition A.4. Lad f € Fp[X] vaere et irreducibelt polynomium. Den diskrete
valuationsfunktion v; : Fp[X] — N er en funktion, der for en given funktion g €
Fp[X] forteeller, hvor mange gange f gar op i g, altsa hvis vf(g) = n har vi at
g = f"h, hvor sfd(f, h) = 1.

Bemerkning A.5. En enkelt regneregel for v; er som folger: Lad f|g a gange og lad
f|h b gange, da vil f|gh a + b gange, sa v;(gh) = v;(g) + v;(h)
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