Matematisk Analyse 2 F06 NOTE 6

Note 6

Dementi

Jeg har abenbart faet bildt jer noget veerre vrgvl ind, som jeg hermed ma
treekke 1 mig igen: Det er ikke rigtigt, at blot fordi en funktion er lige, er
samtlige dens Fourierkoefficienter med et ulige nummer 0. Se fx den sidste
afleveringsopgave, som der er en besvarelse af i denne note, eller Eksempel 8
pa side 9 i Fourierrackkenoterne.

Hvad der derimod er rigtigt, er at integralet af en ulige funktion henover
et symmetrisk interval omkring 0 er 0, og dette lille resultat kan sagtens
veerre nyttigt.

Lemma 1. Lad g: I — R wveere en integrabel funktion defineret pa et sym-
metrisk interval I omkring 0. Antag at g er ulige, altsa at g(—z) = —g(z)
for alle x € 1. For ethvert positivt tal a sd [—a,a] C I geelder, at

/ g(z)dz = 0.

Bewvis. Vi benytter simpelthen indskudsreglen for integraler, og laver sub-
stitutionen y = —x i det fgrste integral:

[ swe= [ gyt [ gyis
_ / g(—a)do+ /O g}
= /aog(a:)dx+/0ag(37)d$a

og denne sum er klart 0. O

Det er ogsa rigtigt, at produktet af to ulige funktioner er lige, produktet
af to lige funktioner er lige og produktet af en lige og en ulige funktion er
ulige (bare se pa f(—x)g(—z) og gennemga de forskellige muligheder). Pro-
blemet er, at jeg havde faet mig selv, og jer, overbevist om at funktionerne
e, givet ved e, (z) = €™ er lige for n lige og ulige for n ulige, hvilket aldeles
ikke er tilfeeldet.

Til gengeeld kan man sige noget lidt andet, ganske uathesengigt af n: Vi
har jo at €™ = cos nw+isin nx, og derfor er realdelen af e, en lige funktion,
mens imaginerdelen af e, er en ulige funktion. Da man kan integrere real-
og imaginaerdele hver for sig, far vi derfor folgende
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Lemma 2. Lad f € Cy vere en stykkevist kontinuert funktion. Antag
at  udelukkende antager reelle verdier. Sa geelder, at hvis f er lige, er
Ime,(f) =0 for alle n. Tilsvarende geelder, at hvis f er ulige er Rec,(f) =
0 for alle n.

For en lige funktion er samtlige Fourierkoefficienter altsa reelle, mens
de for en ulige funktion er rent imaginaere. Yderligere geelder for en lige
funktion, at ¢, = ¢_,,, og for en ulige funktion geelder at ¢, = —c_,, for alle
n € 7. Beviset for disse pastande overlades til den ivrige eksamenslaesende.

Afleveringsopgaver

Aflevering 1 (Ovelse 2.5.7). Lad funktionen f: [0,00) — R wveere givet ved
f(x) =+/x. Brug Taylor-polynomiet for f udviklet omkring 100 til at finde
en tilnermet verdi for \/99. Giv et overslag pa ngjagtigheden.

Besvarelse. Det bemaerkes at f er (vilkarligt ofte) differentiabel pa inter-
vallet (0, 00), saledes specielt i 100. De afledte er givet ved

F@) = 5= = 4
f”(l') — —Tlx—3/2

og saledes er f(100) = 10, f'(100) = 15 og f”(100) = =t - 1055 = 7505

4 1000 — 4000°
Derfor er Taylorpolynomiet T3 f for f af grad 2 givet ved

2 (n) 1
T0f(x) =) —— A "9~ 100)"
n=0

1
=10 + —(x — 100) —

0 —(z — 100)>.

8000
Vi finder derfor at en approksimation til 1/99 er

1 1 79201
T)%F(99) =10 — — + —— = —
1(99) 10 - 8000 8000
Vi far en vurdering af ngjagtigheden af denne approksimation ved hjeelp
af Korollar 2.2.2, som fortaller at stgrrelsen af fejlen |f(99) — 7% f(99)|
kan vurderes opad, safremt vi kender et tal M sa |f®)(z)] < M for alle x
mellem 99 og 100. Idet

fI”(SL’) _ §x5/2
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og [ saledes er aftagende, finder vi at M = f"(99) = 29972 ~ 3.85-10~°
dur. Korollaret fortaeller nu at

M
| £(99) — T30 £(99)] < §|99 —100]* ~6.4-107" < 107°.

Fejlen er altsa mindre end en milliontedel.

Hvis man ikke bryder sig om ovenstaende, fordi man ikke kan beregne
M uden en lommeregner, kan man i stedet bruge M = f”’(81). Denne er jo
eksakt

31 1

895 ~ 8.39

og ovenstaende vurdering bliver derfor i stedet

1
< =
= 24.310 944784

Som forventet er denne vurdering ikke helt sa god som den forste, da vi jo
kunne have valgt et mindre M. A

|£(99) — T, £(99)

Aflevering 2 (Ovelse 2.5.17).
(a) Gor rede for, at rekken
= 1
— 1
2o (1)
konvergerer for ethvert x € R.

(b) Vis at reekken konvergerer uniformt pa R. Gor rede for, at dens sum-
funktion f: R — R givet ved

er kontinuert pa R.
(c) Vis at lim, . f(x) = 0.

Besvarelse. Idet det for ethvert z € R geelder, at 2> > 0 har vi at 0 <

m%r#nQ < % Da rackken
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vides at veere konvergent, fglger af sammenligningskriteriet at ogsa den
givne rackke (1) er konvergent.

Faktisk folger endnu mere af det netop sagte. Thi hvis vi lader M,, = %
har vi en summabel fplge af tal, som majoriserer funktionerne x — -5
pa R, og sa folger af Weierstral’ M-test (ogsa kendt som majorantkriteriet
og i dette kursus Seetning 2.5.1), at raekken (1) konvergerer uniformt og
absolut pa R.

Da sumfunktionen f er den uniforme graense for funktionsfglgen fy: R —
R fastsat ved

IO g

1x2+n2’

og hver af disse abenlyst er kontinuerte, folger af Seetning 2.3.8 at funktionen
f selv er kontinuert.
For ethvert z € R og ethvert N € N geelder at

N 0o

1 1
0§f@)£2m+2ﬁ (2)
n=1 n=N+1
Idet 7, % er konvergent, findes der for et givet € > 0 et N € N, sa halen
o i1 oz < €/2. Idet ﬁ — 0 for x — oo for ethvert n, kan vi finde et
X € R saledes at der for ethvert x > X geelder, at
1 < €
x24+n? ~ 2N

forallen = 1,..., N. Men sa folger af vurderingen (2) ovenfor, at for z > X
er |f(z)| < e, og derfor har vi at f(x) — 0 for z — co. A

Aflevering 3 (Opgave 3 fra Ugeseddel 3).

(a) Vis, at potensreekken

o0

Z(Qn +1)2" (3)

n=0

har konvergensradius 1. Begrund, at reekken er divergent i ethvert punkt
af konvergenscirklens rand.

(b) Seet

f(z) = Z(Qn +1)2"

n=0



Matematisk Analyse 2 F06 Afleveringsopgaver

for z € C, |z| < 1. Find en potensrekkefremstilling af funktionen
g:{z € C | |z] < 1} — C givet ved g(z) = f(z) — z2f(2), og vis
herved at

_I+z
C1—-z

9(2)

Udregn f(z) for ethvert z € C, |z| < 1.

(c) Find summen af rekken

2n+1
4
- (4)
n=0
Vais, at
= 2n+1 4 22
n_ 4 5
2Tt T ey ©)
og find summen af rekken
> 4p+1
_1)\P
NN (6)
p=0

Besuvarelse. 1det potensraekken (3) er pa formen ) a,z", og koefficienterne
a, fra et vist trin er forskellige fra 0 (faktisk er det dem alle), betragter
vi kvotienten 3”*; mellem de numeriske veerdier to pa hinanden fglgende
koefficienter. Idet denne abenlyst har greenseveerdien R = 1 for n — oo,

folger af Seetning 3.2.5 at dette er konvergensradius.

Antag |z| = 1. Absolutveerdien af et led i (3) er sa |(2n+1)2"| = 2n+1.
Heraf ses, at leddene (2n + 1)z" ikke gar mod 0 for n — oo, og derfor kan
reckken (3) ikke veere konvergent for et z med norm 1.
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Ved szdvanlige manipulationer far vi at

hvor det ved (*) er udnyttet, at konvergensen ikke sendres ved at gange
en konstant (i dette tilfzelde 2) pa ethvert led i reekken, ved (**) er et
enkelt led pillet fra den forste sum (halen er jo stadig konvergent), og der
er skiftet variabel i den anden. Ved (@) benyttes, at hvis to raekker vides
at veere konvergente, er raekken af ledvise differenser ogsa konvergent, og
endelig genkendes (det meste af) den geometriske reekke. Hvis man vil veere
pedantisk er (@) den gnskede potensrackkefremstilling af g, og hvis man vil
veere endnu mere pedantisk er potensreckkefremstillingen af g > 7 b, 2"
hvor by = 1 og b, = 2 for n > 0. Fra dette lukkede udtryk for g finder man
let

for |z] < 1.
Rackken (4) er simpelthen f (%), og jf. det netop fundne udtryk er dette
1+3

a-1 ="
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Tilsvarende er (5) simpelthen f(%), og dette udregnes til

1+3i  1+43i
(1—1Li2 ~ 23—
(14393 +14)
&+1
£ G+ ¥
4 22

=35 25

Fra Matematisk Analyse 1 ved vi, at en reekke af komplekse tal er kon-
vergent, hvis og kun hvis reekkerne bestaende af henholdsvis realdelene og
imagineerdelene af leddene er konvergente (og i tilfeelde af konvergens passer
greenseveerdierne sammen ,som de skal“). Ser vi pa reekken (5) har vi, at
leddene er enten reelle (for n lige) eller rent imagineere (for n ulige). Vi har
derfor at

8
8

2(2p) +1 2 i4p+1
_ - (—1)P.

3:
b

Aflevering 4 (Opgave 3 pa Ugeseddel 4). Betragt potensrekken

3 %z" (8)

(a) Vis, at rekken har konvergensradius R = oo.

(b) Idet vi lader f: C — C betegne potensreekkens sum, altsd setter

skal man vise, at

for ethvert x € R.
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(c) Idet vi definerer funktionen g: R — R ved

g9(z) :ZnHaf”

n!
n=0

/ g(t)dt = xe®
0

(d) Vis, at f(z) = 2* + 3xe® + €® for alle x € R.

skal man vise, at

for ethvert x € R.

Besvarelse. 1det samtlige koefficienter i (8) er forskellige fra 0, betragter vi
kvotienten

(n+1)2/(n+2)2_(n+1)3

n! (n+1)!  (n+2)2

og da denne har graenseveerdien oo for n — oo, er dette konvergensradius
for reekken (8).

Vi har nu (fra Seetning 3.2.8), at potensraekken som definerer f konver-
gerer uniformt mod f pa enhver begraenset delmaengde af C, og dermed
specielt for enhver begraenset delmaengde af R. Betragter vi en sadan, som
omfatter intervallet mellem 0 og et givet x € R har vi, at vi kan integrere
f ledvist jf. Seetning 3.2.15. Saledes er

o0

v n+1n+1
/Ofu = >,

n=0
oo

n=0

Seetning 3.2.15 forteeller tillige, at den definerende potensraekke for g har
konvergensradius oo, og med samme argument som ovenfor finder vi, at
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Fra analysens fundamentalszetning og de to netop viste identiteter folger,

at
d x x x
g(z) = %xe =e +xe
0g
d d, . 2 x x 2
f(x) = %(:pg(:p)) = %(IEG + x%e®) = €* + 3ze® + x’e
A
Aflevering 5 (Opgave 3 fra Ugeseddel 5). Betragt potensrekken
ot
Z n(n+1) (9)

n=1
(a) Vis, at potensrekken (9) har konvergensradius R = 1.

(b) Vis at (9) konvergerer for ethvert z € D = {w € C | |w| < 1}, og at
sumfunktionen g: D — C defineret ved

zn+1

9(z)=> nln+1) (10)

n=1

er kontinuert.

(c) Lad f:[-1,1] — C wvere restriktionen af g til [—1,1]. Vis, at f er
differentiabel pd det indre (—1,1), og at den afledte her er givet ved

f'(x) = —log(1 — ).

(d) Vis, at
flx)=(1-=2)log(l—2z)+=x
forx e (—1,1).
(e) Vis, at
=
; iD= 2log2 — 1.
(f) Vis,

> m =1 (11)

n=1
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Besvarelse. 1det vi observerer, at potensraekken (9) er pa formen »_ a,z"
med a, = 1/n(n — 1) for n > 2 og ap = a; = 0, betragter vi kvotienten
|an|/|ans1] = 25, Idet denne har graenseveerdien 1 for n — oo, folger af
Seetning 3.2.5 at dette er konvergensradius for potensrackken (9).

For et vilkarligt 2 € D og n > 2 har vi vurderingen

(n—l)n| C(n—=1n = (n—1)2

Z" 1 1
<

Da raekken > 7, ﬁ er konvergent, fglger af WeierstraR’ M-test, at rack-
ken (9) konvergerer absolut og uniformt pa D. Da hver afsnitssum definerer
en kontinuert afbildning D — C, folger af Saetning 2.3.8 at graensefunktio-
nen g ogsa er kontinuert pa D.

Fra Seetning 3.2.12 fplger direkte, at f er differentiabel pa (—1,1), og

tillige at den afledte er givet ved

Fo=y 5=yl

For t € (—1,1) tilhgrer —t det samme interval, og sa folger fx af Ovel-
se 3.2.19(b) at

f'(t) = —log(1 —1t).

Funktionen h: (—1,1) — R givet ved h(z) = (1 — z)log(l — z) + x er
klart differentiabel, og den afledte er

h'(x):—log(l—x)+(1—x)1 + 2 = —log(l —x).

—x
Da saledes f' = h' og vi desuden har at f(0) = h(0) = 0, ma vi have at
f(x) = h(z) pa deres feelles definitionsmeengde, (—1,1).

Da f er restriktionen af en kontinuert funktion er f selv kontinuert.
Derfor er

R
; nn+1) J(=1)
= lim f(x)

z——11

= lim (1—-2)log(l—2z)+=x

rz——11

= 2log2 — 1.

10
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Pa lignende vis kan vi beregne summen af reekken i (11) som f(1),
men problemet er at det lukkede og kontinuerte udtryk for f pa intervallet
(—1,1) ikke har mening for z = 1. Imidlertid geelder stadig at

—~ 1
; n(n+1) = /(1)
= lim f(x)

r—1~

= lim (1 —z)log(l —x) + =

r—1-

=1,

idet den linesere faktor 1 —x dominerer logaritmen, saledes at greensevaerdien
af det fgrste led er 0. AN

For vi gar i gang med den neeste aflevering er det pa sin plads at indfgre
lidt notation: Man har sjeeldent brug for sa store tal, som itereret anven-
delse af fakultetsfunktionen producerer, og derfor har man valgt at lade to
udrabstegn efter hinanden have en lidt anden betydning. For et naturligt
tal n betyder n!! produktet af alle de positive naturlige tal < n der har
samme paritet som n. Fx er 8!l =8-6-4-2 =384, og 5! =5-3-1=15.
Vi har séa fx generelt at n! = n!l- (n —1)!1, og (2n)!! = 2"n!. Bemaerk, at da
der ikke er nogle positive naturlige tal som er mindre end eller lig 0, er O!!
savel som 0! det tomme produkt, der som bekendt er lig 1.

Aflevering 6 (Opgave A fra Ugeseddel 6).
(1) Vis, at potensrekken

Z 2" A
(2n+ )N

n=0

er konvergent for alle z € C.

(2) Lad f(x) betegne summen af rekken ovenfor for x € R. Vis, at f er en
losning til differentialligningen

dy
oy = 1. 12
0 T 2y (12)

(8) Vis, at der gelder

for x € R.

11
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Besvarelse. Omskrivningen

oo

n 2n
2n+1 2\n
"~ 2n 1 1)1 xz Gn i)

n

viser, at vi (bortset fra en faktor x), kan betragte den givne raekke som en
potensraekke i z2. Koefficienterne a,, er si d&benbart 27/(2n + 1)!! for n > 0,
og ingen af disse er 0. Kvotienten

lan| 2" (2n+3)!!  2n+43
lane1]  @Cn4+DN 201 2

har klart greenseveerdien oo for n — oco. Altsa konvergerer den givne rackke
for alle x € C med |2?| < oo, hvilket vil sige for alle z € C.

Seetning 3.2.12 forteeller, at f er differentiabel, og at den afledte er givet
ved

o 277/
/ . 2n
x)_1+zl(2n—1)!!x

Vi finder derfor at

_HZ (2n —1)!

=1.

0 on+1 .
f(@) = 2uf(e _HZ 2n—1 _ZO 2n+1)!!‘”2 -
RN cresyi

(
2n—1
1

Funktionen h: R — R defineret ved

er differentiabel med afledt
W(z) = 2ze” /x e Cdt + e e
= 2xh(:v)0+ 1
som kan omskrives til h'(x) —2xh(z) = 1. Altsa er h en lgsning til differenti-

alligningen (12). Vi har desuden at f(0) = h(0) = 0. Jeevnfor Seetning 5.2.5
og de foregaende sider folger sa at f = h. A

12
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Aflevering 7 (Opgave 20 i Fourierraekkenoterne). Bestem Fourierrekken
for den 2m-periodiske funktion f € Cg, der er givet ved

f(ty=+¢

forte (—m, ).

Er rekken uniformt konvergent? I bekreeftende fald mod hvad? Kan du
besvare sporgsmalene uden at have regnet rekken ud?

Bestem summen af rekkerne

> 1 =1
Z(—l)k lp 09 ZF' (13)
k=1 k=1

Besvarelse. Vi bemaerker forst, at normaliseringsbetingelsen pa f giver at
f(m) = f(—7) = =% Heraf ses, at f faktisk er kontinuert, og stykkevist
kontinuert differentiabel.

Fourierkoefficienterne, for n # 0, beregnes saledes:

2ren(f) = ' f(t)e ™dt

= / ’ 2= ¢
—Tr

l - 2t [T .
— [_t2671nt] :7 = te*lntdt
n =T n

og for n = 0:

Altsd er

13
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og Fourierraekken er derfor

m n 2 wnt
32 e
n0

Normen af et led i summen er n—22, og Weierstralt’ M-test forteeller sa, at
Fourierrackken konvergerer uniformt. Graensefunktionen er f, da f € Cg.

Som naevnt i begyndelsen er f kontinuert og stykkevist kontinuert diffe-
rentiabel. Altsa opfylder f netop betingelserne i Hovedsaetning 1 pa side 25,
og vi kunne derfor pa forhand vide, at Fourierrackken for f konvergerer u-
niformt pa R mod f.

Vi har derfor at

0=7r(0)=

| A,
-
1
SN—
3
S| o
I
]
—
L
N—
5
S|

og heraf far vi

n=1
Vi har at
1 (", 1 m
=— [ tdt=—[)__.=~—
=57 [t =5l =5
og Parsevals identitet, Seetning 5 pa side 40, forteeller sa at
m B m = 4
5 9 4 oat
n0
B ™ = 8
N 9 n=1 TL4

hvoraf fas at

A

Som saedvanlig er rettelser, spgrgsmal og kommentarer af enhver art
velkomne.

Rasmus Villemoes
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