Matematisk Analyse 1 F06 NOTE 5

Note 5

Traditionen tro har jeg her efter kvarterets afslutning besluttet mig for at
lave en besvarelse af det forlgbne kvarters afleveringsopgaver. Mit formal
med disse besvarelser er ikke at vise ,,den eneste rigtige made” at lgse opga-
ven pa (for som oftest findes der ikke en sddan), men derimod blot at give
eksempler pa hvordan man kan gribe en opgave an. I samme and har jeg
forsynet besvarelserne med flere kommentarer end der egentlig er ngdvendig
i en aflevering, fordi jeg gerne vil ggre opmeerksom pa, hvorfor man bgr fa
lige preecis den ide, eller hvorfor vi bgr kigge nsermere pa dette udtryk.

Afleveringsopgaver

Aflevering 8 (Afstand fra punkt til meengde). Lad Y C R™ vere en ikke
tom delmengde af R".

(a) Beuis, at hvis © € R™, sa har mengden
A ={llz—yll |y eV}
et infimum saledes, at fastscettelsen
f(z) =inf A,

definerer en funktion f: R" — R.
(b) Vis, at hvisx € Y, sa er f(x) =0.
(c) Beuis, at

|f(z1) = f(z2)] < [lz1 — 22|

for alle x1, x5 € R™.
(d) Slut af (¢), at f er uniformt kontinuert pa R™.
(e) Vis, at hvis Y er lukket og x € Y, sd er f(x) > 0.
(f) Vis, at hvis Y er lukket, sd er

Y ={zeR"|f(z) =0} (1)

Losningsforslag. (a) Idet meengden Y ikke er tom, findes der et element
Yo € Y. Derfor findes der ogsa et element i maengden A, nemlig det reelle tal
|z —yol||. Da meengden er nedad begraenset (idet ethvert element i meengden
er storre end eller lig 0), har vi jf. Seetning 3.13 (infimum-egenskaben) at
A, har et infimum. (b) For ethvert x € R™ geelder, at 0 er en nedre greense
for A,. Hvis * € Y har vi, at ||zt — x| = 0 € A,, s& 0 er den storste
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(mulige) nedre greense. Altsa er f(z) = inf A, = 0 for x € Y. (c) Idet
f(z2) = inf A,,, har vi for ethvert y € Y at f(z2) < [Jz2 — y||. Jf. den
seedvanlige trekantsulighed geelder sa, stadig for ethvert y € Y, at f(xq) <
|xe — z1|| + ||z1 — y||. Men sa er tallet f(x2) — |2 — 1| mindre end eller
lig ethvert af tallene ||z1 — y/||, altsd mindre end eller lig ethvert af tallene
i meengden A,,. Med andre ord er f(zs) — ||zo — x1|| en nedre graense for
A,,, og derfor er f(x2) — ||z — x| < inf A,, = f(z1). Flytter vi lidt rundt
ser vi at

fxa) — fm1) < g — 2.

Det samme argument, hvor z; og x5 bytter roller, viser at f(z1) — f(z2) <
||xe — x1]|, s& vi har faktisk at

|f(z2) — f(z1)] < |l — 2.

(d) Lad € > 0 veere givet. Hvis vi saetter 6 = ¢, har vi for ethvert par
af punkter z1,2o € R" at hvis |21 — x2| < 0, s& er |f(x1) — f(x2)] <
|1 — x2]| < § = € jf. (c), og derfor er Definition 6.29 opfyldt for dette o.
(e) Antag Y er lukket, og lad z € R"—Y. Idet Y er lukket, er pr. definition
komplementet R™ — Y aben, og da vi star med et punkt herfra, ledes man
naturligt til at benytte definitionen af en aben meengde. Vi veelger derfor et
r>0sa B.(x)={z€R"|||z—z|] <r} CR"-Y. Sa galder abenlyst for
ethvert y € Y at ||z — y|| > r (ellers ville y € B,.(x)), og derfor gaelder ogsa
at f(x) =inf A, > r > 0. (f) Vi har fra (b) at hvis z € Y, sd er f(z) = 0.
Antag omvendt at © € R" opfylder at f(z) = 0. S& ma x € Y, for ellers
ville det stride mod (e).

Bemeerk at det omvendte resultat i (f) ogsa geelder, nemlig at hvis en
meengde Y er lig med den meengde af punkter i R™ hvis afstand til YV er
0, sa er Y lukket. Prgv selv at gennemfgre argumentet for denne pastand,
eller snyd ved at finde laesebrillerne frem og udfyld hullerne i nedenstaende
kortfattede argument:

Lad z € R” — Y. Sa ma f(z) > 0, hvilket giver By(,)(z) C R™ — Y (Hvorfor?). Derfor er R"™ — Y
aben, hvilket vil sige Y er lukket. A

Aflevering 9. Lad a € R,. Vis, at funktionen f: [0,00) — R givet ved
f(z) = x%™* har savel en storste- som en mindsteverdi, og bestem dem.

Losningsforslag. Indledningsvis bemaerker vi, at f(z) > 0 for alle x > 0, og
f(0) = 0. Derfor er 0 et globalt minimumspunkt for f, og minimumsveerdien
er 0.

Det ses klart at f er differentiabel pa det indre (0, 00) af sin definitions-
maengde, og et eventualt globalt maksimumspunkt skal findes blandt disse
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punkter jf. ovenstaende. Altsa skal et globalt maksimum for f sgges blandt
de kritiske punkter for f. Den afledte funktion f’: (0,00) — R er givet ved

fl(r) =ax"te™ — 2% " = 2" e (a — ), (2)

og det eneste nulpunkt for denne er a, idet de to forste faktorer altid er
positive.

At a faktisk er et globalt maksimumspunkt kan vises pa flere mader.
Den enkleste er nok at se pa fortegnene for f’. Disse er lette at finde pga.
den enkle formel (2), og vi ser straks at f'(x) > 0 for 0 < = < a og
f'(x) < 0 for x > a. Derfor folger af Korollar 7.16 at a er et strengt globalt
maksimumspunkt. Man kan ogsa differentiere f endnu engang og paberabe
sig Korollar 7.18. Under alle omsteendigheder er maksimumsveerdien f(a) =
a‘e“. A

Aflevering 10. Lad R = [a,b] X [c,d] C R? veere et lukket rektangel, og
lad f: R — R wveere en kontinuert reel funktion pa R, og lad funktionen
g: [e,d] — R veere defineret ved

b
mwz/fmww

fory € [c,d]. Bevis, at g er kontinuert.

Lasningsforslag. Idet f er kontinuert, har vi at for ethvert y € Y er funk-
tionen f(—,y): [a,b] — R ogsa kontinuert, og derfor integrabel over |[a, b].
Derfor er g veldefineret. Vi bemaerker, at da domaenet for f er lukket og
begraenset, er f faktisk uniformt kontinuert.

Lad os analysere opgaven: Vi skal vise at g er kontinuert, hvilket som be-
kendt vil sige kontinuert i ethvert punkt af domeenet. Lad derfor yy € [c, d].
Vi minder om, at g siges at veere kontinuert i dette punkt hvis betingelsen

Ve > 036 > 0Vy € [e,d] : [y —yo| <0 = |g(y) — g(wo)| < e.

Opgaven er med andre ord at ggre storrelsen |g(y) — g(vo)| ,lille” hvis blot
afstanden mellem y og g er passende lille. Derfor er det en god ide at starte
med at se pa denne stgrrelse:

) = 9l =| [ fleg)de— [ sG]
= ’/ f(l’,y)-f(l’,yo)’

b
g/ﬂﬂaw—f@wmm;
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hvor jeg i de sidste linjer har benyttet Seetning 8.10. Man skal nu fa den
ide, at et integral af en ikke-negativ funktion er ,lille*, hvis blot integranden
er lille. Idet integranden heldigt nok er en forskel pa f-veerdier i to ,neer-
liggende” punkter, nemlig (z,y) og (z,yo), er der en god chance for at den
uniforme kontinuitet af f redder dagen.

Lad altsa ¢ > 0 veere givet. Vi kan, fordi f er uniformt kontinuert,
veelge et 0 > 0 med den egenskab, at hvis ||(z1,y1) — (z2,y2)|| < 0, s& er
|f(w1,y1) — f(22,92)] < 7% . Pastanden er at dette ¢ ,virker”. Lad derfor
y € [c,d], og antag at |y — yo| < 0. S& har vi for ethvert = € [a,b] at
Iz, y) — (x,90)]| = |y — yo| < 9§, og derfor geelder altsa pr. valg af § for
ethvert = € [a,b] at [ f(z,y) — f(z,%0)| < 3= . Men sa er

b b
[ 1) = rwlis < [ e =

hvilket viser at g er kontinuert i yy. Da dette punkt var vilkarligt, er ¢
kontinuert. JAN

Aflevering 11. (a) Vis, at

[y

= Y

]

:L,Qn

1+ 22

1
1+ 22

Il
o

for alle x € R og for alle n € N.
(b) Slut af (a), at der for alle n € N geelder

1 1 1 x2n
dr = s, + (—1)" | ——=dx,
/0 11220 ° +(=1 /0 1+22™

hvor

-1, + (=)™t !
Sn: R — —_— — e .. J—
3 9 2n—1

(c) Vis, at der for alle n € N geelder

1 2
" 1
0< dr < .
—/0 1+ 2 = g1

(d) Beuwis, at der for alle n € N gelder

1
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og slut heraf at
Z 21+ 1

1=0

Losningsforslag. (a) En formel jeg ved flere lejligheder har reklameret for
er

" =" n—i—1pi
= Z a” 't .
a—b i=0
Benytter vi denne formel for a = 1 og b = —2? far man straks at
1 — n 2n n—1

111‘2 Z 222

hvoraf det gnskede folger. (b) Idet sum og integration uden videre kan
ombyttes, far vi at

1n1 22
z 2@ n
1 d
/0 T2 / A L

1 0 1 xQn

— (—1)2/ idy + ( 1)/

Zo 0 o 1422

n—1 1 :L,Qn
— 1) 1 2141 1n/ d

;( )[214_11‘ ]x O+( ) 0 1"—.772 x

n—1 1 2

—1)* n
= ( ) + (- )"/ T e
20+1 o 14 a2
=0
1 2n
T

— 5, 4 (—1)" d

5+ ( )/01+:c2x

(c) Vi har for ethvert z € [0,1] at 0 < fi 5

Lo ! 1
—/0 1+ 22 x—/o e = [5r™" amg o1

Idet en stamfunktion til z — H% er arctan, er

< 2™, og derfor er

/1 L g [arctan ]} tan 1 tan0 = —
X = |jarctanx|,._, = arctan L — arctany = —
o 1+ a2 v=0 4



Afleveringsopgaver F06 Matematisk Analyse 1

og derfor

s LS| b2 1
Tool=l [ et sl =1 Tt <

Heraf folger klart at s, — 7§ for n — oo, hvilket preecis vil sige at reekken

— (=1
2 i+1

=0

DO

er konvergent med sum 7. A

Aflevering 12. Lad B;(0) = {x € R? | ||z|| < 1}, og lad f: B;(0) — R
veere en funktion med den egenskab, at de partielt afledte af f eksisterer
i alle punkter i B1(0). Vis, at f er konstant, hvis og kun hvis g—i(:p,y) =

g—g(x,y) =0 for alle (x,y) € B1(0).

Losningsforslag. Antag f er konstant. Sa er det klart at de partielt afledte
af f er 0 overalt.

Antag omvendt, at de partielt afledte er identisk 0. Lad zq € (—1,1)
og betragt funktionen g: I,, — R givet ved g(y) = f(=zo,y), hvor I,, er
intervallet {y € R | (z9,y) € B1(0)}. Det er klart at g er differentiabel
med differentialkvotient 0, idet Z—Z(y) = g—’yc(xo,y) = 0, og derfor fplger fra
Seetning 7.13 at g er konstant; lad os sige g(y) = f(zo,y) = ¢4 for alle
y € I,,. P4 samme made indses, at for fastholdt yo er f(x,yo) = ¢, for
alle x i et passende interval. Men sa har vi for ethvert punkt (x,y) € B;1(0)
at f(z,y) = f(x,0) = f(0,0), hvor det forste lighedstegn folger af at f er
uafheengig af andenkoordinaten, og det andet lighedstegn fglger af at f er
uatheengig af fgrstekoordinaten. Altsa er f konstant. A

Aflevering 13. Lad funktionen f: R — {0} — R vere givet ved
f(z) = z%e!/*.

) Find eventuelle lokale maksima og minima for f.

) Skitser grafen for f.

) Find eventuelle globale maksima og minima for f.

) Findes der et tal a sdledes, at funktionen g defineret ved

(

(a
(b
(@

(&) = {f(x) #0,

a z=0

er kontinuert pa hele R ¢ Begrund dit svar.
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(e) Undersgg, om de uegentlige integraler

INCE 0y [ s

er konvergente.

Losningsforslag. (a) Da f er defineret pa en dben mengde og er overalt
differentiabel, findes eventuelle lokale ekstrema blandt de kritiske punkter
for f. Den afledte funktion f': R — {0} — R er givet ved

—1
f(x) = 2zel/® + 22" . = e/ (22 —1).

Heraf ses, at det eneste nulpunkt for f' er x = % Man ser ogsa, at for
0 <z < ier fl() <0ogforz > 7 er f(x) > 0. Derfor folger af
Korollar 7.16, at % er strengt lokalt minimumspunkt for f (faktisk strengt
globalt minimumspunkt for funktionen f| ). (b) En del af grafen for f
er skitseret nedenfor:

8r

7F

-‘3 —‘2 —‘l l 2
(c) Det eneste potentielle globale ekstremumspunkt er det lokale minimum
1. Men idet e'/* — 0 for + — 0~ og dermed f(z) — 0 for z — 07, og
f(3) > 0, er 1 ikke et globalt minimumspunkt. (d) Som nezevnt har vi at
f(x) — 0 for x — 0. Hvis g skal veere kontinuert, tvinger det os derfor til
at veelge a = 0. Men for x — 07 har vi at 1/x — +o00, og derfor vil

61/m

(1/z)?

ga mod oo. Derfor vil g, uanset valget af a, ikke kunne veere hgjrekontinuert
i0.

flw) = a2l =



Afleveringsopgaver F06 Matematisk Analyse 1

Bemaerk, at hvis man s@tter a = 0 er g kontinuert pa (—oo,0] og pa
(0, 00), men dette er altsa ikke tilstraekkeligt til at konkludere at g er konti-
nuert pa R. (e) Jf. en passende modificeret version af Lemma 1 pa Note 4
eksisterer det uegentlige integral fi f(z)dz, idet det veesentlige blot er at
integranden har en endelig graenseveerdi for x — 07. Det ,implicitte hint“-
princip forteeller nu, at det andet uegentlige integral formentlig er divergent
(med dette mener jeg, at hvis man ikke har et mere, fagligt begrundet,
kvalificeret bud, kan man jo starte med at prgve at bevise dette. Hvis man
ikke kommer igennem med et sadant bevis, kan det jo veere fordi integralet
faktisk er konvergent). For alle ¢ > 0 har vi, jf. potensrackkefremstillingen
af eksponentialfunktionen, at e! > 1+¢+ % + %. Derfor far vi for alle z > 0
at f(z) > 2* +x + % + é. Men sa geelder jo for ethvert 0 < ¢ < 1 at

1 1 1
1
/f(x)de/x2+:c+%d:c+/ ad:c

og heraf ses let at fcl f(z)dx — oo for ¢ — 0F. Altsa er fol f(z)dz divergent.
A

Som ssedvanlig er rettelser, spgrgsmal og kommentarer af enhver art
velkomne.

Rasmus Villemoes



