Matematisk Analyse 1 F06 NOTE 4

Note 4

Her kommer en note om lgst og fast, som vi har snakket om i det forlgbne
kvarter. Desuden praesenteres en eksperimental metode til bestemmelse af
m, som man kan gennemfgre hjemme pa kgkkengulvet.

Spdrgetime

Der er sporgetime fredag den 24. marts kl. 10—c0. Festlighederne foregar
i Koll. H2.28. Jeg modtager meget gerne spgrgsmal pa forhand, sa jeg har
en chance for at give et nogenlunde velforberedt svar. Send en mail til
burner@imf . au.dk. Spgrgsmal af enhver slags er selviglgelig ogsa velkomne
pa dagen.

En stamfunktion

For et reelt tal a betragter vi funktionen f,: Ry — R givet ved f,(z) = z®.
Det er velkendt, at for a # —1 er en stamfunktion F,: Ry — R til f, givet
ved

xa—l—l
F.(x) = . 1
(0) = (1)
For a = —1 har vi den velkendte stamfunktion F_; = log. Man kan un-

dre sig over denne tilsyneladende “diskontinuitet” ved operationen “at tage
stamfunktion”. Funktionen f, er trods alt bade kontinuert og differentiabel
som funktion af bade x og a, og det samme gor sig geeldende for forskriften
(1) ovenfor. Men for a = —1 har udtrykket (1) ingen mening.

Imidlertid er det let at rade bod pa, thi en stamfunktion er jo som
bekendt ikke entydigt bestemt. Vi vil gerne definere en familie G, af stam-

funktioner til f,, som virker for alle a inklusive a = —1, og som i passende
forstand athesenger kontinuert af parameteren a. Vi definerer
xa-ﬁ-l 1 xa—l—l -1
Ga(z) (2)

S a+1 a+1 a4+l
for a # —1. Da G, kun afviger fra F, med en konstant, er den tydeligvis en
stamfunktion til f,. Vi definerer desuden G_; = log.

Hvorfor er situationen nu anderledes end med F’erne? Sagen er, at for
fastholdt z vil G,(z) konvergere mod log x for a — —1. Tricket er nemlig,
at vi har sgrget for at (2) er et “0/0-udtryk” for fastholdt x og a — —1.
Graenseveaerdien finder vi vha. I’Hopitals regel:

l,a-i—l —1= e(a-l—l)logaz -1 (3)
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sé den afledte af teelleren med hensyn til a er log z-e(1) 1082

blot bliver et 1-tal. Heraf konkluderer vi at

, Inens naevneren

a+l 1
lim & = logz = G_1(x). (4)

a——1 a+1

Flere stamfunktioner

Til TO er vi stgdt pa problemet at finde en stamfunktion til en funktion
pa formen x +— p(x)e*, hvor p er en polynomiumsfunktion. Vi har set
hvordan dette i konkrete tilfeelde kan lade sig gore ved blot at anvende
partiel integration n gange, hvor n er graden af p. Et alternativ var at lave
et kvalificeret gaet; maske findes der en stamfunktion af formen P(z)e**, og
ud fra betingelsen - P(z)e"® = p(x)ek giver dette tilstreekkelig information
til faktisk at bestemme koefficienterne i P.

Man kunne derfor forestille sig, at man kunne lave denne algoritme om
til en lukket formel for en stamfunktion til sadanne funktioner en gang for
alle. Lad os se hvad der sker: Lad p(r) = a,2" + a,_ 12" ' + -+« + a1 + ay,
hvor a, # 0. Antag desuden at k # 0 (ellers er ef* = 1, og vi skal derfor
blot integrere p, hvilket vi ved alt om hvordan man ggr). Vi geetter pa
at vi kan veelge polynomiet P til at have samme grad som p, og satter
derfor P(z) = b,x™ + b, 12" ' + - + byw + by. Opgaven er at bestemme
koefficienterne b; ud fra a; og k. Hvis P(x)e*® er en stamfunktion, ma vi
have at

(nbpa™ ™t 4 -+ 209z + by)e™ + k(b 4 -+ byix + by )e”
= (apx" + -+ + a1z + ag)e.

Hvis vi samler koefficienterne til 2' pa venstresiden, og i gvrigt husker at
ek £ ( for alle z € R, finder vi fglgende ligningssystem:

kb, = a,
nbn + ]{an,1 = ap—1

262 + k?bl = a
b1 + /{Zbo = Qayp-.

Med andre ord har vi ligningen kb, = a, og de n ligninger (i + 1)b;1 +
kb; = a; for i = 0,...,n — 1. I alt udger dette n + 1 linesere ligninger i de
ubekendte b;. I en konkret situation er det formentlig lettest at lgse disse
ved at finde b,,b,_1,...,b1, by 1 den raekkefglge. Men for at finde en generel
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lpsningsformel skal vi have noget lineser algebra pa banen. Ligningssystemet
(6) kan skrives pa matrixform som

k 0 0 0 0 b, Ay,

n k 0 0 0 bn—l Ap—1

0 n—1 k 0 0 bn,Q Ap—2

0 0 n—2 k 0 =1 . (7)
: : : o0 b ay

0 0 0 0 1 k bo aop

hvor altsa (n+1) x (n+1)-koefficientmatricen A bestar af k’er pa diagonalen,
og tallene n,n — 1,n — 2,...,2,1 umiddelbart under diagonalen, og 0 i
de resterende indgange. Idet determinanten af denne matrix er k™!, og
k # 0 (det er jo en nedre trianguleer matrix, og determinanten af en sddan
er blot produktet af diagonalindgangene), konkluderer vi umiddelbart at
ligningssystemet har en (entydig) lgsning.

Tilbage er altsa “blot” at finde den inverse matrix til A. Jeg vil ikke
treette jer med mellemregningerne, thi resultatet er sa uskgnt at regningerne
der fgrer dertil kun kan veere endnu grimmere. I stedet postuleres resultatet
nedenfor. Vi har brug for at indfgre folgende szerlige notation: For naturlige
tal m og a betegner m, produktet m-(m —1)-(m—2)---(m—a+1) =
m!/(m —a)! hvis 1 < a < m. Tallet a angiver altsi antallet af faktorer som
skal medtages.

= 0 e 0
—nk™?2 k1 0 . 0
nok ™3 —(n—1)k2 k1 o - 0
gkt =1k —m—2k2 k' o0 o] ©®
: : : ST |
+nlk= D) £ (n— D)k £(n—2)k~ D o k72 !

Fortegnene i den nederste reckke er naturligvis ikke arbitreere. Systemet
i ovenstaende virvar er, at den ij’te indgang i ovenstdende matrix (hvor
indgangen gverst til venstre har nummer 1, 1) er

0 fori < j

¢y =S k7t fori=j (9)
(-1 (n+1—yj);k " fori>j.

Bemeerk, at hvis vi indfgrer konventionerne mg = 1 og m, = 0 for a < 0

kan den nederste linje bruges som forskrift for samtlige indgange.
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Idet a betegner sgjlevektoren (a,, a,_1,. .., a1, ao) og tilsvarende b spjle-
vektoren (by,b,_1,...,b1,by) har vi som bekendt at lgsningen til ligningssy-
stemet er b = A~'a. For at omsaette dette til en formel for b,, r =0, ..., n,
skal vi holde tungen lige i munden: Tallet b, er den (n+ 1 —7)’te koordinat
i vektoren b. Denne koordinat fremkommer som det indre produkt mellem
den (n+1 —r)’te reekke i A~! og sgjlevektoren a. Det giver formlen

n+1
br = E Cn+1—r,sAn+1—s
s=1

idet den s’te koordinat i a-vektoren jo er a,,;_,. Denne formel kan vi ggre
en smule paenere, idet “mange” af ¢;;’erne jo er 0, nemlig praecis dem hvor
J > 1. Ergo kan ovenstaende sum stoppe allerede ved n+ 1 —r, og vi finder
derfor den lukkede formel

n+1l—r

b, = Z (_1)n+1—r+s(n+ 1— $)n+1—T—Sk8+T_n_2an+1—8
s=1

for b,. Hvis man glor lidt pa dette udtryk finder man, idet (—1)"T1=7+s =
(—1)"*1=m=5 at summationsvariablen s kun optraeder sammen med n + 1.
Et simpelt skift af summationsvariabel, t = n+ 1 — s, giver den lidt paenere
formel

n

m::EZ(—D“”Q_Mf4;mt:;%}2(—D“”ﬂk“+4at (10)
t=r t=r

Nu méa det veere pa sin plads at prgve denne formel af pa et (vel-
kendt) eksempel. Opgave 326 blev regnet til T, hvor opgaven var at finde
J(z —1)%¢ "dx. Integranden ekspanderer vi til (z* — 322432z — 1)e™", og i
notationen som er anvendt i dette afsnit har vi altsan = 3, a3 = 1, as = —3,
a; =3, ap = —1 og k = —1. Indsaetter vi disse data i formlen (10) ovenfor
for r = 3,2,1,0 finder vi at

b3 — (_1)3733373<_1)37371 .1

by = (—1)2722 o(—1)*7271 . (=3) + (—1)* 233 o(~1)** 1. 1=3-3=0
by=-3+6—-6=-3

bo=1-3+6—-6=—2.

Hvis man regner efter finder man ganske rigtigt at z — (=23 — 3z — 2)e™®
er en stamfunktion.
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Mere om integraler

En del TO-opgaver har handlet om at vise at et uegentligt integral findes
(“er konvergent” i bogens sprogbrug). Et sadant kunne veere

.
sin z
dx.
0o T

Det der i dette tilfeelde gor integralet “uegentligt” er at integranden ikke er
defineret i et af randpunkterne af intervallet (i dette tilfezelde 0). Et andet
eksempel er

hvor uegentligheden bestar i, at der ikke integreres over et begraenset inter-
val.

For at vise at et sadant uegentligt integral findes kan man i almindelig-
hed prgve to ting. Den forste bestar i at finde et lukket udtryk i a og b for
integralet over et vilkarligt interval [a, b] hvorpa funktionen er veldefineret,
og sa se om man kan vise at dette udtryk opfgrer sig peent nar a og/eller
b naermer sig det problematiske punkt. Dette gar godt i det andet tilfeel-
de ovenfor, fordi vi har en stamfunktion til x—12, sa for et hvilket som helst
positivt tal M geaelder at

og det er jo let at se at dette gar mod 1 nar M gar mod oco.

Det forste tilfeelde ovenfor er ikke lige sa let at behandle, idet vi ikke
kender nogen stamfunktion til % Imidlertid er der et trick man ofte kan
benytte sig af, nar det problematiske punkt ikke er +o0o0. Vi kan nemlig
definere en funktion g: R — R ved

w={F 7
€T) =
g 1 rz=0.

Det er velkendt, at denne funktion faktisk er overalt kontinuert, og derfor
integrabel over et vilkarligt begreenset interval. Funktionen

G:c»—>/ g(z)dz

er sa veldefineret for et hvilket som helst ¢ € R, og af analysens funda-
mentalsaetning fglger at den faktisk er differentiabel, og dermed specielt
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kontinuert. For et hvilket som helst positivt tal ¢ er G(c) = [T *22dz, fordi
forskriften for g pa intervallet mellem c og 7 jo netop er *£. Men da G er
kontinuert, respekterer den specielt greenseovergang fra hgjre, sa vi ser at

™

/ g(x) = G(0) = lim G(c) = lim Si%dx
0

c—07t c—0t /.

og da denne graenseveerdi abenbart findes (og er lig det ukendte tal G(0))
har vi jo pr. definition af det uegentlige integral fow Si;md:c findes.
Hvad vi essentielt har vist er fglgende lille lemma.

Lemma 1. Lad f: (a,b] — R wvere en kontinuert funktion, hvor a,b €
R. Antag at grenseverdien lim, .+ f(z) findes. Sa findes det uegentlige

integral fab f(x)dx

Den ngdvendige modifikation af ovenstaende eksempel er at definere
funktionen ¢: [a,b] — R ved g(z) = f(z) for a < z < b og g(a) =
lim, ..+ f(z). S& er g pr. konstruktion kontinuert pé [a,b], og for ethvert
¢ € [a, b] findes integralet f g(x)dx derfor. Desuden er

b b
[ teyia = i ["atevie = i, [ st
Man kan naturligvis formulere et helt tilsvarende resultat hvis b er det
problematiske punkt.

Det er imidlertid ikke rigtigt, at blot fordi graenseveerdien lim,_,,+ f(x)
ikke findes, at man sa ikke kan give mening til f; f(z)dz. For eksempel kan
funktionen f: (0,00) — R, f(x) = 2'/? ikke udvides kontinuert til 0, men
ikke desto mindre findes integralet fo x)dx (og er i ovrigt lig 2), fordi f
har stamfunktionen x +— 2./.

For at afvise eksistens af et uegentligt integral skal man derfor finde pa
noget andet. Man kan, hvis man er heldig, finde det nok- og foromtalte
lukkede udtryk for integralet over et interval [c, b] og se hvad der sker for
¢ gaende mod a't. Dette kan imidlertid ikke altid lade sig ggre (ofte fordi
det er sveert at finde en stamfunktion). Det man i stedet kan ggre er at
vurdere integranden stgrre end en funktion som vides ikke at veere integrabel
pa [a,b]. Man kan ogsé, for uegentlige integraler af faoo—typen, forsgge at
anvende integralkriteriet (Seetning 8.29).
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Buffons naleproblem

Lad os fa et par definitioner pa plads:

Definition 1. Et treegulv er en uendelig samling af sekvidistante parallelle
linjer i planen.

Definition 2. En nal er et linjestykke i planen hvis leengde preecis er af-
standen mellem to parallelle linjer i et treegulv.

Med disse to definitioner i handen kan man stille sig selv spgrgsmalet:
Givet et traegulv og en dertil hgrende nal, hvad er sa sandsynligheden for at
nalen skeerer en af traegulvets linjer? Her antages det selvfglgelig at nalen
er blevet “tabt” pa gulvet, sa bade dens position og retning er tilfeeldige. Et
typisk treegulv og et antal nale er vist herunder.

1 | \
SN 2NN LA N
~ )~y / /M\/ - =

J | |
| A N s DR AN e g <
e PSSR A M
| AN — — '~ W=~
SR s —N\ V]

Maske en smule overraskende involverer svaret pa ovenstaende spgrgs-
mal tallet 7. En nal i planen er fastlagt ved dens centerpunkt (a,b) og den
vinkel 6 mellem 0 og 180° som nalen danner med traegulvets linjer. Lad os
for nemhedens skyld antage, at treegulvet udggres af linjerne parallelle med
z-aksen, og at afstanden mellem to nabolinjer er 1. Af symmetriarsager er
det klart at fgrstekoordinaten for centerpunktet ikke spiller nogen rolle, sa
lad os antage a = 0. Af tilsvarende arsager kan vi antage at 0 < b < 1.
Derfor er opgaven nu at bestemme hvilke talpar (b,6) € [0,1) x [0, 7) som
svarer til en nal der skeerer en linje. Arealet af denne delmeengde, divideret
med det totale areal 7 af rektanglet, er sa sandsynligheden for at en nal
skaerer en linje.

Nalen vi betragter er altsa linjestykket med endepunkter (% cosf, b +
ssinf) og (—3cosf,b — 3sinf). Nalen skeerer linjen med ligningen y = 0
hvis b — %sin@ < 0, altsa hvis %sin@ > b. Arealet af den delmaengde af
[0,1) x [0, 7) som opfylder denne ulighed kan findes som integralet

s lsin9 T
/ /2 ldde:/ Lsin 0 = 1.
0 0 0
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Af symmetriarsager er det lige sa sandsynligt for nalen at skeere linjen med
ligningen y = 1, og derfor er det totale areal altsa 2.

Vi konkluderer, at sandsynligheden for at en nal (hvis centerpunkt og
vinkel med traegulvets linjer er uniformt fordelt) skeerer en linje er % Dette
antyder en eksperimentel metode til bestemmelse af 7, nemlig at kaste N
nale af passende leengde ud over et traegulv og teelle antallet k& der skeerer
en linje. Teoretisk set er k/N = 2/, si vi far approksimationen 7 ~ 2N/k.
Her er endnu et par eksempler, hvor antallet af nale er tilfeeldigt (mellem
1000 og 1500):
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et N XV M I T 2 Pl
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S A\ VAN e N T
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o T S X A
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Om kompakte maengder

Jeg kom jo til at bilde jer ind, at ,kompakt er synomym med ,lukket og
begraenset”. Dette er ogsa korrekt for delmsengder af R”, men det er ikke
definitionen af at veere kompakt. For at rette op pa det bringer jeg her
dels den korrekte definition pa kompakthed, dels den bergmte Heine-Borel-
seetning.

Definition 3. Lad A C R” veere en delmaengde af R”. Maengden A kaldes
kompakt, hvis den har folgende sakaldte udtyndingsegenskab:
For enhver samling {U, } ¢ af abne maengder U, C R", som overdak-

ker A, findes der en endelig delmaengde J C I sa ogsa samlingen {U, }acs
overdaekker A.

At {U, }aer overdaekker A vil sige at

AgUUa.

Kravet er altsd, at hver gang A er overdsekket af en (uendelig) samling
af abne meengder, skal man kunne udveelge endeligt mange af disse abne
mengder pa en sadan made at de stadig overdackker A.

Saetning 2 (Heine-Borel). En delmengde A af R™ er kompakt hvis og kun
hvis A er lukket og begrenset.

Beuvis. Vi viser kun sezetningen i tilfeeldet n = 1, idet dette tilfzelde indehol-
der de veesentligste ideer i beviset.

Antag A C R er en kompakt delmaengde. Betragt samlingen U, =
(—n,n) af abne intervaller, hvor n € N. Da {U,, },en er en overdaekning af
R, er det specielt en overdackning af A. Der findes derfor endeligt mange
meengder U,,,Up,, ..., Uy, s8 A C U, U---UU,,. Seet M = max;{n;}. Sa
har vi at A C (=M, M), og derfor er A begreenset.

Vi skal vise at A er lukket. Dette vises ved at vise, at komplementaer-
meengden B = R — A er aben. Lad derfor y € B veere et vilkarligt element.
Vi skal sa konstruere en aben kugle (dvs. et abent interval) centreret i y,
som er helt indeholdt i B. For ethvert x € A kan vi veelge positive d,, €, sa
kuglerne U, = Bs,(z) = (v — 0y, 2 + 0,) 0g Vo, = B, (y) = (Y — €2,y + €2)
er disjunkte (fx vil e, = 0, = |z — y|/2 virke, idet |z — y| > 0. Tegn!)
Samlingen {U, }.c4 af abne kugler er klart en overdeekning af A, da ethvert
element i A jo pr. konstruktion er element i mindst et U,. Der findes derfor
endeligt mange punkter z1,...,zx € A sa {U,,}i=1.n er en overdeckning

-----
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af A. Betragt faellesmeengden

af de tilsvarende abne omegne af y. Da det er et endeligt snit af abne
mengder er V' aben, og indeholder y. Desuden er V' disjunkt fra A, for hvis
der var et element z € V N A ville vi have at z € U,, for et eller andet 7,
men V,, og U,, er disjunkte. Altsa har vi at V C R — A, hvilket skulle vises.

Denne halvdel var i en vis forstand den nemme halvdel af satningen,
idet vi ,blot* skulle vise at en given meengde var lukket og begraenset, og vi
havde det meget steerke veerktgj til radighed der bestod i, at enhver aben
overdeekning kunne udtyndes til en endelig. Nu skal vi vise, at hvis blot en
meengde er lukket og begraenset, sa kan en hvilken som helst given aben
overdaekning udtyndes til en endelig overdaekning.

Antag altsd, at A C R er lukket og begreenset, og lad U = {Uq}aer
veere en aben overdaekning af A. Seet a = inf A og b = sup A (disse findes
da A er begreenset). Vi har altsa at A C [a,b]. Meengden V =R — A er
aben, da A er lukket. Samlingen U’ bestaende af alle U,’erne samt denne
ekstra maengde V er en aben overdackning af hele R, og dermed specielt af
intervallet [a, b]. Vi ser nu pa folgende meengde:

C ={c € [a,b] | [a, ] kan overdackkes med endeligt mange elementer fra U’}

Da U’ er en overdeekning af [a, b], findes der i samlingen en aben meengde U
som indeholder punktet a. Denne maengde U, overdackker altsa intervallet
la,a] = {a}, og derfor er maengden C' ikke tom. C' er desuden pr. definition
opad begranset (af b). Lad m = sup C.

Antag for modstrid at m < b. Da m € [a, ] findes der en aben meengde
Uy iU’ som indeholder m. Vaelg et 6 > 0sa Bs(m) C UyNla, b] (dette kan kun
lade sig ggre fordi m er antaget at veere mindre end b). Da m = sup C' findes
der et tal x € (m—4d,m)NC, og derfor kan intervallet [a, x] overdaekkes med
endeligt mange meengder fra U’. Tilfpjer vi meengden U til disse endeligt
mange mangder har vi en endelig overdeekning af intervallet [a, m + 6/2], i
modstrid med at m er supremum af C.

Vi ma derfor ngdvendigvis have at m = b. Vi er dog ikke helt feerdig
endnu, idet vi ikke er sikre pa at meengden C' indeholder sit supremum.
Imidlertid kan vi gentage argumentet fra for: Der findes en meengde U, fra
samlingen U’ som indeholder punktet b. Denne mangde desekker en smule
til venstre for b; lad os sige (b — ¢,b] C Uy. Veelger vinu et y € (b—¢,b] sa
[a,y] kan overdaekkes med endeligt mange af meengderne fra U’ far vi ved
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at tilfgje U, til disse endeligt mange, en overdeekning af [a, b] med endeligt
mange af maengderne fra U’.

Imidlertid var U’ ikke den givne overdaekning, idet vi tog os den frihed
at tilfsje den ekstra abne maengde V' = R — A til Y. Hvis denne skulle
vise sig at veere blandt den endelige samling af meengder fra U’ vi har
konstrueret, ser vi blot bort fra den. De resterende maengder ma nemlig alle
sammen komme fra U, og da V' ikke har bidraget til at overdeekke A ma de
tilbageveerende udggre en overdeekning af A. Saledes er A kompakt. A

Hvis man har lyst til at gve sig lidt i begrebet kompakthed, kan man
prove at generalisere ovenstaende bevis til at vise, at enhedskvadratet [0, 1] x
[0,1] € R? er kompakt. Hvis man gennemfgrer dette, er der formentlig ikke
sa langt til at indse, at en vilkarlig ,boks” [ay, b1] X [ag, bo] X - - + X [ap, b,] € R"™
er kompakt, og med denne viden i handen fglger Heine-Borel ret let.
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