Lineser Algebra, hold 7/MF Rasmus Villemoes

Note 2

Der har tilsyneladende sneget sig en misforstaelse ind, som jeg nu en gang
for alle vil bringe ud af verden.

Dementi: Der er ikke garanti for at besta eksamen i Lineser Algebra hvis
man til eksamen blot postulerer formlen det(AB) = det(A) det(B).

En anden trist nyhed er, at det ikke har kunnet lade sig gore at flytte
elektromagnetisme-eksamenen, sa I ma affinde jer med at skulle til eksamen
lgrdag den 27/3-2004.

Nuvel, til notens egentlige formal.

2.1 Relationer

Forrige gang faldt vi over begrebet “ackvivalensrelation”, og vi viste at raek-
kezekvivalens er en eckvivalensrelation pa meengden Mat,, ,(F) af m x n-
matricer over legemet . I denne note vil jeg forsgge at formalisere begrebet
“relation pa en maengde”, og give eksempler pa flere forskellige typer relatio-
ner; herunder iseer aekvivalensrelationer og ordninger. Det er helt op til jer
selv hvor grundigt I leeser denne note; den er ikke skrevet i direkte tilknytning
til faget Lineser Algebra, men mere for at give jer noget sakaldt “matematisk
almendannelse”. Med dette menes ting som man bgr vide om dette og hint,
men som der ikke ngdvendigvis bruges tid pa at indfgre i noget kursus. Til
denne kategori hgrer ogsa Emils note om afbildninger.

For vi kan give en formel definition af en relation skal vi dog lige give
en formel definition af hvordan man givet to maengder kan konstruere en ny
meengde. Konstruktionen har I formentlig set fgr, men nu far I ogsa at vide
at den er opkaldt efter den franske matematiker og filosof René Descartes
(1596-1650). Han er dog nok endnu bedre kendt for udsagnet “Cogito ergo

sum”!

Definition 2.1 (Cartesisk produkt). Lad A og B veere to meengder. Ved
det Cartesiske produkt A x B af A og B forstas maengden af alle ordnede
par (a,b), hvor a er et element i A og b er et element i B; dvs.

Ax B={(a,b)|ac Abe B}. (1)
Efter denne abstrakte definition iler vi med at give et par eksempler.
Eksempel 2.2. Lad A= B =R. Saer

AxB=R xR
={(a,b) | a € R,b e R}

1Jeg taenker, derfor er jeg.
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Bemzerkning 2.3. I tilfselde som disse hvor A = B skriver man ofte A% om
Ax A; sddan som I allerede kender det fra R?. P4 tilsvarende vis gives mening
til A™; nemlig som det Cartesiske produkt af n kopier af A, dvs. A x --- x A.

—_—

n gange

Eksempel 2.4. Lad A = D? = {(z1,75) € R? | 22 + 22 < 1} betegne den
lukkede enhedsdisk i planen og B = [0, 2]. Sa er

Ax B={(r,79,23) €ER® | 23 + 23 <1,0 < w3 <2}
hvilket jo er en cylinder med radius 1 og hgjde 2.

Eksempel 2.5. Lad A = {[-] [, (-] £ (1 &3} betegne meengden af mulige ud-
fald ved kast med en almindelig 6-sidet terning, og lad B = {(?), @} betegne
meengden af mulige udfald ved kast med en almindelig mgnt. Sa er

AxB={E®),EE). O CE),E EE) E @)
), EE) B E), @), 0) & ®)}

og dette kan pa naturlig vis opfattes som maengden af mulige udfald ved
simultant kast med en terning og en mgnt.

Nu hvor vi er i stand til at konstruere massevis af nye meengder er vi
naturligvis ogsa i stand til at definere afbildninger pa dem. I Eksempel 2.2
ovenfor kan vi eksempelvis definere en afbildning f: R x R — C ved at

f(a,b) = a+ bi.

Overvej denne afbildnings egenskaber med hensyn til injektivitet og surjek-
tivitet.

I Eksempel 2.5 kan vi formelt definere en meget anvendt og velkendt
afbildning Sag: A x A — 7Z. Sag star for “sum af gjne”, og hvis jeg fx skriver
Sag (L [) = 6 er det vist klart hvordan den er defineret. ..

Vi kan nu give en definition af, hvad der menes med en “relation pa
en maengde”’. Intuitivt skal en relation veere noget, som sammenligner to
elementer 1 maengden; med andre ord skal vi givet to elementer i meengden
kunne afggre, om de er “relateret” til hinanden eller ej.

Definition 2.6 (Relation pa maengde). Lad A veere en maengde. Ved en
relation R pa A forstas en afbildning

R: A x A — {ja,nej}.
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Bemaerkning 2.7. Der er naturligvis ikke noget guddommeligt ved det dan-
ske sprog. Som kodomaene for R kunne jeg naturligvis lige sa godt have valgt
{yes,no}, {si,no}, {na, wmer} eller for den sags skyld en hvilken som helst
anden maengde med to elementer.

Som oftest er det ikke szerligt frugtbart at teenke pa en relation som en
afbildning, men definitionen ggr det muligt (og nemt) at formalisere forskel-

lige begreber. For vi giver eksempler pa relationer skal vi ogsa indfgre nogle
ord.

Definition 2.8 (Terminologi). Lad R vaere en relation pa en meengde A.
(1) R kaldes refleksiv, hvis R(z,x) = ja for ethvert z € A.
(2) R kaldes symmetrisk, hvis R(z,y) = R(y,z) for alle z,y € A.

(3) Rkaldes transitiv, hvis R(x,y) = jaog R(y, z) = ja medforer at R(z, z) =
ja.

(4) R kaldes antisymmetrisk, hvis R(x,y) = ja og R(y,z) = ja medforer at
T =y.

Bemaerk at “antisymmetrisk” absolut ikke er det samme som “ikke sym-
metrisk”. Nu til det forste eksempel.

Eksempel 2.9. Lad Z betegne mengden af hele tal, og N = {0,1,2,...}
meengden af naturlige tal. Vi kan nu definere en relation > pa Z ved fglgende

> (2,y) ja  hvisx—yeN
x? = .
=\ nej ellers

Nu kan jeg lige sa godt her afslgre, at man aldrig i praksis bruger den
ovenstaende notation. Lad os en gang for alle indfgre, at hvis R(z,y) = ja
skriver vi x R y, og hvis R(x,y) = nej skriver vi z R y; det skulle nu veere
helt klart at den i Eksempel 2.9 definerede relation er den der ssedvanligvis
er kendt under navnet “stgrre end eller lig med”. Denne relation har egenska-
berne (1), (3) og (4) fra Definition 2.8; overvej dette!

En anden velkendt relation pa Z er > (“strengt storre end”). Den kunne
eventuelt defineres som i Eksempel 2.9 hvis man erstatter N med N \ {0}.
Overvej at denne relation er transitiv (let) og antisymmetrisk (knap sa let!).

Hvis R er en relation pa A kan vi definere en anden relation, S, ved at

rSy<=zxRy.
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I dette tilfeelde kaldes S den modsatte relation til R. I de ovenstaende ek-
sempler har vi at 2 normalt kaldes < (“ikke stgrre end eller lig med” er det
samme som “strengt mindre end”) og # normalt kaldes < (“ikke strengt storre
end” er det samme som “mindre end eller lig med”).

Pa en vilkarlig meengde A har vi naturligvis den sakaldte “identitetsrela-
tion”, som vi reserverer symbolet = til. Dens modsatte relation betegnes som
bekendt #, og udtrykt i ord siger dette at “ikke identisk med” er det samme
som “forskellig fra”.

Relationen > fra Eksempel 2.9 er en sakaldt “partiel ordning”; partielle
ordninger er én type af relationer. En anden vigtig type er de sakaldte aekvi-
valensrelationer, og vi giver nu en formel definition af disse to begreber.

Definition 2.10 (Mere terminologi). En relation R som opfylder betin-
gelserne (1), (2) og (3) fra Definition 2.8 kaldes en wkvivalensrelation. En
relation R som opfylder betingelserne (1), (3) og (4) kaldes en partiel ord-
ning.

Identitetsrelationen = er klart en aekvivalensrelation pa enhver maengde.
Ligesa er relationen ~ (rackkesckvivalens) en aekvivalensrelation pa meengden
af m X n-matricer; dette sa vi til TO for et par gange siden.

Om et stykke tid vil I se en sekvivalensrelation pa kvadratiske matricer
kaldet “similaritet”. Lad mig blot give definitionen her, og overlade til jer at
vise det er en ackvivalensrelation.

Definition 2.11 (Similaritet af matricer). Lad A, B € Mat,(R) vere
to kvadratiske matricer. A og B kaldes similere (notation: A ~ B) hvis der
findes en matrix C' € GL,(R) s&?

A=CBC™.

I sa fald siges A og B at veere similaere via C.

Eksempel 2.12. Lad

a2 d =1 ]

Sa er A~ B, thi vi kan velge

<y 2]

2Husk at GL,(R) betegner maengden af invertible n x n-matricer med reelle indgange.
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Det er let at se at C' er invertibel, at C~! = C, og en efterregning viser at
A=CBC™L

Dette eksempel viser pa ingen made hvordan man kan afggre hvorvidt to
matricer er similaere eller ej; ejheller hvordan man i givet fald kan finde et C'
som de er similere via. Alt dette og meget mere kommer der en masse om
senere i [FB| og i kurset.

Du har maske undret dig over ordet “partiel” i Definition 2.10. Forkla-
ringen er, at vi ikke ngdvendigvis kraever at en (partiel) ordning R seetter
os i stand til at sammenligne alle par af elementer i en maengde. Med dette
menes, at der for ethvert par af elementer z,y € A geelder mindst en af x R y
og y R x. En partiel ordning som i denne forstand rent faktisk lader os sam-
menligne alle elementer kaldes (logisk nok) en total ordning. Tjek selv efter,
at > pa Z er en total ordning. Lad os som det sidste give et par eksempler
pa partielle ordninger der ikke er totale:

Definer en relation, betegnet =, pa R? ved at

(x1,y1) = (T2, y2) == 1 > T2 08 Y1 > Yo

hvor > betegner den sadvanlige relation pa R. Eksempelvis er (4,2) >
(=3,1) da bade 4 > —3 og 2 > 1. Overvej ngje hvorfor > er en par-
tiel ordning. Observer dernsest at der bade geelder (3,—5) % (—1,2) og
(—1,2) # (3, —5); ergo er = ikke en total ordning pa R?. Intuitivt kan man
sige, at = kun kan sammenligne punkter, hvis “det ene ligger over og til hgjre
for det andet”.

Som det andet eksempel betragter vi meengden A = {0,1}. Lad B veere
maengden af delmzengder af A (ofte betegnet P(A) eller 24, og kaldet “po-
tensmeengde A”); dvs.

B ={0,{0},{1},{0,1}}

Sa er den ssedvanlige maengdeinklusion C en partiel ordning pa B (thi X C
X, X CYogY C Z medfgrer X C Z og endelig har vi X CY ogY C X
medfgrer X =Y'). Det er ikke en total ordning, da hverken {0} C {1} eller
{1} < {0},

Hvis I har lyst kan I prove at lege med relationen || (parallel) pa R™. Start
med at give en (formel) definition af hvornar z || y, og undersgg dernsest
denne relations egenskaber (i henhold til Definitionerne 2.8 og 2.10). Gor
dernaest det samme pa R™\ {0} og se om ikke der er noget der bliver paenere. . .

Side 5



