Linesr Algebra, hold 7/MF Rasmus Villemoes

Note 1

Jeg har flyttet kontor, sa man nu kan finde mig i A4.32; dvs. tre etager over
Vandrehallen i A-bygningens nordgstlige ende. Desuden er afleveringsfristen
gendret til mandag kl. 15.

Jeg har nedenfor gennemfgrt udledningen af “lgsningsformlen” for en an-
dengradsligning; udledningen har I formentlig set fgr, men nu ser I at det
virker over et (neesten) vilkarligt legeme, men at man skal veere varsom nar
man arbejder over C.

I bor laese og forsta vedlagte note, Grundleggende om afbildninger, skre-
vet af ingen ringere end min egen Lineaer Algebra-instruktor Emil.

Der er et par fejl pa ugeseddel 4: Pa side 3, linje 4 fra neden star der
R™ hvor der burde sta F". Pa fgrste side, linje 5 fra neden star der ret
umotiveret [dots midt i det hele. Der skulle veere tre udeladelsesprikker . . ..
Desuden mangler der en sluttuborg } efter b,,_.

1.1 Om Igsning af andengradsligninger

Lad F betegne et legeme, og antag at vi har givet tre tal, a,b,c¢ € F hvor
a # 0. Vi gnsker en metode til at bestemme alle z € ' som opfylder ligningen

az? +bz+c=0 (1)

Som saedvanlig starter vi med at antage, at vi har en lgsning z, og sa ser
vi hvad vi kan sige om denne lgsning. Da F er et legeme og a # 0 giver det
mening at dividere igennem med a; vi far

b
24 lr =0 (2)
a a

Endvidere fas ved addition af % — < til begge sider! at

b ¥ b —dac
2

— — = 3

e a” + 4a? 4a? )

Dette trin er ogsa kendt som “completing the square”, thi vi kan nu genkende

venstresiden som kvadratet pa storrelsen z + % Med andre ord har vi nu,

at hvis z er en lgsning til den oprindelige ligning (1), er z + % en lgsning til
ligningen

b? — dac
_ 4
1o (4)

'Der er et subtilt problem forbundet med dette trin, men det vil jeg ikke komme
nzermere ind pa her. Blot bemaerkes det, at udledningen har gyldighed i de to tilfzelde vi
er interesseret i, nemlig F =R og F =C

2 =
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Vi ser nu, at hvis vi bare kan bestemme alle mulige “kvadratrgdder”
(det vil sige alle mulige lgsninger til en ligning af formen (4)), har vi ogsa
fundet alle potentielle lgsninger til ligningen (1). I tilfeeldet F = R deler
man som bekendt op i tilfeeldene d = b? — 4ac > 0, d = 0 og d < 0, og det
giver anledning til 2, 1 eller 0 rgdder inden for R; i de to fgrste tilfeelde kan
rodderne beskrives ved den velkendte formel

L —b+ V/b? — dac

2a

()

og indsaettes disse to tal i ligningen (1) ser man efter en smule regnearbejde,
at de rent faktisk er rgdder.

Hvis vi derimod arbejder inden for F = C har vi ikke nogen veldefineret
funktion y/ der satter os i stand til at udtrykke eventuelle rgdder ved en
formel a la (5). Hvis man vil veere helt stringent bliver man derfor ngdt til
at gore noget i retning af fglgende:

Lad s € C veere et komplekst tal med den egenskab, at s* = b? — 4ac;
et sadant tal findes pga. Algebraens Fundamentalsaetning. Det eneste andet
komplekse tal der har denne egenskab er —s. Pa tilsvarende vis ser man, at 2a
og —2a er de eneste tal med den egenskab, at deres kvadrat er 4a®. Altsa er

de eneste komplekse tal med den egenskab, at deres kvadrat er b24’a‘§“c tallene
S —S
—_— O —_—
2a & 2a

og hvis z er en lgsning til (1) skal z+ % derfor veere et af disse to tal. Dermed
har vi den analoge formel til (5)

—b+ts
2a

z= (6)

og pa helt samme made som ovenfor kan man indsaette disse to tal i (1) og

se at de begge er lgsninger. Dette er uathengigt af hvilket s man har valgt.
Nar man bliver udsat for at lgse andengradsligninger behgver man selviglgelig

ikke naevne eksplicit hvilken kompleks rod man veelger af b — 4ac; hele poin-

ten med ovenstaende var blot at minde jer om, at man ikke bgr skrive noget

i retning af /0> — 4ac nar indmaden er et komplekst tal.

Lidt om notation

Som I maske har bemeerket, bruger Andrew pa ugesedlerne betegnelsen F om
et legeme, R om maengden af reelle tal og C om maengden af komplekse tal,
mens jeg har brugt henholdsvis I, R og C. Begge konventioner er udbredte,
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og det er et spgrgsmal om personlig stil hvilken man foretraekker. Brugen af
dobbeltstregede bogstaver N, Z, @Q etc. til “standardmeengder” har historisk
oprindelse; det var og er en bekvem made at lave “fede” bogstaver pa en tavle,
og den dag i dag kaldes skrifttypen ABCD ... da ogsa for “blackboard bold”.

I har formentlig veennet jer til, at Mat,, ,,(IF') betegner maengden af m x n-
matricer med indgange fra et legeme F. Hvis m = n forkorter man ofte
notationen til Mat, (IF); dette er saledes meengden af (kvadratiske) n x n-
matricer. En betegnelse I nok ikke har mgdt endnu er GL,,(IF); dette betegner
maengden af invertible n x n-matricer.

Det hedder “en matrix”, “matricen”, “flere matricer”, “alle matricerne”.
Pa dansk findes ogsa navneordet “en matrice”, hvis bgjning i gvrigt er iden-
tisk med bgjningen af “en matrix”, men en matrice er en stgbeform og har
ikke meget med Lineser Algebra at ggre.
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