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2 2. De reelle tal

1 Indledning

Nu er det forste kvarter af kurset Matematisk Analyse 1 slut, og det er tid til at
reflektere over hvad vi har leert. Vi har indfert de mest elementaere begreber
inden for den gren af matematikken som hedder analyse, og studeret visse
sammenhange mellem disse begreber. Lad mig understrege en gang for alle,
at vigtigheden af at forstd disse begreber og sammenheenge ikke kan over-
drives: Dels bygger resten af kurset naturligvis ovenpa de indferte begreber
og de metoder vi har udviklet, men vigtigere endnu er, at al den matematik
I stoder pa i en vis forstand generaliserer de idéer som blev preesenteret i
efterdrssemesteret.

Derfor er det pa sin plads at bruge et par sider pa at diskutere de reel-
le tal, supremumsegenskaben, folger, reekker, konvergens, kontinuitet og alt
det andet guf. Lad dig ikke skreemme af omfanget af dette resumé. Forha-
bentlig kan du nikke genkendende til det meste af stoffet, og skulle der veere
et afsnit heri som virker lidt fjernt, skal du ikke leese afsnittet igen og igen,
men derimod leese den grundigere gennemgang af emnet i laeerebogen.

For leesning af dette resumé anbefaler jeg, at du seetter dig godlt til rette i
en blod leenestol med en kop varm kaffe inden for reekkevidde. Spredt rundt
omkring finder du symbolet . Dette indikerer at det er pa tide at stoppe op,
drikke en tar kaffe eller hente en ny kop, og overveje om du virkelig forstar
det du lige har leest. Kaffen kan eventuelt erstattes af te eller kakao.

Sidder du godt? Sa lad os begynde... s

2 Dereelle tal

Kursets hovedperson er maengden af reelle tal, R. Vi vil, som i leerebogen, ik-
ke diskutere ,Hvor kommer denne meengde fra?” eller ,Hvordan konstrue-
rer man de reelle tal?”, men blot tage eksistensen af denne maengde for givet.
Den modige rus kan finde en note der behandler netop disse problemstil-
linger pd http://home.imf.au.dk/burner/matematik.xhtml, men det er in-
genlunde en forudseetning at leese den for at fa udbytte af neerveerende tekst.
Jeg vil sdgar anbefale at man leeser og forstar dette resumé for man giver sig
i kast med de mere dybsindige spergsmal stillet ovenfor.

De egenskaber de reelle tal besidder som gor dem til grundstenen i megen
matematik, kan opsummeres pa en enkelt linje:

Meengden R af reelle tal er et fuldsteendigt ordnet legeme.

Denne ene linje indeholder et veld af information, som vi i det felgende vil
folde ud og forklare. Forst og fremmest er der altsa tale om en meengde som
vi betegner med symbolet R, og hvis elementer vi kalder reelle tal.
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2.1 Legemet R

At R er et legeme betyder at der findes nogle binzre operationer pa R kaldet
addition (4) og multiplikation (-). Til hvert par af reelle tal x,y € R findes der
altsd et reelt tal x 4 y kaldet summen af x og y, og et reelt tal x - y kaldet pro-
duktet af x og y. Disse to operationer kraeves at opfylde en hel del betingelser
(eller ,,aksiomer”), som vi repeterer for fuldsteendighedens skyld:

(1) Den kommutative lov for +: For alle x,y € R geelder x +y =y + x.

(2) Den associative lov for +: For alle x,y,z € R gelder (x+y) +z = x +
(v +2).

(3) Eksistens af neutralelement for +: Der skal findes et n € R med den
egenskab, at for ethvert x € Rern +x = x.

(4) Eksistens af inverst element med hensyn til +: For ethvert x € R skal der
findesety € Rsd x +y = n.

(5) Den kommutative lov for -: For alle x,y € R geelder x -y =y - x.

(6) Den associative lov for -: For alle x,y,z € R geelder (x-y) -z =x-(y - z).

(7) Eksistens af neutralelement for -: Der skal findes et e € R med den egen-
skab, at for ethvert x € Rere- x = x.

(8) Distributivitet af - over +: For alle x,y,z € R geelder at x - (y +z) =
(x-9) + (x-2).

(9) Eksistens af inverst element med hensyn til -: For ethvert x € R som ikke
er n findesderety € Rsax -y =e.

Disse fortjener et par ord med pa vejen:

Et udtryk som x + y + z er ikke umiddelbart defineret, da + kun er en
bineer operation. Det er ikke klart om vi skal tolke det som (x + y) + z eller
x + (y + z), men da disse to fortolkninger ifelge aksiom (2) giver det samme
resultat, kan vi evaluere udtrykket som vi lyster, og denne utvetydige tolk-
ning gor at vi ikke behever saette parenteser i sddanne udtryk. En tilsvarende
bemeerkning geor sig selvfolgelig geeldende for udtryk d1a x - y - z og (6).

For at (4) giver mening kreever det, at man indser at der hejst kan findes
ét n med egenskaben kreevet i (3); hvis der fandtes mere end et sddan 7, ville
kravet i (4) ikke veere veldefineret (hvilket n skulle x 4 y veere lig?). Heldigvis
er det let at vise denne entydighed, for hvis n og n’ begge opfylder kravet
i), farviatn' = n+n' = n'+n = nijf. (1). Dette specielle element i
R betegnes normalt 0 og kaldes ,nul”. Helt tilsvarende kommentarer kan
knyttes til (7) og (9), og det entydige e € R som opfylder e - x = x for ethvert
x € R betegnes normalt 1 og kaldes ,en”. s

Som i leerebogen og evrig matematisk litteratur vil vi ofte udelade sym-
bolet - og skrive xy i stedet for x - y. Vi vedtager desuden at - (hvad enten
symbolet forekommer eksplicit eller implicit) ,binder mere” end +-, og der-
for kan distributivitetskravet i (8) ogsa skrives x(y + z) = xy + xz.

Mange af de ovennaevnte aksiomer er ogsa kendt som ,,regneregler”, men
det er altsd ikke regler man kan bevise, med mindre man faktisk laver en
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model for de reelle tal. Vi tager eksistensen af operationerne + og - med de
neaevnte egenskaber for givet; disse giver sa anledning til diverse ,afledte”
operationer sdsom subtraktion og division.

2.2 Ordningen

At de reelle tal udger et ordnet legeme vil lost sagt sige, at der findes en ord-
ning pa R som er kompatibel med regneoperationerne (addition og multi-
plikation). Ordet ordning betyder at der findes en relation < pd IR, sd der
for ethvert par af elementer x,y € R geelder preecis én af de tre mulighe-
der x < y, x = yeller y < x (ordningen er total). Yderligere geelder, at hvis
x <yogy < z,sderx < z (dette kaldes transitivitet). Se eventuelt Defini-
tion 3.1 i leerebogen. Symbolerne >, < og > har den oplagte og velkendte
betydning. s Specielt geelder der altsa for ethvert reelt tal x # 0 at enten er
x < 0eller x > 0. I forstneevnte tilfeelde kaldes x negativt, og i sidstneevnte
kaldes x positivt. Tallet 0 er hverken positivt eller negativt.

Hvad menes der mon med at denne ordning er kompatibel med regne-
operationerne? En smule eftertankes giver, at ordningen skal veere ,transla-
tionsinvariant” og ,stabil under multiplikation med positivt tal”. I symboler
kan dette udtrykkes ved de velkendte udsagn, at for x,y,z € IR skal geelde,
athvisx <y,sderx+z <y-+z oghvisz > 0o0gx <y,sderxz < yz. Som
for aksiomerne (1)-(9) for addition og multiplikation kan man ikke bevise
disse egenskaber, men til gengzeld kan alle de andre regler for regning med
ulighed som I kender udledes fra disse (fx at man ved multiplikation med et
negativt tal skal vende uligheden).

2.3 Fuldstendighed

Det sidste ord fra den fremheevede linje pa side 2 vi mangler at behandle er
fuldsteendigt. Dette ord kan alt atheengig af kontekst betyde forskellige ting,
men for os betyder det at de reelle tal besidder supremumsegenskaben. Jeg min-
der om at dette vil sige, at enhver ikke-tom og opad begraenset delmangde
af R har en mindste gvre granse. I foregdende satning indgdr en hel del be-
tydningsbeerende ord, og det er pa tide med en tar kaffe. Teenk over om du
forstar hvert af de fremhaevede ord for du leeser videre. s

Lad os diskutere de enkelte termer hver for sig. Lad A veere en delmaeng-
de af R. At A er ikke-tom betyder blot at der findes mindst et element i A.
En gvre greense for A er et reelt tal b € IR, som er storre end ethvert element i
A.Med andre ord er b en ovre greense for A, hvis betingelsen Va € A:a <b
er opfyldt. Der ligger i definitionen intet krav om at b skal veere medlem af
A, og der pastds heller ikke at enhver delmaengde tillader en ovre graense. Fx
er det let at se at R selv ikke har nogen ovre greense, og delmaengden IN har
heller ikke. Pa den anden side har ethvert interval [c, d] en ovre greense (fx er
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d en gvre graense, og det er d + 1 ogsa). Huis A har en ovre greaense, siges A at
veere opad begraenset.

En mindste ovre graense for A er en ovre greense for A som er mindst
blandt sddanne. Dette skal naturligvis forstds pa den made, at b kaldes en
mindste ovre greense for A, hvis det for enhver ovre graense c for A geelder,
at b < c. Et standardargument viser, at hvis A har en mindste ovre graense,
er den entydigt bestemt. s Det giver i det tilfeelde mening at snakke om
den mindste ovre greense for A, og denne kaldes ogsa for supremum af A og
betegnes sup A.

Hvilke delmeengder A af de reelle tal har s en mindste gvre graense? For
det forste er det klart fra definitionen at en nedvendig betingelse for at tillade
en mindste ovre graense er at A skal have en ovre graense, eller med andre ord
at A skal veere opad begraenset.

Lad os for en stund studere det ekstremt simple tilfeelde, den tomme
meengde &. Denne er opad begraenset af ethvert reelt tal b, for der geelder
trivielt Vx € @ : x < b. Dette viser, at @ ikke kan have en mindste ovre
greense (for hvis b er en mindste ovre greense, er b — 1 ogsa en ovre graense, i
modstrid med at b var den mindste sddanne). s

En anden nedvendig betingelse for at A har en mindste ovre greense er
altsd at A # &. Supremumsegenskaben for de reelle tal forteeller, at disse to
betingelser faktisk er tilstraekkelige til at konkludere, at A har en gvre green-
se, og det er denne egenskab der adskiller R fra andre udmearkede ordnede
legemer sasom de rationale tal Q.

Nér man skal bevise at supremum af en eller anden given meengde er
givet ved en eller anden formel, gor man klogt i forst at overveje om denne
meengde faktisk har et supremum. Dette vil altsa sige, at man skal gore rede
for at meengden er ikke-tom og opad begraenset, og dette kan man som oftest
konkludere fra de givne forudseetninger uden at fa alt for meget sved pa
panden. Se fx besvarelsesforslaget til aflevering 4 nedenfor.

3 Talfelger

Definitionen af en talfelge i forste linje af leerebogens Definition 4.1 er ikke
helt sd preecis som man kunne onske sig, omend kommentarerne efterfelgen-
de preaeciserer hvad der menes. Et alternativ ville fx veere at sige, at en reel
talfolge er en funktion a: N — RR. S undgdr man den lidt kluntede formu-
lering med ,,uendeligt mange tal”, hvor man sa bliver nedt til at preecisere at
nogle af disse tal gerne ma forekomme flere gange, og der ikke behover vere
uendelig mange forskellige tal. Hvis a er en reel talfolge beslutter vi os for at
betegne det n’te element med a,, i stedet for det lidt mere kluntede a(n), men
dette er udelukkende et sporgsmadl om notation. At Ebbe Thue ikke har valgt
denne alternative formulering kan skyldes, at han vil reservere symbolet a til

at betegne en eventuel greensevaerdi for folgen {a, };’ ;, og derfor er tvunget
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til at bruge sidstnaevnte lidt mere omsteendelige notation for selve folgen.
De forste par resultater om konvergente talfolger er pd samme tid vigtige
og nemme. Noglen til at forsta de mere avancerede e-J- eller e-N-beviser vi
senere stoder pa, ligger i at forstd tankegangen i beviserne for Seetning 4.3—
4.6, og altsa herunder beviserne for Lemma 4.8-4.9. Ogsa Seetning 4.10 (en
konvergent folge er begreenset) og Seetning 4.14 (svage uligheder er bevaret
under greenseovergang) er veerd at leegge meerke til. Disse resultater forteeller

V7T

tilsammen at ,konvergente talfolger opforer sig peent”. s

3.1 Monotone talfelger

Efter de indledende resultater om konvergente talfolger er det pa tide at fin-
de kriterier for at en given talfelge faktisk er konvergent, og det er i studiet af
talfolger og deres konvergens vi forste gang stader pa et eksempel pd nytten
af supremumsegenskaben ved IR. Navnet ,Hovedsaetning om monotone tal-
folger” er aldeles fortjent, for Seetning 4.17 er et uhyre nyttigt veerktoj i bade
teori og praksis, som senere resultater og mange TJ-opgaver har vist. Lad os
genkalde de essentielle dele af beviset:

Vi antager for nemhedens skyld at {a,,}$° ; er en voksende og begreenset
reel talfolge, og vil vise at den er konvergent. Altsa skal vi finde et reelt tal
a som er greensevaerdien for felgen, og til det formal betragter vi meengden
A = {a, | n € N} af folgens elementer. Bemeerk at denne meengde kan
vaere endelig eller uendelig, men den er i hvert fald ikke tom (den indeholder
netop et element hvis felgen er konstant, ellers flere). Antagelsen om at folgen
er begreenset betyder preaecis at maengden A er begreenset, saledes specielt
opad begraenset, og det giver derfor mening at seette 2 = sup A. Nu skal
man vise at folgen faktisk konvergerer mod dette 4, og til det formal benytter
man sig af noget af det hdrde arbejde vi allerede har udfert, nemlig en reekke
ligeveerdige karakterisationer af den mindste ovre greense for en meengde.
Mere preaecist lader man e > 0 veere givet, og udnytter punkt (e) i Seetning 3.10
til at konkludere at der findes et x € A med x > a — . Men dette x ma veere
pa formen ay for et eller andet N € IN (for sddan er meengden A defineret).
Ser vi nu pa et vilkarligt n > N far man ata — ¢ < ay < a4, < a. Anden
ulighed fordi folgen er voksende, og sidste ulighed fordi a specielt er en ovre
greense for A. Af disse uligheder ses letat |a —a,| < e. #

3.2 Delfolger

Det viser sig ganske ofte i matematik, at det er nyttigt midlertidigt at se bort
fra noget af den information man har. Begrebet , delfolge” er et eksempel pa
dette. Ved at se bort fra nogle af leddene i en folge fremkommer en ny fel-
ge, som har (maske ville det veere mere preecist at sige , kan have”) mange
feellestreek med den oprindelige folge. Fx er egenskaberne monotonicitet, be-
graensethed og konvergens arvelige i den forstand, at hvis en folge har en af
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disse egenskaber, har enhver delfolge deraf samme egenskab. Som i mange
andre sammenheaenge kan man som oftest kun konkludere delvist den anden
vej, men med en smule sund fornuft kan man ofte drage konklusioner om
den oprindelige folge ud fra egenskaber ved en delfolge og en knivspids ek-
stra viden (for eksempel: en monoton folge med en konvergent delfolge er
selv konvergent).

3.3 Rakker

Man kan som bekendt ikke umiddelbart danne summen a; +a, +as + - - - af
uendelige mange tal. Hvis man ensker at give mening til en sddan sum ma
man definere hvad man mener med den. Man ledes naturligt til at studere
afsnitssummerne sy = Y. ; a;, og disse udger en folge {sy}%_,. Afsnitssum-
merne skal modellere en slags approksimation til veerdien af den ,,uendelige
sum” Y 2, a;, og man siger derfor at raekken er konvergent, hvis felgen af
afsnitssummer er konvergent. I tilfelde af konvergens bruger man symbolet
Y2, om tallet limy_,c0 SN-

Det er klart fra definitionen at reekker og felger er neert besleegtede. Fak-
tisk er en raekke jo bare en folge, hvor det n’te element i folgen er summen af
det n — 1’te element og et tal 4, s& man kan med god ret sporge hvorfor man
skal interessere sig for reekker. Svaret er, at mange folger ,i naturen” opstar
pé denne made, og det er derfor smart at studere reekkers opfersel en gang
for alle for derved hurtigt at kunne afgore sporgsmal om konkrete raekker
man matte stode pa. Man far umiddelbart nogle regneregler for konvergente
reekker fra de tilsvarende regneregler for konvergente folger ved blot at se pa
afsnitssummerne. s

Som for talfelger vil man gerne have et arsenal af veerktgjer til at afgore
om en given reekke konvergerer. Det enkleste eksempel péd en reekke er en
sdkaldt geometrisk rakke, og en sddan kan man umiddelbart afgere hvorvidt
konvergerer (dette er indholdet af Seetning 4.32). Denne viden kan man sa
bruge til at lave to vigtige kriterier for konvergens eller divergens for reek-
ker med positive led ved at sammenligne med en til lejligheden konstrueret
geometrisk reekke (Sammenligningskriteret 4.36, Kvotientkriteriet 4.38, Rod-
kriteriet 4.39). =

3.4 Cauchy-folger

Ved forste leesning kan Cauchy-betingelsen godt virke lidt besynderlig, men
man ma ikke undervurdere nytten af begrebet Cauchy-folge. Eksempelvis er
man ofte i en situation hvor man ensker at vise, at en given folge er konver-
gent. Dette indebeerer at man skal finde et fornuftigt bud pa greenseveerdi-
en, og derefter vise at folgen konvergerer mod dette tal. Dette er ikke altid
muligt, men vha. Seetning 4.44 ser vi, at det er nok at vise at folgen er en
Cauchy-felge, og dette involverer kun at se pa folgens elementer.
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Beviset for at en Cauchy-felge {a,}_; er konvergent er ikke sveert, hvis
man blot kan huske de basale egenskaber ved folger som blev udledt i lebet
af Kapitel 4. Forste problem er at bestemme graenseverdien, men det kan go-
res ved at vise, at en Cauchy-felge har en konvergent delfolge. Graenseveerdi-
en af denne ma sa nedvendigvis veere graensevaerdien for Cauchy-felgen, og
man skal sa bare eftervise at Cauchy-felgen faktisk konvergerer mod dette
tal. 5S4 meget for strategien; her kommer et bevis:

Lad {a,}$ ; vaere en Cauchy-folge. Vi pastdr at den er begrenset, for
hvis man udnytter Cauchy-betingelsen med ¢ = 1, fir man et N € IN sd
|am — an| < 1 for alle m,n > N. Heraf folger specielt at |a,| < |ay|+ 1 for
alle n > N, og ved at seette M = max(|a1|, |az2|, ..., |an—1], |[an| + 1) far vi at
|a,| < M for alle n € IN. Derneest erindrer vi, at enhver folge har en monoton
delfelge, og da denne delfelge {a,, };> , i vores tilfelde tillige er begreenset,
er delfolgen altsd konvergent. Lad a = limj_,, a;,,. Sidste trin er at vise at a,
gar mod a for n — co. Ideen her er, at Cauchy-betingelsen forteeller, at hvis
man gar langt nok ud, er hvert par af elementer i folgen , teet” pa hinanden,
og hvis man velger det ene element til at veere element i den konvergente
delfolge, er dette element altsa , teet” pa a. Mere formelt lader vi ¢ > 0 veere
givet, og veelger N sd |a,, — a,| < /2 for alle m,n > N. Vi kan ogsa veelge K
sa |a,, —a| < e/2fork > K. Vaelg nu et k sd stort at k > K og sd n, > N. Sa
finder viat |a — a,| < |a —ay, |+ |2y, —an| < €/2+¢/2 = € for et vilkdrligt
n> N. #

4 Kontinuitet

Efter vi er blevet fortrolige med de reelle tal og deres basale egenskaber, er
det pa tide at vende sig mod titlen pa leerebogen og begynder at studere
funktioner. Vi starter med det simpleste tilfeelde, nemlig reelle funktioner af
én reel variabel. Med dette menes funktioner A — IR, hvor A C R er en
delmeengde af de reelle tal. I forste omgang interesserer vi os primeert for den
klasse af funktioner som kaldes kontinuerte. En funktion f: A — IR kaldes
kontinuert i punktet a € A, hvis f(x) er teet pa f(a) nar blot x € A er teet pa
a. Fra vores erfaring med talfelger er formaliseringen af dette intet problem,
og den preecise definition er derfor

Ve>030>0Vx e A:|x—a|<d = |f(x)—f(a)] <e 4.1)

Hvis f er kontinuert i ethvert punkt 2 € A siges f kort at veere kontinuert,
men hvis man vil veere preecis siger man kontinuert overalt.

Bemeerk, at man kun stiller krav til de reelle tal x for hvilke funktionen er
defineret. Det betyder, at hvis A indeholder et sdkaldt isoleret punkt a, er f
kontinuert i punktet 2 uafheengig af hvordan f i evrigt opferer sig. At a er et
isoleret punkt vil sige, at der findes et positivttalr > 0,s4 (a —r,a+r)NA =
{a}. Opgave 154 gar netop ud pa at vise dette faktum, men lad os gere det
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her: Lad € > 0 veere givet, og seet § = r. Antagnuatx € Aogat |[x —a| <r.
Viskalsa viseat |f(x) — f(a)| < e. Menda x € A og afstanden til @ er mindre
end r, folger af valget af r at x = a, og derforer |f(x) — f(a)| =0 < e.

Man kunne ogsa forestille sig at definitionen af kontinuitet baseredes pa
ideen, at hvis x neermer sig a, skal f(x) neerme sig f(a). Vores viden om felger
og de tilknyttede begreber om konvergens tillader os at preecisere dette, og
vi ender med definitionen af folgekontinuitet i a: Som bekendt siges f: A — R
at veere folgekontinuertia € A, hvis det for enhver folge {x, }5_, der forleber
i A og konvergerer mod a geelder, at folgen {f(x,)};_; er konvergent med
greenseveerdi f(a). Betingelsen at {x,}° , forleber i A betyder selvfolgelig
blot at x,, € A for alle n, og er nedvendig for at f(x,) giver mening.

Denne tilsyneladende alternative definition af kontinuitet er heldigvis ee-
kvivalent med den forste, hvilket er indholdet af Seetning 5.7. I praksis er det
oftest lettest at vise kontinuitet ud fra den ferste definition, for det er sveert
at handtere samtlige folger som konvergerer mod a. P4 den anden side er
folgekontinuitetskarakterisationen ofte anvendelig til at afvise kontinuitet i
et punkt g, for til det formal skal man jo blot producere én folge som kon-
vergerer mod 4, men hvor folgen af funktionsveerdier ikke konvergerer mod
funktionsveerdien i a. s Se fx besvarelsen af TJ-opgaven 155 nedenfor.

Vanen tro udledes et antal regneregler, som forteeller at kontinuitet er be-
varet under de operationer man kan finde pa at udfere med funktioner, sa-
som punktvis sum og produkt, og sammensatning. Disse resultater er rela-
tivt elementeere. De langharede resultater fra Kapitel 5 kommer umiddelbart
efter hinanden i afsnit 5.3, som ikke uden grund har overskriften ,Hoved-
seetninger om kontinuerte funktioner af en reel variabel”: Hvis f: [4,b] — R
er en kontinuert funktion defineret pd det lukkede og begreensede interval
[a,b] geelder at

e f erbegraenset pa [a,b],
e f antager en storsteveerdi og en mindsteveerdi pa [4, b],
e for alle tal d mellem f(a) og f(b) findes derettal x € (a,b) sd f(x) = d.

I'leerebogen antages kontinuitet af de mest elementaere funktioner sdsom
de trigonometriske funktioner sin, cos, tan, eksponential- og logaritmefunk-
tionerne exp og log og kvadratrodsfunktionen for kendt fra gymnasiet. Det
vil vi ogsd gere, men jeg henleder opmeerksomheden pa bemeerkningen til
Seetning 5.5 pa side 338, som diskuterer hvordan et bevis for kontinuitet af
disse funktioner nedvendigvis md tage afseet i en preecis definition af funk-
tionerne, og dette kan fx geres vha. teorien for uendelige reekker. Bemaerk
endvidere, at vi med de til radighed stdende veerktgjer faktisk kan bevise
kontinuiteten af enhver polynomiumsfunktion. s
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5 De komplekse tal

Vineermer os slutningen pa resuméet af efterdrssemesterets pensum. Den op-
maerksomme laeser har bemeerket, at jeg i min ellers nogenlunde kronologi-
ske gennemgang helt har undladt at omtale komplekse tal, talfelger og reek-
ker. Dette skyldes ikke at forstaelse for de komplekse tals natur ikke er vig-
tig, men i dette kursus spiller de ikke nogen fremtraedende rolle, og de fleste
sporgsmdl om C kan, i dette kursus, lige s godt formuleres som spergsmal
om IR?; vi har ofte set at man kommer langt ved at se p4 real- og imagineerdel
hver for sig.

Hvis man skal naevne et par resultater fra Kapitel 2 ma det vaere De Moiv-
res formel (Seetning 2.20) og de i beviset herfor indgaende trigonometriske
additionsformler (Seetning 2.17).
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6 Tipen15er

11

Her har du en chance for at teste din forstaelse for det gennemgaede pensum.
Det er naturligvis tilladt at bruge bogen ved udfyldelse af skemaet. Sporgs-
malene varierer en del i sveerhedsgrad, og der er ikke gjort noget forseg pa
at ordne dem efter denne. Den rigtig flittige studerende skriver et argument
ned for de pastande man mener er sande, og et modeksempel eller et modbe-
vis til de pastande man ikke mener holder. En facitliste praesenteres engang i

det nye ar.
Nr. Pastand Sand | Falsk

1 Huvis en folge af rationale tal er konvergent, er
greenseveerdien et rationelt tal

2 Produktet af to rationelle tal er et rationelt tal

3 Hvis en folge af hele tal er konvergent, er
greenseverdien et helt tal

4 Huvis en folge indeholder en konvergent delfelge,
er folgen selv konvergent

5 En strengt voksende funktion R — R antager ikke
en mindstevaerdi

6 Hvis en funktion antager sin maksimumsveerdi, er
funktionen kontinuert

7 Enendelig, ikke-tom delmeengde A C R har et
infimum, og dette er elementi A

8 Hvis raekkerne )’ ; a, og Y, b, er konvergente,
er reekken Y ° ; a,b, konvergent

9 En kontinuert funktion (0,1) — R er begreenset

10 Hvis f: R — R er kontinuert i 0, findes der et
r > 0sa f er kontinuert pa intervallet (—r,r)

11 Hvis en funktion antager sin storste- og
mindsteverdi i samme punkt, er funktionen
kontinuert

12 En Cauchy-felge er monoton

13 Hvis reekkerne Y ;" ; a, og Y ,q b, er absolut
konvergente, er reekken Y 7 ; a,b, konvergent

14 Hvis {a,}$_; er en konvergent folge, a, € A for
allen, og f: A — R er kontinuert, er {f(a,)}3_;
en konvergent folge

15 Huvis f: A — R er kontinuert og ikke har nogen
nulpunkter, har f konstant fortegn
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7 Besvarelse af fadelsopgave

Til en TD sa vi pa felgen {a, };° ; givet ved

1 1
= + + 5
];1] n+1 n+2 2n

Elementaere overvejelser viste at 0 < a, < 1 for alle n, og felgen er derfor
begraenset. Ydermere er a,.1 —a, = anﬁ + ﬁ — %ﬂ > 0, og folgen er
derfor voksende. Altsa er den konvergent jf. hovedseetningen om monotone
talfolger. Fadelsopgaven gik pd at bevise, at greenseveerdien er a = log 2.

Vi skal bruge dobbeltuligheden

log(m+1) —log(m) < % <log(m) —log(m —1) (7.1)

for alle naturlige tal m > 2. At dette er sandt kan fx ses ved at observere,
atform—1<x <merl/m < 1/x, og integralet f:fl 1/xdx = log(m) —
log(m — 1) er derfor storre end integralet af den konstante funktion 1/m over
samme interval. Tilsvarende har viform < x <m +1at1l/x < 1/m, hvilket
giver den venstre ulighed.

Summerer vi nu (7.1) for m = n+1,...,2n far vi i midten a,,, mens de
yderste summer bliver teleskoperende, og vi opnar

21 +11 < a, <log(2n) —log(n) = log?2.

(7.2)

log(2n+1) —log(n+1) = log

For n — oo har vi at 2”“

mod log 2 for n — co.

gdr mod 2, og af klemmelemmaet folger sd at a,, gar

8 Udvalgt TO-opgave

Der har veret nogle TJ-opgaver, som fortjener en ekstra omtale og en grun-
digere behandling end vi har gjort til gvelserne. Desverre kunne jeg ikke
na mere end en enkelt af disse, og vi md derfor ved lejlighed snakke om de
@vrige opgaver.

Opgave 155 Pa figurerne 1 og 2 nedenfor er indtegnet de enskede grafer.
P4 meengden R — {0} kan vi tenke pa f som sammensetningen af de to
kontinuerte funktioner x — % og iy — siny, og den sammensatte funktion er
derfor kontinuert pd R — {0}.

For at vise, at f ikke er kontinuerti 0, vil vi vise at f ikke er folgekontinu-
erti0. Til det formal er det tilstraekkeligt at producere en folge {x,}° ; som

konvergerer mod 0, men for hvor felgen af funktionsveerdier { f (x,) }5_; ikke
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konvergerer mod f(0) = 0. Tegningen sandsynligger, at det endda er muligt
at finde en sddan felge for hvilken f(x,) er konstant lig 1, og en sadan vil vi
derfor soge.

At f(x) = 1vilsigeat 1 = Z + 2n7 for et n € Z. Vi saetter derfor x, =
(% 4+2nm) " forn € N, og det er let at se at denne folge gar mod 0 for n — oo.
Samtidig har vi pr. konstruktion at f(x,) = 1, og felgen { f(x,) }5_; er derfor
konvergent, men med graenseveerdi 1. Dette viser, at f ikke er folgekontinuert
i 0 og derfor ikke kontinuert i 0.

3o

v

Figur 1: Grafen for f samt linjerne med ligningerne y = £1.

Betragter vi nu funktionen ¢: R — R givet ved g(x) = xf(x) ser vi med
samme argument som fer, at g er kontinuert pd R — {0}. Vi har desuden for
ethvert x € R at |g(x)| < |x|. Kontinuitet i 0 felger nu direkte fra definitio-
nen, for hvis ¢ > 0 er givet, seetter vi § = €. Sa far vi, at hvis |[x — 0| = |x| <,
er [g(x) — g(0)] = |g(x)] < |x] < 6 — e O
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Figur 2: Grafen for g samt linjerne med ligningerne y = £x.

9 Afleveringsopgaver

I det folgende er der forslag til besvarelse af efterarskvarterets afleveringsop-
gaver, krydret med kommentarer.

Aflevering 1 (Opgave 62). Bevis ved induktion, at hvis r > —1 er et reelt tal, sd
gelder Bernoullis ulighed

(1+r)">14rn (9.1)
forn € N. o

Besvarelse. Udsagnet (9.1) er trivielt rigtigt for n = 1 (endda for n = 0). Antag
derfor nu (9.1). Sé er

A+r)" =04+ (1+7r)> 1+rm)-(1+7)
=1+nm+Dr+n?>1+n+1)r
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hvor forste ulighedstegn folger af induktionsantagelsen og antagelsen om at
1+7r > 0, og det andet ulighedstegn folger fordi nr? er ikke-negativ. Dette
feerdiggor induktionsskridtet og dermed beviset. U

Aflevering 2 (Opgave 42). Lad E = {z € C | |z| = 1} betegne enhedscirklen i
C, og lad maengderne A, B, C, D veere defineret ved

A={weC|3zy € EIzp € E: w=121+23}, (9.2)
B={weC|Vz1 €EVzp € E: w =121+ 22}, (9.3)
C={weC |3z € EVzo € E: w =21+ 22}, (94)
D={weC|Vz1 €EJzy € E:w=12z1+12}. (9.5)
Giv konkrete beskrivelser af A, B, C og D. o

For vi kommer til et forslag til en besvarelse af denne opgave er det pa sin
plads med et par generelle kommentarer.

Mangdekonstruktioner

Ofte har man en meengde X, og interesserer sig for en vis delmeengde af X,
nemlig delmaengden bestaende af de elementer som har en vis egenskab. For
at gore livet lettere for sig selv og andre har man indfert en seerlig notation
for dette:

{x e X|P(x)} (9.6)

Dette generelle udtryk skal leeses: “Meengden af de x € X som har egenska-
ben P”. Udtrykket P(x) kan veere mere eller mindre kompliceret, men det
vigtige er at det er et udsagn hvis sandhedsverdi athenger af x. Et par ek-
sempler illustrerer hvordan man kan bruge denne notation:

{xeR | x>0} {x eR|x*>0}
{x €R | ax*+bx +c =0} {xeR|3ImneN:n>x}

Den forste er simpelthen mangden af positive reelle tal (alle tal x med den
egenskab at x > 0); den anden meengde er R — {0}, thi ethvert reelt tal som
ikke er 0 har et positivt kvadrat. Den tredje meengde er losningsmaengden
(inden for R) til ligningen ax? 4+ bx 4+ ¢ = 0, ogsa kendt som mengden af
rodder i polynomiet ax? + bx + c. Hvis a # 0 og b? — 4ac > 0 ved vi fra gym-
nasiet at meengden bestdr af et eller to tal, og at den faktisk blot er meengden

{=b+ V2ZL4”C —b= VZZZ"L”C }. Den sidste af de ovenfor neevnte meengder bestar
af de reelle tal x for hvilke der eksisterer et naturligt tal n som er storre end
x. Bemeerk at n godt kan afheenge af x, og Arkimedes’ Princip (Seetning 3.16)
forteller at denne meengde faktisk er hele R.

7
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Visse delmaengder af de reelle tal er specielt vigtige, og man har derfor
indfert bade en seerlig notation og et seerligt ord for dem, nemlig intervaller.
Hvis a < b er to reelle tal definerer vi folgende:

(a,b) ={xeR|a<x<b} (9.7)
[a,b] ={x e R |a < x <b} (9.8)
[a,b) ={x€R|a<x<b}

(a,b)] ={xeR|a<x<b}.

Intervallet (9.7) kaldes det dbne interval fra a til b, og (9.8) kaldes det lukkede
interval fra a til b.

Nogle gange tillader man i stedet for a at skrive symbolet —co, og i stedet
for b at skrive symbolet co. I disse tilfeelde definerer vi fx

(—oo,b] ={x e R |x < b} og (a,00) ={x € R |a < x}.

At vise lighed mellem mangder

Hvis man skal vise at to meengder R og S er ens, skal man normalt vise at R
er en delmeengde af S, og at S er en delmeengde af R. I symboler vil dette sige,
at for at vise R = S skal man vise R C S og S C R. For at vise inklusionen
R C S skal man vise, at ethvert element i R ogsa er element i S; i symboler at
xeR = xe8.

Nér man skal gore dette, skal man altsa tage et vilkarligt element x i R, og
ud fra snedige deduktioner konkludere at x faktisk er element i S. Et sddant
bevis bor altid starte med at man ger sig klart hvad det faktisk vil sige for
x at veere element i R, for det er den eneste information man har at arbejde
med.

Hvis R og S begge er givet pa formen (9.6), altsa fx R = {x € X | P(x)}
og S = {x € X | Q(x)} betyder det at x € R alts& hverken mere eller mindre
end at P(x) er sand. Nar man skal vise at noget er element i S skal man vise at
betingelsen Q er opfyldt for dette element. Dette er temmelig abstrakt, men
behandlingen af maengden A i besvarelsen nedenfor skulle gerne illustrere
hvad der menes.

Hvis man ensker at vise at en meengde R er tom dur ovenneevnte frem-
gangsmade ikke helt. Man skal i stedet blot vise, at hvis der er et element
x € R forer dette til en modstrid. Hvis den blotte eksistens af et element i
R forer til en modstrid, ma det nedvendigvis veere fordi der ikke er nogle
elementer deri, og R = @.

Besvarelse (af Aflevering 2). Vi ser pd meengden A = {w € C | 3z; € E3z; €
E: w = z1 + 2, }. Denne maengde bestér altsa af de komplekse tal w for hvilke
der eksisterer z1 € E og z, € E hvis sum er w. Man far hurtigt en idé om
at sddanne w ma have en leengde der er mindre eller lig 2, og lidt ekstra
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overvejelse giver at alle sddanne w faktisk ber kunne skrives som en sum af
to enhedsvektorer.

Vi formoder altsd at A = {w € C | |w| < 2} og ensker at vise dette. Til
dette formal skal vi som naevnt ovenfor vise to inklusioner, og vi starter med
at vise C.

Lad derfor nu w € A veere givet. Vi skal vise at |w| < 2, for det er praecis
hvad det vil sige at veere element i meaengden pa hojre side. Vores viden, at
w € A, forteller at der md findes z1,z; € E med den egenskab at w = z1 + z5.
Men dette giver os en mulighed for at vurdere pé |w/|, fordi jf. trekantulighe-
den er

|w| = |21 + 22| < |z1| + |22 =2

dajo z; og z; er enhedsvektorer. Dette viser den forste inklusion.

For at vise den anden inklusion skal vi lade w € C veere et vilkarligt tal
med |w| < 2, og vi ensker at vise at w € A. Vi skal derfor producere (vise
eksistensen af) to enhedsvektorer z,z> med w = z; + z,. Betragt Figur 3 ne-
denfor. Det grd omrade repreesenterer meengden {w € C | |w| < 2}, og w
illustrerer et vilkarligt element heri. Cirklen med radius 1 og w som centrum
er indtegnet, og det ene skeeringspunkt med E kaldes z; (pd figuren det o-
verste skeeringspunkt). Da har vi klart at z; € E. Vi seetter nu zo = w — z3,
og da |z2] er afstanden mellem w og z; bliver z; ogsd en enhedsvektor. Alt-
sd har vi som ensket to enhedsvektorer z;,z; som opfylder w = z; + z». En
geometrisk overvejelse viser i ovrigt at vi ogsa kan definere z; som det andet
skeeringspunkt mellem cirklen og E.

Det eneste problem er nu at indse, at cirklen med centrum i w og radius 1
altid vil skeere E i mindst ét punkt. Dette tager vi for geometrisk oplagt. (I det
tilfaelde hvor w = 0 er der uendeligt mange skeeringspunkter; i sd fald tager
vibare z; = 1, zp = —1. I det tilfeelde hvor |w| = 2 er der ét skeeringspunkt,
og Vi seetter z1 og z; til at veere dette skeeringspunkt).

Mengden B = {w € C | Vz; € EVzy; € E: w = z1 + 2} bestar af de
w € C med den egenskab, at for et vilkarligt valg af z;,z; € E har vi at
w = z1 + zp. Specielt konkluderer viom et sddantwatw =1+1= —-1-1,
og da dette er umuligt er meengden B tom.

Bemeerk hvordan jeg har brugt den viden jeg har til rddighed om at w €
B: Da w har egenskaben ,Vz; € EVzy; € E: w = z1 + z2” kan jeg frit veelge
z1 0g zp saledes at konklusionen w = z; + z; holder. Dette bruger jeg til at
veelge nogle ikke seerlig fantasifulde veerdier af z; og z», og konkluderer at w
bade er lig 2 og —2, hvilket er en umulighed.

Mengden C = {w € C | Jz; € EVzy € E: w = z1 + zp} behandles pa
stort set samme made. Hvis der er et w € C ma der, horende til dette w, vaere
et z; med egenskaben ,Vz; € E : w = z1 + z2”. Fra dette konkluderer vi at
w = z1 + 1 = z; — 1, hvilket er umuligt.

Se nu endeligpda D = {w € C | Vz; € EJzp € E: w = z1 + z2}. Et
w i D har den egenskab, at for en vilkdrlig enhedsvektor z; skal der findes
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yll

&V

Figur 3: At finde z; og z5.

en enhedsvektor z; sd w = z; + zp. Et geometrisk argument forteeller at ,,D
bestdr af de punkter, som cirklerne med centrum i punkter pa E og radius
1 har til feelles”, og man ser hurtigt at denne maengde blot bestédr af det ene
komplekse tal 0. Vores formodning er altsa at D = {0}.

Her er det lettest at vise D forst, altsa at vise at 0 er et element i D. Vi skal
altsd bevise

Vz1 € Edzy € E: 0 =21 4 2o.

Lad derfor z; € E veere givet. Vi skal finde et z; som opfylder betingelsen
0 = z1 + 22, og Vi er derfor tvunget til at seette z; = —z;. Heldigvis er det
saledes, at ndr z; € E vil ogsa —z; € E, sa z; opfylder betingelsen z, € E, og
summen af de to er klart 0. Dette viser D.

Vivilnuvise D C {0}, altsd atw € D = w = 0 (at vaere element i
en etpunktsmaeengde er jo det samme som at veere lig elementet deri). Dette
vil vi gere ved kontraponering; sa vi vil viseatw # 0 = w ¢ D. Se pa
Figur 4. Da w # 0 findes der en enhedsvektor z; ,modsat” w (vi kan faktisk
definere z; ved formlen z; = — %). Hyvis der skulle findes et z, sd w = z1 + 2o
skulle vi altsd seette zo = w —z1 = w + |$—|, men sa far vi

22| = w + | = [w+ )| = [wl(1+ 57) > 1,

[w] |w] [w]
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Figur 4: At vise D = {0}.

sa zp kan ikke veere en enhedsvektor. Dette viseratw # 0 = w ¢ D, og vi
konkluderer at D = {0}. O

Aflevering 3 (Opgave 55). Idet a,b € C er givne, betragtes fjerdegradsligningen
2t a2 +az+1=0. 9.9)

(a) Bevis, at et komplekst tal z opfylder (9.9), hvis og kun hvis z +z~1 er rod i
andengradspolynomiet t> + at + (b — 2).

(b) Find samtlige komplekse losninger til (9.9) i det tilfeelde hvor a = —1 — /2 og
b=2++2 o

Besvarelse. Forst observerer viat 0 oplagt ikke er rod i det givne fjerdegradspo-
lynomium. Omskrivningen

a4 faz+1=22(2+z 2 +az+az L +b)
=22((z+z D2 +a(z+z ) +b—-2)

viser tydeligt, at hvis z er lesning til (9.9) (og z~! derfor giver mening jf. oven-
stdende), s er z + z ! rod i andengradspolynomiet. Omvendt kan man ogsé
afleese, at hvis z har den egenskab at z + z lerrodi andengradspolynomiet,
sa er z rod i fjerdegradspolynomiet.

At finde de komplekse lagsninger til (9.9) er derfor aekvivalent til at finde
de komplekse tal z for hvilke z + z7! er rod i t* + at + b — 2. For de givne
veerdier af a og b bliver dette t> + (—1 — v/2)t + /2, og dette andengradspo-

lynomium har diskriminanten (—1 — \@2 —4/2=3-2\2= (ﬁ —1)%,0g
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rodderne er derfor givet ved

t:1+ﬁi(ﬁ—l).

2
Vi skal altsa nu finde de komplekse tal z for hvilke z + z7l = 1eller z +
z7! = /2. Den forste af disse ligninger omskrives til z22 —z+1 = 0, og
dette andengradspolynomium har diskrimanten 1 —4 = -3 = (\@i)2, og

losningerne til ligningen er derfor

1+3i 1 3.
= =4 2= 1
Z > > 21 (9.10)

Den anden ligning omskrives tilsvarende til z> — v/2z + 1 = 0, og vi finder

diskriminanten 2 — 4 = —2 = (1/2i)%. Losningerne her er altsa
V2E£V2i V2 V2,
Tilsammen beskriver (9.10) og (9.11) samtlige lesninger til (9.9). |

Aflevering 4 (Opgave 77). Lad A og B vare to ikke-tomme, opad begransede del-
maengder af R. Bevis at

sup(A U B) = max{sup A, sup B}, (9.12)
altsd at sup(A U B) er det storste af de to tal sup A og sup B. o

Besvarelse. Lad os ferst indse at sup(A U B) overhovedet har en mening; altsa
at der findes et reelt tal som fortjener navnet ,,den mindste ovre greense for
foreningsmeengden af A og B”. Vi vil med andre ord ferst vise, at AU B er
ikke-tom og opad begreenset, for det er netop de to kriterier der skal veere
opfyldt for at man kan tale om supremum.

At A U B er ikke-tom er klart, ndr bdde A og B er ikke-tomme. Det sveere
er derfor at komme med et godt bud pé en ovre graense, men i lyset af det
vi skal vise geetter vi pa, at max{sup A,sup B} er en gvre greense for A U B:
Lad x € AU B veere vilkarlig. Vi skal vise at x < max{sup A, sup B}. Hvis
x € Aerx < supA < max{sup A,sup B} pr. definition af supremum, og
tilsvarende i det tilfeelde hvor x € B.

Dette viser at max{sup A, sup B} er en ovre greense for AU B, og derfor
giver sup(A U B) mening. Men da sup(A U B) pr. definition er den mindste
ovre graense har vi samtidig vist at sup(A U B) < max{sup A, sup B}.

Da A U B er opad begrenset og A og B er ikke-tomme delmaengder, giver
Opgave 70 at sup A < sup(A U B) og supB < sup(A U B). Men disse to
uligheder giver at max{sup A, sup B} < sup(A U B), og dette sammenholdt
med den ovenfor viste ulighed viser identiteten (9.12). ]
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Aflevering 5 (Opgave 100). Lad a, veere en talfolge, og lad talfolgen b, veere defi-
neret ved

Det n’te element i b-folgen er altsd det aritmetiske gennemsnit af de forste n elemen-
ter i a-folgen.

(a) Vis, at hvis a, — 0 for n — oo, sd geelder 0gsd b, — 0 for n — oo.

(b) Vis, at hvis a,, — a for n — oo, sd geelder 0gsd b, — a for n — oo, o

Besvarelse. At b-felgen gar mod 0 betyder med symboler at
Ve>0INENVHEN:n>N = |b,| <e. (9.13)

Lad derfor € veere givet. Der findes, da 4, — 0 forn — oo, et M € IN med
den egenskab, at |a,| < €/2 for alle n > M. For n > M kan vi derfor vurdere
|b| ved hjeelp af trekantuligheden

:‘a1+...+aM+aM+1+..._‘_an‘
n
‘a1+~-—|—aM‘+|aM+1|+---+|an|
n n
< lag + -+ -+ am]
n

2]

<

+e/2.

Det sidste ulighedstegn folger af at der er n — M < n led i teelleren som hver
er mindre end /2. Vi kan nu veelge N > M sa stor at det forste led er mindre
end ¢/2 for n > N, og dette er altsd det enskede N.
I det generelle tilfeelde, hvor a, — a for n — oo seetter vi x, = a, —a. Sa
indses det let at x;, — 0 for n — oo. Vi far desuden at
a+x1+---+a+x, X1+ ... Xy

by = =g AT
n n

og da x, — 0 folger af det ovenfor viste at (x1 + - - -+ x,)/n — 0 forn — oo,
og heraf ser vi altsd at b, — a for n — co. O

Vi ved at et nodvendigt kriterie for at en reekke })” ; b, er konvergent er,
at folgen af led b, konvergerer mod 0 for n — oo. Vi ved ogsa, at dette ikke
er et tilstraekkeligt kriterie, fx fordi den sdkaldte harmoniske raekke

© 1
Ly
n=1

er divergent. Neeste afleveringsopgave demonstrerer nogle ekstra antagelser
om leddene der kan sikre konvergens.
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Aflevering 6 (Opgave 142). Antag rekken ), ; a, er alternerende, altsd at led-
dene a, er reelle 0g skiftevis positive og negative (i denne opgave: positiv for n ulige,
negativ for n lige), 0g at folgen |a,| af numeriske veerdier af led er aftagende og kon-
vergent mod 0. Lad som saedvanlig sy = YN, a, betegne den N'te afsnitssum af
reekken.

(a) Bevis at

Sok < Sok—1 Sok+1 = Sok
fork € IN.

(b) Bevis at

Sok—1 = Sok+1 Sok < Sok+42
fork € N.

(c) Slut af ovenstiende, at folgerne sy,_q1 0g sy af henholdsvis uligenummererede
og ligenummererede afsnitsummer er monotone og begraensede, og derfor kon-
vergente.

(d) Bevis at limy_, e Spp—1 = limy_, oo Sok, 09 slut heraf at Y, 1 a, er konvergent. ¢

Besvarelse. Vihar at sy, = spr—1 + apx < Spk—1 da ap er negativ. Tilsvarende er
Sok+1 = Sok + Aok+1 > Sok da apeyq er positiv.

Lignende argumenter beviser de naeste uligheder: For alle k er ay + a1 <
0, da ay er negativ, a1 er positiv 0g |ay| > |ax1|. Vi har derfor sypq =
Sok_1 + Aok + Aok > Sok—1- Pa helt samme made indses at storrelsen a1 +
Ak altid er ikke-negativ, og derfor er sy;1o = Sox + Aok4+1 + A2k12 > Sok-

Folgen sy, er sdledes aftagende (og derfor klart opad begreenset, fx af
s1), og felgen sy er voksende (og derfor klart nedad begreenset, fx af s,). For
ethvert k har vi desuden at s < sy, < sp,_1, hvor ferste ulighed skyldes det
netop skrevne, og anden ulighed er vist ovenfor. Altsa er s, en nedre greense
for folgen sy;_1. Tilsvarende finder vi at s; > syq > sy for ethvert k, og
derfor er s; en gvre greense for folgen sy.

Dette viser at folgerne s;_1 0g sy begge er monotone (henholdsvis afta-
gende og voksende) og begraensede (opad af tallet s; = a1, nedad af tallet
sp = a1 + az). Jf. hovedsaetningen 4.17 om monotone talfolger er begge folger
derfor konvergente.

Differensfolgen sy, — spx—1 = ay er derfor ogsa konvergent, og om green-
seveerdierne geelder sammenhaengen

lim sy — lim sp_q = lim (Spx — So—1) = lim ap = 0.
k—o0 k—co k—co0

k—o0
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Sidste lighedstegn folger fordi felgen |a,| — 0 for n — oo pr. antagelse, og
derfor konvergerer folgen a, ogsa mod 0, og endelig konvergerer delfelgen
a, derfor ogsa mod 0.

Lad s betegne den fzelles greenseveerdi for folgerne sy;_1 0g syk. Vi ensker
nu at vise, at s, gar mod s for n — co. Lad til det formal ¢ > 0 veere givet.
Velg Kj sd [spr—1 —s| < € for k > Kj, og Ky sd sy —s| < € for k > Kp.
Seet N = 2max(Kj, Kp). Vi pastar at dette N afparerer det givne ¢, sa lad
n € N veere givet, og antag at n > N. Vi skal sa vise at |s, —s| < & Hvis
nerulige, ern =2k —1foretk = (n+1)/2 > N/2 > Kj, og derfor er
|sy —s| = |sok—1 —s| < e pr. valg af K; og N. Tilsvarende, hvis n er lige, er
n =2kforetk =n/2 > N/2 > Ky, ogderforer |s, —s| = [syx — 5| < e pr.
valg af K; og N. Dette viser at s, — s for n — oo, og dermed pr. definition at
reekken ), _; a, er konvergent med sum s. O

Aflevering 7 (Opgave 196). Lad U, og U, vere dbne delmeengder af R".
(a) Vis at foreningsmeengden Uy U U, er dben.

(b) Vis at snittet Uy N Uy er dben. o

Besvarelse. Dette er et klassisk eksempel pd den slags beviser som essentielt
kun kan forlebe pa en made, og det burde derfor ikke volde nogen problemer,
safremt man har forstdet definitionen af dben mangde tilstraekkelig godt.

Lad x € U; U Uy. Det vil sige at x € U eller x € U,. Hvis x € U
findes der, da Uy er &ben, et r > 0sd B,(x) C U; C U; UU,. Hvis x € Uy
argumenteres tilsvarende. Altsd er U; U U, aben.

Lad x € Uj; N Up. Det vil sige at x € Uj og x € U,. Der findes derfor
r1 > 0o0gr, > 0sd B, (x) C U og By,(x) C Up. Seet r = min(ry,r2). Sa er
B,(x) C By, (x) N B, (x) C Uy N Uy. Dette viser at U; N Uy er dben. O



