Matematisk Analyse 1 E05 NOTE 3

Note 3

Dette bliver den forste og eneste note i andet kvarter. Til gengeeld bliver den
lang. Der er tale om en samling besvarelser af T@-opgaver og afleveringsopgaver,
krydret med alskens kommentarer og moralske opsange.

Den opmarksomme rus vil bemeerke, at jeg aldrig har udleveret en Note 2.
Det skyldes at den stadig er under udarbejdelse (den hvor jeg formulerer og
beviser den sakaldte Kinesiske Restklassesactning).

Afleveringsopgaver

I dette afsnit finder du mine forslag til besvarelser af afleveringsopgaverne i det
forgangne kvarter. Der er naturligvis sjeeldent netop en rigtig made at lgse en
given opgave pa, og i visse tilfeelde giver jeg derfor ogsa et alternativt lgsnings-
forslag.

Aflevering 1. Bewvis ved induktion, at hvis r > —1, sa gelder Bernoullis ulighed
(1+7r)">14nr forneN. (1)
Hvor i beviset bruger man oplysningen r > —17¢

Lasningsforslag. Vi gnsker at bruge induktion. Basistilfeeldet n = 1 er trivielt,
idet

14+ =1+r=1+1-r
sa antag nu at (1) holder for n. Vi har nu at

(147" =1 +r)"(1+7)
> (1+nr)(1+7r)
=1+nr+r+nr?
=1+ (n+1Dr+nr?
> 14+ (n+ 1),

hvor den forste ulighed fplger af induktionsantagelsen (1) og det faktum at 1+ >
0, og den anden ulighed fglger af at nr? > 0. Saledes er det vist at (1) holder for
alle n € N.

Man bemaerker at (1) tillige trivielt holder for n = 0. A

Bemaerk den klare opdeling i formulering (og dermed antagelser) og besvarelse
(og dermed deduktioner). I jeres afleveringer er der intet krav om at I kopierer
opgaveteksten, og hvis I gor det bor I holde den klart adskilt fra jeres besvarelse.
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Afleveringsopgaver E05 Matematisk Analyse 1

Aflevering 2. (a) Find modulus og en verdi af argumentet til tallet (1 + 7)°.
(b) Skriv (1 +14)° pd formen x + iy.

(¢c) Find modulus og en verdi af argumentet til tallet (—/3 + )™

(d) Skriv (—/3 +1i)* pa formen x + iy.

Losningsforslag. (a) Vi har at |1 +i| = 12+ 12 = /2, sa ifglge Korollar 2.21

r[(1+4)°% =1+14°= V2’ = 23 = 8. Man indser let geometrisk at et

argument til tallet 1 4 ¢ er m/4, s& jf. samme korollar er 6 - 7/4 = 37/2 en
veerdi af argumentet til (1 +4)°.

(b) Fraudregningerne i (a) folger let at (144)° = 8-(cos 37/2+isin 37/2) = —8i.

(¢) Vihar at [—v3+i| = /(=V3)2+ 12 =4 =254 |(—=V/3 +i)* = |-V3 +
i|* = 2% = 16. En veerdi v af argumentet til —/3 + i skal opfylde

1 -1
— == ¢
-3 V3
og heraf folger at v ma veere pa formen —% + nm for et n € Z. Imidlertid
ser man geometrisk at det kun er tallene svarende til en ulige veerdi af n der
faktisk er argumenter til —/3 +4 (de gvrige er argumenter til v/3 — i), sa et

argument er 2X. Heraf folger s& som i (a) at et argument til (—V3 4+ i)* er
4.3 — 1073,

tanv =

(d) Vihar at (—v3+4)* =16+ (cos 12 + isin 19T) = —8 — 8/3i.

A

Det sveereste for folk i denne opgave var at fa skrevet ordentligt ned hvordan
man var naet frem til et argument for (—v/3 4 4)*. Man skal bare gore sig klart,
at tangensligningen (2) ikke alene bestemmer et argument.

Aflevering 3. Lad w betegne tallet w = cos 2 + isin 3.
(a) Vis, at w og w?

(b) Vis, at

er femte enhedsrodder.

wtw +w+tw+1=0,
(c) Vis tilsvarende, at

Bt +1=0.
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(d) Vis, at w+w™! og w? + w2 er rodder i polynomiet t> +t — 1.

og udled at cos Z = (V5 —1)/4.

Losningsforslag. (a) Vihar jf. de Moivres formel at w® = cos(5-2%) 4 sin(5-2F)
1, s4 w er en femte enhedsrod. Altsé er (w?)° = (w%)? = 12 =1, si ogsi w
er en femte enhedsrod.

; -1 _ 27
(e) Vis, at w+w™" = 2cos T,

[

(b) Fra (a) har viat 0 =w® — 1 = (w — 1)(w* + w® + W + w+ 1), og idet w # 1
folger det gnskede af nulreglen.
Tilsvarende har vi at 0 = (w?)® — 1 = (w? — 1)(wW® + Wb + w* + W? + 1), og
w? —1+#0, sa vi ma have at w8 +w® +w* +w?+1=0.
Her kan man alternativt observere at
WP+t w1l =0+ w Wt Fw?+1
=P twtwt+0?+1=0
jf. det netop viste og at w® = 1.

(c) Hvis man benytter vinket er opgaven let. Lad os i stedet bruge hovedet: Ved
indseettelse fas

wWrw DV twtw?r—1=’4w?+24+wtw -1
=w+w Tl tw+ w41
=0
idet w® = 1. Alternativt kunne man betragte udtrykket w?(w=2 + w1+ 1+

w + w?) og konstatere at det giver 0, hvorfor parentesen méi vaere 0. Under
alle omsteendigheder ser man at w + w™! er en rod.

P4 helt tilsvarende vis indseettes w? + w™2, og enten ved at gange visse led
med w® = 1 eller ved at gange hele udtrykket med w* # 0 indser man at
ogsa denne er en rod.

(d) Vihar, idet |w| =1, at w™' =@, s& w + w™! = 2Rew = 2cos 2. Rodderne
i polynomiet t* +¢ — 1 er

_ —1+45

= T.

Idet 2 cos 2% er positiv, og i (c) er vist at veere rod, ma vi have at

2 \/5_1

2COS?: 5

t

hvilket viser det gnskede.
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Aflevering 4. Lad A og B veere to ikke-tomme, opad begrensede delmengder af
R. Beuis at

sup(A U B) = max{sup A, sup B},
altsd at sup(A U B) er det storste af de to tal sup A og sup B.

Lasningsforslag. Vi bemeerker indledningvis, at forudseetningerne sikrer at sup A
og sup B findes. Idet vi har at

Vee A: x <sup A og Vee B:x<supB
ma vi have at
Ve € AU B: x < max{sup A, sup B}. (3)

Saledes er meengden A U B opad begraenset (og tydeligvis ikke-tom), og derfor
findes sup(A U B). Desuden fglger af (3) at sup(A U B) < max{sup A, sup B}.
Idet AC AU B og B C AU B fglger af Opgave 70 at

sup A < sup(AU B) og sup B < sup(AU B),

men sa er max{sup A,sup B} < sup(AUB). Dette viser at max{sup A, sup B} =
sup(AU B).

Hvis man vil undgé at referere til Opgave 70 kan man ggre som fglger (egentlig
er det stort set bare et bevis for resultatet i Opgave 70): Da sup(A U B) er en
gvre graense for AU B er det specielt en gvre greense for A og en gvre graense for
B. Derfor er sup(AU B) > sup A og sup(AU B) > sup B, hvilket netop var hvad
vi brugte ovenfor. A

Aflevering 5. Lad talfslgen {a,}>° | vere defineret ved

2n
1 1 1 1 1
i S AR s T TaiDD j

j=n+1
(a) Vis, at den er begreenset.
(b) Vis, at den er konvergent.

Losningsforslag. (a) Vi ser at det n’te element i fplgen er givet ved en sum af
netop n positive led, hver mindre end 1/n. Derfor geelder for ethvert n € N
at 0 < a, <n-1/n=1.Saledes er folgen begranset.
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(b) Da en monoton og begraenset reel talfplge er konvergent er det jf. (a) nok
at vise at folgen er monoton. Differensen mellem to pa hinanden fglgende
elementer i folgen er

2n—+2 1 2n 1
Ap41 — A = Z - Z -
j=n+2'] j=n+1j
1 1 1
= + —
2n+1 2n+2 n+1
B 1 1
S n+1 2n+2
>0

sa folgen er altsd (strengt) voksende. Hovedssetning om monotone talfglger

forteeller sa at folgen er konvergent.

Hvis man virkelig er ivrig prgver man at finde greenseveerdien. Jeg fortalte
til T® hvordan man eventuelt kunne gribe dette an, og lad mig her kort opridse
argumentet: Arealbetragtninger (tegn!) giver at

AR 1 |
/ —dr < -< / —dzx
i " Joo S

for alle 7 > 2. Summeres denne dobbeltulighed fra j = n + 1 til 2n fas, jf.

indskudsreglen “ [+ [ = [ at

2n+1 1 2n 1
/ —dxr < a, < / —dzx.
n+1 x n T

Venstresiden er log(2n + 1) —log(n+ 1) = log 27?:11, mens hgjresiden er konstant
2n\ __ 2n+1 :

log(2n)—log(n) = log(2*) = log 2. Idet 25 — 2 for n — 00 og log er kontinuert,

fas at venstresiden gar mod log2 for n — oco. Men sa fglger af Klemmelemmaet

(Opgave 90) at a,, — log2 for n — oc. A

Aflevering 6. Lad funktionerne f og g: la,b] — R wvere kontinuerte, lad ¢ €
(a,b), og lad h veere den ved

definerede funktion [a,b] — R.

(a) Lad f og g vere funktionerne f(x) =sinz og g(x) = cosx. Skitser graferne
for f,g og h pa intervallet [a,b] = [—7, 7], dels for ¢ =0 og dels for ¢ = 7 /4.
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(b) Lad nu f,g veere vilkarlige. Vis, at hvis f(c) = g(c), sd er h kontinuert.
(c) Vis, at hvis f(c) # g(c), sd er h diskontinuert.

For vi kommer til besvarelsen vil jeg ggre et par bemaerkninger: For det forste
er det funktioner som kan veere kontinuerte, ikke funktionsveerdier. Det hedder
altsa “ f er kontinuert” og ikke “ f(x) er kontinuert”. For det andet skal man laese
det sidste ord i opgaveformuleringen med de rigtige briller. Vi har defineret hvad
det vil sige for en funktion at veere kontinuert i et punkt, og vi kalder funktio-
nen kontinuert hvis den er kontinuert i ethvert punkt i dens definitionsmeaengde
(“kontinuert overalt”). Derfor kan ordet diskontinuert laeses pa to mader: Enten
som “ikke kontinuert”, altsa “ikke kontinuert i ethvert punkt”, altsa “diskontinuert
i mindst et punkt”; eller som “diskontinuert overalt” i betydningen “diskontinu-
ert i ethvert punkt”. Det er naturligvis den fgrstneevnte betydning der her er
relevant, men veer opmeerksom pa at bogen kun definerer hvad der forstas ved
“diskontinuitet i et punkt” (som betyder det oplagte).

Losningsforslag. (a) Mere eller mindre kunstfzerdige skitser af graferne for f, g,
ho og hy/4 ses nedenfor.

1
0.5 0.5
3 2 1 1 2 3 -3 2 1 1 2 3
5 -0.5
-1 1
(a) Grafen for f. (b) Grafen for g.
1
0.5
0.5 0.25
3 2 1 1 2 3
3 2 1 i 2 3 0
.5 -5
0.75
-1 -1
(c) Grafen for h for ¢ = 0. (d) Grafen for h for ¢ = 7 /4.
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(b)

Vi skal vise at h er kontinuert i ethvert punkt af sin definitionsmeengde [a, b].
Inspireret af graferne ovenfor er det eneste potentielt problematiske punkt
formentlig ¢, men lad os for en god ordens skyld ogsa vise kontinuiteten i
de andre punkter. Lad ¢ > 0 veere givet og xo € [a,b] — {c}, og antag for
bestemthed at xy € [a,c). Da f er kontinuert i xq findes et ¢’ > 0 s&

Vi € [a,b]: |z — x| <& = |f(z) — f(xo)| < e.

Lad nu § = min{d’, |c — x¢|}. At jeg ikke blot kan veelge ¢ skyldes, at ¢’ jo
kun tager hensyn til opfgrslen af f, og hvis x tilfeeldigvis ligger inden for en
afstand af ¢’ fra xy, men pa den anden side af ¢, kan jeg ikke leengere veere
sikker pa at |h(z) — h(xg)| < €. Men med ovenstaende valg virker dette ¢:
Lad nemlig = € [a, b] veere vilkarligt. Vi skal vise at hvis |z — xo| < 0 s& er
|h(x) — h(xg)| < €. Idet |x — 0| < § har vi at x € [a,c), s& h(z) = f(z) og
h(xg) = f(xq). Men sa folger af valget af 0" at |h(x)—h(xo)| = | f(x)—f(z0)| <
€.

Tilfeeldet hvor x € (¢, b] er helt tilsvarende. Lad os derfor vise kontinuitet i
c. Lad € > 0 veere givet. Idet f og g er kontinuerte i ¢ findes §’,6” > 0 med
egenskaberne

Vo € [a,b]: |z —c| <§ = |f(x) — f(c)| <e (4)
Va € [a,b]: |z — ¢ < 0" = |g(z) — g(c)| < e. (5)

Lad nu § = min{¢’, 0”}. Vi skal vise at
Vo € [a,b]: |z —c| <d = |h(x) — h(c)| <&, (6)

sa lad = € [a, b] veere givet, og antag at |z — ¢| < §. Hvis < ¢ har vi fra (4)
(idet jo |z — ¢| < d") at |h(z) — h(c)| = |f(c) — f(c)| < e, og tilsvarende fas
at hvis x > ¢ fra (5) at |h(z) — h(c)| = |g(z) — g(c)| < . Dette viser at (6)
er opfyldt for det valgte 0, og derfor er h kontinuert i ¢ og saledes overalt.

Den letteste made at afvise kontinuitet i tilfseldet hvor f(c) # g(c) er ved
folgekarakterisationen af kontinuitet. Hvis nemlig h var kontinuert i ¢ ville der
om enhver talfglge x,, der konvergerer mod ¢ geelde, at h(x,,) konvergerer mod
h(c). Betragt derfor talfglgen z,, = ¢ — % Bemeerk at z,, ikke ngdvendigvis
tilhgrer intervallet [a,b] for alle n, men at det geelder for alle store nok n
(dvs. for alle n stgrre end et vist N). Vi har at h(z,) = f(z,), og da f er
kontinuert i ¢ vil fglgen af funktionsveerdier konvergere mod f(c). Men da
en folge hgjst kan have en greenseveerdi, og da h(c) = g(c), viser dette at h
ikke er folgekontinuert i ¢, og dermed ikke kontinuert i c.
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Alternativt kunne man tage betingelsen af kontinuitet i ¢ og negere denne.
Det gar som fglger: At h ikke er kontinuert i ¢ vil sige

Je > 0Vo > 03z € [a,b]: |x — c| <0 A |h(x) — h(c)| > e. (7)

Jeg pastar at ¢ = |f(¢) — g(c)|/2 > 0 virker. Lad derfor § > 0 veere vil-
karligt. Vi skal sa vise at der findes et = € [a,b] s& z er J-teet pa ¢, og sa
funktionsveerdien i x afviger mindst € fra h(c).

Idet f er kontinuert i ¢ kan vi veelge et ¢ > 0 sa

Vi € [a,b]: |x —c| <0 = |f(z) — f(o)] <e.

Lad d = min(6,0") og x = ¢ — d/2. Sa er = i hvert fald d-teet pa c. Tilbage er
at vise uligheden |h(x) — h(c)| > €. Idet & < ¢ har vi

h(x) = h(e)] = [f(x) = g()] = [f(e) = g(e)| = [f(c) = f()| 2 2e —e =
hvor den forste ulighed folger af trekantsuligheden |f(c) — f(z)| + |f(z) —

g9() = [f(e) = g(e)l.
JAN

Nu fglger en besvarelse af en afleveringsopgave som I ikke har haft mulighed
for at aflevere. Jeg inkluderer besvarelsen for fuldsteendighedens skyld, og fordi
begrebet “4ben meengde” er helt ufattelig vigtigt (I aner ikke hwvor vigtigt!).
Argumentet er ikke sveert, idet det er af den type hvor der i hvert trin stort set
kun er en ting at ggre. Man skal blot ggre sig klart hvad ens antagelser er og
hvad man skal vise.

Aflevering 7. Lad {U, | « € I} vere en samling af dbne mengder 1 R". Vis,
at foreningsmeengden
A=Ju,

acl

er dben.

Lasningsforslag. Jeg minder om, at en delmaengde V' af R™ siges at veere aben,
hvis der for ethvert punkt x i V findes et positivt tal §, sa den abne kugle
Bs(z) ={y € R" | ||y — z|| < §} med radius § og centrum i = er helt indeholdt i
V. Med kvantorer skrives dette

Ve e VI >0vy e R": [ly —zf| <6 = yeV. (8)

Vi skal altsa vise at betingelsen (8) er opfyldt for A, sa lad =z € A. Pr.
definition af A betyder det, at der findes et o € I sa x € U,. Nu er z altsa et

punkt i en &ben maengde, sa pr. antagelse findes der et tal 6 > 0 s& Bs(z) C U,.
Men da U, C A folger at Bs(z) C A, sa det fundne 6 virker for z € A. A
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TO-opgaver

Her folger et bredt udsnit af T@-opgaver som vi enten ikke naede eller som jeg
synes I fortjener en skriftlig besvarelse af. Opgaveformuleringerne ma I sla op i
bogen.

Opgave 58. Lad P veere et polynomium af grad n med reelle koefficienter, dvs.
P(z) =a,2" +...a12+ q
hvor a; € R for i =0,1,...,n. Antag at z er en rod, dvs. at
P(z)=0. 9)

Vi skal vise at z ogsé er en rod. Ved at konjugere ligningen (9) fas

=, 2"+ +WZ+ag
=a, 2"+ - +azZ+a
= P(2)

ifglge regneregler for kompleks konjugering og det at den kompleks konjugerede
af et reelt tal er det samme reelle tal. Her star at leese at z er en rod i P. A

Opgave 90. Antag at a,,, x, og b, er reelle talfglger, som opfylder at a,, < z,, < b,
for allen € N. Antag desuden at a,, og b,, er konvergente med samme graenseveerdi
c. Vi vil nu vise at x,, er konvergent med graensevaerdi c.

Til det formal ser vi simpelthen pa afstanden |x,, — ¢|. Lad € > 0 veere givet.
Ved et par anvendelser af trekantsuligheden og den indbyrdes beliggenhed af
y, Tp 0L by, far vi

|Tn — | < |xp — an| + |an — | < by — an| + |an —¢| < |b, — | + |¢ — an| + |an — |-

Vi kan nu veelge et N sé stort at n > N medforer at |b,—c| < £/3 og |a,—c| < £/3.
Sa er |z, — c| < g, og € var vilkarlig viser dette at z,, — ¢ for n — co. A

Opgave 100. Lad a,, veere en talfglge, og lad fglgen b, veere defineret ved at det
n’te element b, er gennemsnittet af de fgrste n elementer i a-fglgen, altsa

_a1+a2+~-~—|—an
= . .

bn

Antag a,, — 0 for n — oo. Vi skal vise at b, ogsa gar mod a for n — oo. Lad
e > 0 veere givet.
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Veelg forst et N’ sa stort at k > N = |ax| < £/2. For et hvilket som helst
tal n > N’ kan vi nu skrive
a; +ag+ -+ dy +aN/+1+---+an
n n '

b, =

Ved hjeelp af trekantsuligheden far vi sa at

ay+ag+---+an anr41+ -+ ay

[ba] < | |+ |
n n
ap +ag+---+an AN'41| + - |ay
S‘ 1 2 N|_'_‘N+1| | |
n n
_|a1+a2+-~-+aN/|+(n—N’)e/Q
B n n
a; +ag+ -+ an
<| 1 2 N|_'_€/2.

Idet summen a; + as + - - - + an er uafhengig af n, kan vi veelge et N s& stort
at for alle n > N” bliver den forste brgk mindre end /2. Altsa far vi for alle
n > N = max(N', N") at

|b,| < €

hvilket var hvad der skulle vises.
Del (b) besvares let som folger: Idet vi seetter x,, = a,, — a far vi at x,, er en
folge som konvergerer mod 0. Idet

a1+...+an na+aj1+...+l‘n aj1+...+ajn
bn: = :(JI«I»—
n n n

ser vi at b, — a jf. forste del af opgaven konvergerer mod 0. Men sa konvergerer
b, = b, —a+ a mod a. A

Opgave 115. Lad x, veere en reel talfplge. Antag at x,, er voksende og ubegraen-
set. Vi skal vise at z,, divergerer mod +o0.
Antagelserne betyder, skrevet med kvantorer, at

Vn € N: x, < 2,41 (10)
VM € R3n € N: |z,| > M. (11)

Vi skal vise at
VM eRIN e NVn e N:n >N = x, > M. (12)

Lad M € R veere givet. Forst bemeerker vi, at da x,, er voksende er folgen nedad
begreenset (af x1), si da folgen er ubegraenset mé den veere ubegraenset opad.
Specielt er fplgen positiv fra et vist trin. Vi kan bruge (11) ovenfor til at finde
et N € N sa xzy > M. Sa har vi, for et vilkarligt n > N, at z, > oy > M, sa
dette N opfylder betingelsen i (12). JAN
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Opgave 124. Lad a,, veere en monoton reel talfslge. Antag a,, har en konvergent
delfglge. Vi skal vise at fglgen a,, er konvergent.

Idet a, er monoton er der tre muligheder: Hvis fglgen er begraenset er den
konvergent jf. hovedsaetning om monotone talfglger. Hvis den er ubegraenset er
den divergent mod +oco (hvis den er voksende) eller divergent mod —oo (hvis den
er aftagende); jf. Seetning 4.25. Vi vil vise at disse sidste to tilfeelde forer til mod-
strid. Antag for bestemheds skyld at fplgen a,, er voksende. Jf. ssetning 4.27(b)
geelder sa, at enhver delfglge af a,, er divergent mod +oco0. Men vi havde jo anta-
get at der var en konvergent delfplge. Dette strider mod at folgen er ubegraenset;
altsd ma den veere begraenset og dermed konvergent.

|[Lees gerne ovenstaende argument flere gange. Vi viser at folgen er begraenset
ved at vise at hvis den var ubegraenset forer det til en modstrid. Altsa ma fglgen
vaere begreenset og pa grund af monotonicitet konvergent|. A

Opgave 145. Lad f: R — R veere en funktion der opfylder funktionalligningen

flx+y) = f(x)f(y)

for alle x,y € R. Antag f er kontinuert i 0. Vi skal vise at sa er f kontinuert
overalt.

Forst bemeerker vi, at hvis f(x) = 0 for bare én veerdi af x, s& er f(y) =
fly—x+2x) = f(y—x)f(x) = 0 for alle tal y, og si er f nulfunktionen der
klart er kontinuert. Vi kan altsa antage at f(z) # 0 for alle tal x. Sa folger af

f(0+0) = f(0)* at f(0) = L.

Vi vil vise at f er kontinuert i a € R. Vi skal derfor vise
Ve>03dd>0Wr e R: |z —a| <d = |f(x) — f(a)| <e

og vi lader derfor € > 0 veaere givet. For at finde ud af hvordan vi skal veelge §
kigger vi pa differensen f(z) — f(a):

[f(x) = fa)l = |fla+ (z —a)) = fa)] = [f(a) f(z — a) = f(a)]
= [f@)llf(z = a) = 1] = [f(@)lf(z = a) = [(O)].
Lad nu ¢’ = ¢/|f(a)|. Da f er kontinuert i 0 findes et § > 0 sa det for alle y med

ly| < & geelder at |f(y) — 1| < €’. Men sa har vi jo netop, at hvis = er et reelt tal
med afstand hgjst ¢ til a, vil

() = fla)| = [f(@)]|f(x —a) =1 <|f(a)e" = &.

Altsa er f kontinuert i a. A

11



T®-opgaver E05 Matematisk Analyse 1

Opgave 154. Dette er endnu en af de opgaver som er af den type hvor man stort
set bare skal forsta definitionen til bunds for at kunne regne den.

Lad f: A — R veere en funktion defineret pa A. Lad a € A veere et punkt
hvorom der geelder, at der findes et » > 0sa (a —r,a+17)N A = {a}. Vi skal sa
vise, at f er kontinuert i a.

Lad € > 0 veere givet. Aldeles uatheengigt af dette  lader jeg § = r. Vi skal
nu vise

Vee At |z —al <r = |f(z) — f(a)| <e.

Men hvis x € A og |z —a| < r betyder antagelsen jo netop at x = a, sa uligheden
er trivielt opfyldt idet |f(x) — f(a)| = |f(a) — f(a)] =0 < &! A

Sporgsmal og kommentarer til ovenstaende er naturligvis velkomne. Isger
trykfejl og forkerte (mangelfulde) argumenter vil jeg gerne have rettet. I ved
hvor I kan finde mig eller hvordan jeg ellers kan kontaktes. . .

Version 1.1, 13. december 2005 Rasmus Villemoes
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