Perspektiver i Matematikken E04 Summer

Note 1

Til T@-gangen i rusugen diskuterede vi forskellige former for notation, som
I vil stgde pa i kurset. Dette er en lille ssmmenskrivning af hvad vi snakkede
om. Jeg har ogsa skrevet en besvarelse ned pa gcd-opgaven, hvis gennem-
gang i mandags ikke var videre heldig. Endelig har jeg til sidst praesenteret
et resultat om polynomier, som jeg kraftigt vil opfordre jer til at bide maerke
i. I vil hgjst sandsynligt finde det nyttigt pa et eller andet tidspunkt.

Summer

Ofte har man brug for at skrive en sum bestaende af et ubestemt, for
eksempel n, led. Dette kan ggres pa mange mader. Fx er det klart at
a+---+a = na, men udeladelsesprikkerne kan til tider give anledning
N—_— —

til forvirring. Hvad er fx 1 4+ a + - - -a"~'? Man har derfor indfert en seerlig
notation, hvor det bliver klart hvad hvert led i summen er. Det store graeske
bogstav ¥ (sigma) svarer til latinsk S (for sum), og hvis man eksempelvis
skriver

n
E : ak—l
k=1

mener man summen af de tal a*~! der fremkommer ved at lade k gennem-
lpbe de hele tal fra 1 til n og leegge sammen. Fx betyder

>
k=1

summen af de fgrste n kvadrattal (og man kan i gvrigt vise, at denne er
n(n+1)(2n+1) )
).

Man tillader ogsa en variation af notationen ovenfor. Hvis K er en en-

delig meengde, og f er en funktion defineret pa K som antager talveerdier,
betyder

> fk)

summen af tallene f(k) nar k gennemlgber elementerne i K. Et maske
lidt fjollet eksempel: Lad K veere maengden bestaende af de tre ord K =
{hus, bil, matematik} og lad f veere funktionen der til et ord knytter dets
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leengde (altsa antallet af bogstaver). Sa er

> fk)=3+3+9=15

keK

Man bgr bemeerke, at definitionen af ), _ . er uathaengig af hvilken reekke-
folge elementerne i K gennemlgbes, da + er kommutativ (altsa a+b = b+a
for alle tal a, b).

Endelig argumenterede jeg for, hvorfor man har valgt at definere den
tomme sum » _, ., f(k) til at veere 0.

Produkter

I fuldsteendig analogi med summerne har man indfgrt en szerlig notation for
produkter. Det graeske bogstav der svarer til P er pi, og et stort graesk pi
ser sadan ud: II. Man vedtager, at det tomme produkt er 1.

Fra gymnasiet kan I maske huske, at logaritmen til et produkt er summen
af logaritmerne (dvs. log(ab) = loga + log b for alle positive tal a, b). Dette
faktum kan man (fx ved induktion) generalisere, og jeg overlader det til jer
at indse hvorfor

log (H ai) = Z log(a;)
i=1 i=1
nar a; er positive tal.

Meaengder

En (endelig) meengde kan skrives op pa sakaldt fuldstendig listeform, hvor
man altsa opskriver maengdens elementer mellem tuborgparenteser, separe-
ret af kommaer. Rackkefglgen hvori elementerne opskrives er underordnet;
saledes er {m,2,8}, {2,8,7} og {8,2,7} alle den samme meengde. Genta-
gelse af et element eendrer heller ikke meengden; {7,2,8,2,2} = {2,8,7}.
Hvis maengden er uendelig, eller sa stor at man ikke kan eller vil skrive alle
dens elementer ned, kan man ogsa bruge ufuldstendig listeform. Det forud-
saetter dog, at det fra konteksten er klart hvilke elementer meengden bestar
af. Eksempelvis er det forst klart, hvad {2,3,5,...,997} betyder, nar man
i ord forklarer at der tales om maengden af primtal mindre end 1000.

Meangden uden elementer kan man saledes skrive {}, men da dette let
kan give anledning til forvirring har man indfgrt det szerlige symbol @) for
den tomme maengde.
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Ofte har man brug for at betragte meengden af de elementer som har en
eller anden foreskrevet egenskab. Helt generelt skal udtryk of formen

{rcA|P(x)}

laeses som “de = 1 A for hvilke udsagnet P(z) er sandt”. Eksempler pa dette
kunne veere

{z € N | x er et ulige primtal} = {3,5,7,11,...}
{r €Z|2* <10} = {-3,-2,-1,0,1,2,3}
{r €N |z |56} ={1,2,4,7,8,14,28,56).

Dette sidste eksempel tjener to formal. Dels kaldes meengden for “meeng-
den af divisorer i 56”, og man bruger nogle gange notationen Div(56) om
den. Dels skal det illustrere den lidt uheldige dobbeltrolle, som den lodrette
streg | har. Den forste skal laeses “for hvilke” eller “saledes at”, mens den an-
den skal lzeses “gar op i’ eller “er divisor i”. Den lodrette streg bruges ogsa
nogle gange i par til at betyde absolutveerdi eller norm; fx er intervallet
[—2, 2] det samme som maengden {z € R | |z| < 2}.

Man kan godt stgde pa bgger og lignende som benytter et kolon i stedet
for en lodret streg; i visse sammenhaenge har det oplagte fordele; fx er
{z € R : |z| < 2} lidt mindre forvirrende.

En TO-opgave

Mandag efter rusturen var jeg abenbart ikke helt frisk. Det fglgende er en
(forhabentlig) bedre besvarelse af opgave 5 pa Ugeseddel 3.

Vi har altsa givet to naturlige tal a og b sammen med deres primtals-
faktoriseringer

N N
a=[]rF b=]]nk
i=1 i=1

hvor {p1,ps,...,pn} er foreningsmaengden af primdivisorerne i a og b (altsa
alle de primtal der skal bruges for at faktorisere a og b), og k;,l; € NU{0}.
Vi har desuden navngivet p;’erne sadan at p; # p; nar ¢ # j [hvis det
samme primtal p, = p; optradte to steder i faktoriseringen af a, kunne vi
blot erstatte pfipfj med p} ).

For hvert ¢ mellem 1 og N lader vi nu m; betegne den mindste af de to

eksponenter k; og [;; altsd m; = min(k;, ;). Opgaven er at vise, at det tal ¢
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der fremkommer ved fastseettelsen

N
G
=1

er den stgrste feelles divisor i a og b.

Bevis. Vi starter med at kontrollere, at ¢ faktisk er en feelles divisor. Da
m; < k; for alle i, er pf"~™ et naturligt tal for alle i = 1,..., N. Derfor er

)

N N
a = prz _ Hp;nipfi—mi
=1 =1
N N N
=([I7) - (J]et ™) =c [P
=1 =1 =1

sa c er en divisor i a. Pa tilsvarende made finder man, at ¢ er en divisor i b.

Hvis p er et primtal som gar op i ged(a, b) ma vi ogsa have at p garop i a
og b. Da alle de primtal der gar op i a og b findes i meengden {p1, p2,...,pn}
har vi at p ma veere et af disse tal. Denne overvejelse viser, at de primtal
der skal bruges til at faktorisere ged(a,b) er at finde blandt pq,pa, ..., pn,
sa vi kan skrive

N
ng(aa b) = Hpii
=1

hvor g; € NU{0}. Da ¢ er en feelles divisor for a og b ma ¢ veere en divisor
i ged(a, b), men det betyder at m; < g; for alle 1.

P& den anden side: Da ged(a,b) er en divisor i a og b, ma p;* ogsa veere
en divisor i a og b for alle 7. Men pJ* kan kun ga op i a hvis den ’te faktor
ia,dvs. pf er stor nok; altsa hvis g; < k;. P4 samme made indser man at
g; < l;. Men disse to uligheder medforer at g; < min(k;, ;) = m;. Da séledes
g < m; og m; < g; for alle ¢ har vi at g; = m; for alle 7, men det betyder
praecis at ¢ = ged(a, b). O

Ekstraspgrgsmalet, hvornar ged(a, b) er lig med 1 kan man nu besvare i
termer af primfaktoriseringerne af a og b: Tallet ¢ er lig med 1 hvis og kun
hvis alle eksponenterne m; er lig 0; men dette sker hvis og kun hvis det for
ethvert ¢ gaelder at mindst en af k; og [; er lig 0. Med andre ord, hvis og
kun hvis der ikke er feelles primfaktorer i a og b.
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Polynomier

Mange ting hgrer med til den almene dannelse; det resultat der praesenteres
i dette afsnit er en af disse ting. Lad f veere et polynomium, altsa

f() = apa" 4+ ap 12" 4+ arx + ap. (1)

Ofte er man interesseret i at finde rgdder i polynomier. Hvis ag er 0 er x = 0
oplagt en rod i p.

Antag nu, at koefficienterne «a; alle er heltal. Vi taber ikke megen gene-
ralitet ved yderligere at antage, at a, og ag er forskellige fra 0. Pastanden
er nu fglgende:

Lemma 1. Hvis x = § er en rationel rod i f, og % er uforkortelig (altsd

ged(p, q) = 1), sa er p divisor i ag 0og q er divisor i a,,.

Nytten af denne pastand er fglgende: Der er kun endeligt mange poten-
tielle rationelle rodder i et givet polynomium med heltallige koefficienter!
Med andre ord: Hvis man leder efter alle rédderne i et polynomium med
heltallige koefficienter, kan man starte med at afprgve om nogen af de ratio-
nelle kandidater er rgdder. Hvis man er heldig finder man en rod, og sa kan
man udfgre polynomiers division og fa et polynomium af grad en mindre.

Beuvis for lemmaet. Vi antager altsa at
an(B)" + -+ arf +ag=0.

Ganger vi denne ligning igennem med ¢" og flytter en smule om finder vi,
at

anp" + an " g+ 4+ arpg" Tt = —agq”.

Bemeaerk at denne identitet kun involverer heltal. Man ser, at p er divisor i
venstresiden, men det betyder at p | apg™. Da vi har antaget at p og ¢ er
indbyrdes primiske, mé vi have at p | ay.

Pa tilsvarende made kan vi flytte lidt rundt pa ledene og konstatere at

An1p" g+ aipg T+ apg” = —anp™.

Heraf afleeser man, at ¢ er divisor i a,p”, og som for ma dette betyde at ¢
AT Op 1 Gy, O

Et eksempel: Lad f(z) = 2 + 22 — 13z + 3. Det ovenstaende forteller,
at de eneste mulige rationelle rodder er £1 og £3 (fordi teelleren skal veere
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divisor i 3 og neevneren skal veere divisor 1 1). Ved at indseette disse fire
kandidater finder man at 3 er en rod. Ved hjelp af polynomiers division
finder man sé at f kan faktoriseres som f(r) = (z—3)(2?+4x—1). De gvrige
rgdder i f kan altsa findes ved at lgse andengradsligningen 2 +4x —1 = 0,
og det er en overkommelig opgave. Man finder to andre reelle rgdder, nemlig
r= W 94 \/5

Som umiddelbar konsekvens har vi
Seaetning 2. Lad p vere et primtal og n > 2 et heltal. Sa er {/p irrationel.

Beuvis. Betragt polynomiet f(x) = 2" — p. Ifglge Lemma 1 er de eneste
mulige rationelle rgdder i f tallene +1 og +p. Man indser let at ingen af
udtrykkene

I—p
(=D)"=p
p"—p
(=p)" —p

kan veere lig 0, og derfor har f ingen rationelle rgdder. Da {/p er en rod ma
det betyde, at {/p er irrationel. O

Specielt konkluderer vi (for n = p = 2) at kvadratroden af 2 er et
irrationelt tal. Det er heller ikke sveert at vise:

Saetning 3. Lad m € N ogn > 2. Huvis {/m er rationel, sd er det et heltal.

Bevis. Lad f(x) = 2™ — m. Pr. antagelse er /m et rationelt tal, sa vi kan
skrive det som uforkortelig brgk g. Men fra Lemma 1 har vi sa, at ¢ = £1

s& {/m faktisk er et heltal. O

Med andre ord kan man aldrig tage et rationelt, ikke-heltal og oplgfte
det til en potens n og fa et heltal. Lgst sagt betyder Seetning 3, at langt de
fleste n’te-rgdder er irrationelle.



