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Note 2

Nu er to vigtige datoer endelig lagt fast. Der er tale om fredag den 12/12-
03 hvor instruktorgllet vil flyde i rigelige meengder i Matematisk Fredagsbar
(fra ca. kl. 15), og fredag den 16/1-03, hvor I vil blive udsat for en lille test.
Hvornar spgrgetime(r) og deslige leegges er endnu ikke fastsat.

Heaengepartier fra kapitel 2

Jeg lovede at formalisere en lille “saetning” jeg viste til T®. Jeg har her valgt
at splitte den op i to. Inden da vil jeg dog appellere til, at I husker pa, at
setninger kun gaelder under de forudsaetninger som de geelder under. Det er
muligvis trivielt, men det nytter altsa ikke noget at referere til en ssetning der
starter “Lad G veere en endelig gruppe” hvis den gruppe der arbejdes med
ikke er endelig. Lees derfor ssetningerne grundigt, og ikke kun konklusionerne
i seetningerne.

Lemma 1. Lad G vere en gruppe, og lad H C G vere en undergruppe. Lad
g € G vaere et vilkarligt element. Sa er maengden

gHg ' ={ghg™' |he H} C G
en undergruppe af G.

Beuis. For at tjekke at en given delmeaengde er en undergruppe, er der tre ting
at tjekke. For det fgrste skal maengden veere lukket under kompositionen fra
gruppen, sa lad x og y veere to elementer i gH g '. Det betyder, at x og y kan
skrives som x = gh1g™! og y = ghog™!. Men sa er xy = (gh1g")(ghag™") =
g(hihs)g™! pga. associativitet. Da H er antaget at vaere en undergruppe af
G, er hihy et element i H, og dermed er zy et element i gHg™'.

Derudover skal neutralelementet ligge i meengden. Men da e € H har vi
e=geg l € gHg'.

Endelig skal det for ethvert € gHg ! geelde, at det inverse element til
x tilhgrer gHg™!. Dette er netop tilfeeldet, for hvis 2 = ghg=! er det ikke
sveert at indse, at x7! = gh~lg~! € gHg™ !, da jo h™! € H. Dette feerdiggor
beviset. 0

Husk pa, at hvis g er et element i en gruppe G, og h er et andet element i
G, kaldes konstruktionen ghg~! for konjugering af h med g. Man kan, som det
fremgar ovenfor, naturligvis ogsa konjugere delmaengder. Ovenstaende lemma
kan saledes ogsa formuleres som at “konjugering af en undergruppe med et
element fra gruppen giver igen en undergruppe”. Hvis vi fortsaetter ud ad
denne tangent kan vi bruge dette til at definere en gruppevirkning. Lad U(G)
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betegne maengden af undergrupper af G. Sa er afbildningen a: G x U(G) —
U(G) defineret ved

ag,H)=gHg ™"

faktisk en gruppevirkning (tjek selv at aksiomerne er opfyldt). En smule
eftertanke viser, at fixpunkterne for denne gruppevirkning lige praecis er de
normale undergrupper i G.

Nuvel, det var et sidespring. Det naeste lemma er det vi egentlig brugte
til TO:

Lemma 2. Lad G vere en endelig gruppe af orden N, og lad d veere en
divisor i N. Hvis der findes netop en undergruppe H C G af orden d, sa er
denne undergruppe normal i G.

Beuvis. Viskal vise, at H er normal. Pr. definition betyder det, at vi skal vise,
at gHg~! = H for ethvert ¢ € G. For et givet ¢ € G ved vi fra Lemma 1,
at gHg™! i hvert fald er en undergruppe af G. Men ydermere ma der geelde,
at ordenen (dvs. antallet af elementer deri) af denne undergruppe er d; thi
vi har en bijektiv afbildning fra H til gHg™! givet ved h +— ghg~! (find selv
den inverse afbildning). Altsa er gHg ™! en undergruppe af G af orden d. Pr.
antagelse var der kun én sadan, sa vi ma have gHg~! = H for ethvert g € G
altsa er H en normal undergruppe af G. U

Bemaerk at dette giver endnu en metode til at vise normalitet af en un-
dergruppe, og det var preecis det vi brugte i opgave 11.45: Vi skal vise, at Ay
ikke er simpel; mao. skal vi vise der findes en normal undergruppe (som ikke
er {e} eller hele gruppen). Ovenikgbet far vi givet en god kandidat, nemlig
delmeengden H bestaende af e og alle elementer af orden 2. Man finder ret
hurtigt ud af, at H er en undergruppe, og at den har orden 4. For at kunne
bruge ovenstaende lemma skal vi blot overbevise os om, at H er den eneste
undergruppe af A, med 4 elementer. Men da de gvrige 8 elementer i A, alle
er 3-cykler (det ved vi fra en aflevering), og da 3-cykler har orden 3, kan vi
ikke have en undergruppe med 4 elementer hvori der ligger en 3-cykel (husk
pa, at et elements orden gar op i gruppens orden!). Derfor er en undergruppe
af Ay med 4 elementer pisket til at veere H. Ergo er H normal i Ay.

En anden ting der skulle vises i selvsamme opgave var, at As er simpel.
Den klart nemmeste made at vise dette pa er ved at appellere til Lagranges
indexsaetning. Thi hvis G er en endelig gruppe med p elementer, hvor p er
et primtal, er G simpel. Dette skyldes det simple faktum, at hvis H C G er
en undergruppe, ma H enten have 1 eller p elementer. Ergo er H enten {e}
eller G, og der kan derfor ikke findes (ikke-trivielle) normale undergrupper i
G. Da |As| = 3!/2 = 3 er et primtal, er A3 simpel.
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En metode til at finde antallet af undergrupper af en given orden er Sylows
saetninger; specielt Sylow-III. For eksempel i opgave 11.52 viste det sig, at der
i en gruppe med 15 elementer er netop en undergruppe med 3 elementer og
netop en undergruppe med 5 elementer; og pr. ovenstaende er disse derfor
normale.

Kapitel 3

Jeg skylder en bedre gennemgang af afleveringsopgaven 111.30. Den er her:

(1)

Observer forst, at da w er lgsning til 22+ +1 = 0, ma @ ogsa veere det
(komplekse lgsninger til polynomiumsligninger med reelle koefficienter
optraeder i konjugerede par). Desuden har vi, at produktet af de to
rgdder i et andengradspolynomium er konstantleddet, og summen er
koefficienten til x med modsat fortegn; altsa ww =1 og w + 0 = —1.
Vi har sa N(z) = 22 = (z + yw)(z T yw) = (v + yw)(z + yo) = 2% +
y2ww+ry(w+o) = 22 —zy+y* Desuden folger N(2125) = N(21)N(22)
trivielt, da dette jo er sandt for alle komplekse tal 21, z9; men det kan

ogsa let udregnes: N(z129) = 2129(2122) = 21212223 = N(21)N(22).

Antag z € Z|w] er en enhed. Det betyder, at der findes w € Zw]| sa
zw=1.Saer N(z)N(w) = N(1) = 1, og da N(z) er et naturligt tal, ma
vi have N(z) = N(w) = 1. Antag omvendt, at N(z) = 1. Da N(z) = zz
ser vi, at z er en enhed safremt vi blot kan vise, at z € Z[w]. Men da jo
z=r+yo=x+y(—1—w)=x—y—ywserviat z € Z[w].

Antag N(z) er et primtal, og lad z = ab. Sa er N(z) = N(a)N(b); da
N(z) er et primtal, ma en af N(a) og N(b) veere 1; pr. (i) har vi sa, at
enten a eller b er en enhed, og derfor er z irreducibel.

Vi skal vise, at Z[w] er en Euklidisk ring. Mao. skal vi vise, at der findes
en Fuklidisk normfunktion pa Z[w]. Et udmerket bud er funktionen
N: ZJw] — N. Lad z,d € Z|w|, d # 0. Hvis d | z (her betyder | at ga op
i inden for Z[w]) kan vi skrive z = gd+ 0 for et passende valgt ¢. Vi kan
teenke pa Z|w| som den delmeengde af de komplekse tal, der er markeret
med prikker pa figur 1. Man ser let, at der intetsteds i den komplekse
plan er mere end 1 til det nermeste punkt i Z[w] (sideleengden i den
indtegnede trekant er netop 1). Hvis d ikke gar op i z, veelger vi et
punkt ¢ € Z[w] som ligger mindre end 1 fra det komplekse tal z/d, og
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Y

Figur 1: Meengden Z[w]

vi definerer r = z — ¢d. Vi vil nu vise, at N(r) < N(d). Vi har

N(r) _ N(z—qd)
N(d)  N(d)

da jo ¢q var valgt sa |z/d — q| < 1. Heraf folger det gnskede.

Der synes ikke at veere nogen rent algebraisk made at lgse opgaven pa;
man kommer ikke udenom at skulle vurdere afstande i den komplekse
plan.

(iv) Da N(1 —w) = 1—(—1)+ 1 = 3 er et primtal, er 1 — w pr. (ii) et
irreducibelt element. Da Z[w] er en Euklidisk ring, er den ogsa et PID
og dermed et UFD; derfor folger fra Proposition 3.5.3 at 1 — w er et
primelement i Z[w].

En anden ting det lykkedes mig at kage rundt i var beviset for, at et
endeligt integritetsomrade er et legeme. Jeg vil formulere det lidt anderledes:

Lemma 3. Lad R veere en endelig ring. Sa er et element x € R enten 0, en
nuldivisor eller en enhed (bemaerk at et element ikke kan veere flere af disse
ting pa én gang).
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Bevis. Lad © € R veere et element, som ikke er 0. Lad elementerne i ringen
veere nummereret R = {ay, ..., a,}, og betragt de n elementer xay, xas, . . ., xa,.
Hvis disse alle er forskellige, ma de udggre samtlige elementer i R; og dermed
findes der et a; sa xa; = 1; altsa er = en enhed. Hvis elementerne ikke alle er
forskellige, ma der veere to som er ens. Hvis za; = xa; har vi z(a; — a;) = 0.
Da a; og a; er to forskellige elementer, er a; — a; # 0, og dermed er x en
nuldivisor. O

Med dette lemma i handen er det nemt at lgse opgave I11.23; thi i et
endeligt integritetsomrade ved vi, at elementer som ikke er 0 ngdvendigvis
ma vaere enheder.

Ordbog

Pa dansk er sammensatte ord sat sammen, hvilket fx vil sige at det hedder
en ringhomomorfi og ikke “ring homomorfi”.
Endnu en opdatering;:

Engelsk Dansk

term term eller led
leading coefficient ledende koefficient
degree grad

leading term ledende term
monic monisk

root rod

primitive root of unity primitiv enhedsrod
cyclotomic cyklotomisk (“cirkeldelingspolynomier”)
Grobner basis Grobnerbasis

term order termordning
lexicographic leksikografisk
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