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Indledning

Denne note er mest skrevet for at lappe pa hvad jeg betragter som et stort
hul i den matematiske almendannelse folk far. I mange kurser, iseer pa anden
del, kan forelesesere neesten ikke dy sig for at sige freekke ord sasom “kategori”
og “funktor”, benytte sig af “funktorielle egenskaber” eller kaste et diagram
op pa tavlen og kalde det for en “universel egenskab”. Det underforstas at
folk selv finder ud af hvad disse ord betyder hvis de mener at have brug for
det.

Min personlige erfaring er, at mange ting bliver meget paenere nar man
ser dem i den rette abstrakte kontekst. Saledes synes jeg ogsa det er synd,
at man aldrig officielt far at vide hvad kategoriteori gar ud pa. Selv hvis
folk gnsker at finde ud af dette, er det sveert at vide hvor man skal lede.
Det er mit hab at i det mindste denne tvivl nu kan udryddes, og at svaret
bliver “i naerveerende note”. Dels er den forfattet pa dansk og dels har jeg i
mange af eksemplerne taget udgangspunkt i den viden som man har med fra
forstedelskurserne; herunder iseer Algebra 1 og Geometri 1. Andre eksemp-
ler er neert knyttet til kurserne Topologi 1 og Introduktion til Algebraisk
Topologi, og det er da ogsa den implicitte brug af kategoribegreber i disse
kurser som har ansporet mig til at skrive dette.

Vigtige ord er fremheevet forste gang de optraeder, og ordet star desuden
i margen, sa det skulle veere forholdsvis let at finde en definition. Jeg har
ogsa lavet et forhabentlig brugbart indeks bagest i noten.

Jeg bor nok advare om, at nogle ord er selvopfundne i den forstand, at
jeg ikke kender en geengs betegnelse pa dansk for det pageeldende begreb.
Blandt andet derfor har jeg inkluderet en terminologiliste.

Om navnet pa noten: Indtil videre er ,Kategorier for den stakkels stude-
rende” kun en arbejdstitel. Det er en plathed baseret pa titlen pa [MLIS|.

Disclaimer: Dette er et ,udkast® til hvad der godt kunne risikere at
udvikle sig til et storre projekt. Nuvaerende versionsnummer er 1.05. Indtil
videre er noten ikke (det vil sige langt fra) feerdigskrevet, og den laeses derfor
“pa eget ansvar”. Den til enhver tid nyeste (offentligt tilgeengelige) udgave af
noten kan findes pa http://home.imf.au.dk/burner/matematik.xhtml.
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iv INDLEDNING

Jeg modtager selvfglgelig gerne kommentarer, kritik og rettelser; du kan fx
sende en mail til burner@imf . au.dk.

Pa et tidspunkt vil der blive skrevet et eller flere ekstra kapitler, hvori
felgende buzzwords vil blive behandlet: Funktorkategorier, produkt, kopro-
dukt, kerner, greenser, universelle egenskaber, dualitet, adjungerede funk-
torer, additive og abelske kategorier, Yonedas lemma og meget andet.

Jeg haber du far noget ud af leesningen. Spgrgsmal til emnet er natur-
ligvis velkomne, men jeg garanterer ikke at jeg er i stand til at svare.

God forngjelse, Rasmus Villemoes



Kapitel 1

Kategorier

1.1 Motivation

I de forste par ar af et matematikstudie stgder man pa massevis af mate-
matiske objekter. Her teenkes pa begreber som vektorrum, grupper, ringe,
legemer, topologiske rum, regulaere flader etc.

Alle disse objekter er meengder, som er udstyret med en vis ekstra struk-
tur, og for hver af disse typer objekter betragter man typisk afbildninger
som i en eller anden grad respekterer denne struktur. Hvis fx ens objekter er
vektorrum (over legemet IF') er man interesseret i de F-linesere afbildninger,
fordi disse netop bevarer den linesere struktur.

Hvis de objekter man interesserer sig for er grupper er man interesseret
i gruppehomomorfier (fordi disse netop er dem der bevarer gruppestruktu-
ren), og hvis man taler om topologiske rum taler man samtidig om konti-
nuerte afbildninger (fordi “strukturen” her bestar i at vide hvilke meengder
der er abne). Hvis ens objekter er regulaere flader kunne man interessere sig
for de glatte afbildninger mellem dem.

Man kan ogsa bemaerke, at hvis A er et vektorrum, er identitetsafbild-
ningen Id 4 faktisk en lineser afbildning A — A. Dette er naturligvis trivielt,
men ikke desto mindre veerd at leegge meerke til. Tilsvarende er identitets-
afbildningen Idx: X — X en kontinuert afbildning fra et topologisk rum
X til sig selv, og man ser hurtigt at i alle de ovenfor givne eksempler er
identitetsaftbildningen i alle tilfzelde en strukturbevarende selvatbildning.

Man bgr ogsa bemeerke, at hvis fx A, B og C er tre vektorrum og
f: A— B, g: B— C er linezre afbildninger, sa er ogsa den sammensatte
afbildning g o f: A — C en linezr afbildning. Tilsvarende er sammensat-
ning af gruppehomomorfier igen en gruppehomomorfi, sammensatning af
kontinuerte afbildninger igen en kontinuert afbildning etc.
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1.2 Definition

De ovenstaende observationer kan vi bruge som motivation for fglgende
definition.

Definition 1.2.1 (Kategori). En kategori C er en samling af visse objekter
Ob(C), og for hvert par A, B af objekter en meengde Mor(A, B) af morfier
(eller pile) fra A til B. Ydermere skal fglgende aksiomer veere opfyldt:

(KO) Sammensetning (eller komposition) af morfier skal veere defineret.
Altsa skal der for alle objekter A, B,C'i C findes en afbildning

o: Mor(B,C) x Mor(A, B) — Mor(A, C).
Hvis g € Mor(B,C) og f € Mor(A, B) skriver vi o(g, f) som go f.

(K1) For alle objekter A, B,C, D i C og alle morfier f € Mor(A, B), g €
Mor (B, C) og h € Mor(C, D) gaelder at

(hog)o f=ho(go f) € Mor(4,D). (1.1)

(K2) For ethvert objekt A i C findes der en morfi Id4 € Mor(A, A) saledes
at

Idyof = f og goldy =g (1.2)

for alle objekter B,C og for alle morfier f € Mor(B,A) og g €
Mor(A4, C).

(K3) For alle objekter A, B,C, D i C geelder at
Mor(A4, B)NMor(C,D)#0) = A=Cog B=D. (1.3)
eller eekvivalent hermed

A #Celler B#D = Mor(A, B) N Mor(C, D) = 0. (1.4)

Bemazerkning 1.2.2. Aksiom (K3) kan virke noget besynderligt, men der
er en udmeerket begrundelse for at medtage det: Hvis nemlig f € Mor(C) er
en morfi i kategorien C, ma f altsa veere et element i en eller anden meengde
Mor(A, B), hvor A og B er objekter i C. Men aksiom (K3) forteeller et der
er netop én sadan meengde, for hvis f € Mor(A, B) N Mor(C,D) er A =C
og B=0D.

Derfor har enhver morfi f et veldefineret domene dom(f) og et velde-
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fineret kodomene kod(f). Sammensetning g o f af de to morfier f og g er kodomane
altsa defineret hvis og kun hvis kod(f) = dom(g). I sa fald er

dom(g o f) = dom(f) og kod(g o f) = kod(g). (1.5)

En morfi f hvis domeene og kodomeene er ens kaldes en endomorfi; eventuelt endomorfi
en endomorfi af det pagaeldende objekt. Meengden Mor(A, A) af endomorfier
af A betegnes ogsa med End(A).

1.3 De fgrste eksempler

For vi kommenterer yderligere pa definitionen giver vi en raekke eksempler
pa kategorier.

Eksempel 1.3.1. Lad F veere et legeme, og lad F'Vect betegne kategorien
hvor vi som objekter tager vektorrum over I, og hvor meengden af morfier
fra F-vektorrummet A til F-vektorrummet B er maengden af [F-linesere af-
bildninger fra A til B. Afbildningen Mor(B, C') xMor(A, B) — Mor(A, C) er
den sedvanlige sammensatning af afbildninger. Det er vigtigt at bemeerke,
at dette kun gar godt fordi sammensaetning af linesere afbildninger faktisk
igen producerer en lineser afbildning, sa vi faktisk star med et element i
Mor (A, C).

Da sammensetning af afbildninger er associativ er (K1) klart opfyldt.
Som tidligere bemeaerket er identitetsafbildningen pa et vektorrum en lineser
afbildning, og derfor er ogsa (K2) opfyldt. Endelig er (K3) trivielt opfyldt,
da der er tale om afbildninger mellem maengder.

Bemeerkning 1.3.2. Det kan maske veere nyttigt at minde leeseren om,

at to funktioner ikke er ens bare fordi de har den samme forskrift. De to
funktioner f: R — R, g: R — R defineret ved

for x € R er ikke den samme funktion. Fx er g surjektiv mens f ikke er
surjektiv. Derfor er udtrykket “funktionen x +— e*” meningslgst. Derimod
kan man snakke om “funktionen R — R givet ved = +— e*”.

Nu vi er ved det kan vi lige sa godt opridse den rigtige definition af en
funktion f fra X til Y. Det er en tripel f = (X, F,Y) hvor X og Y er to

mengder, og F er en vis delmeengde af X x Y med fglgende egenskab:

Vee X3lyeY: (z,y) € F. (1.6)
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At f er en funktion fra X til Y skriver vi normalt f: X — Y, og f(x)
betegner sa det entydigt bestemte element i Y saledes at (z, f(x)) € F.

En funktion er altsa naesten entydigt bestemt ved sin graf. Ordet naesten
er ngdvendigt, fordi selvom domenet X kan genskabes udelukkende ud fra
kendskab til F', kan kodomeenet Y ikke.

Vi bemaerker specielt, at hvis X er den tomme maengde @), er X xY =)
for en vilkarlig meengde Y. Der findes da netop en delmaengde af X x YV
(nemlig ), og denne delmaengde opfylder (1.6). S& der er netop en funktion
fra den tomme maengde til en vilkarlig given meengde. Tilsvarende, hvis
Y =0er X xY =0, og derfor findes der kun en funktion fra X til Y hvis
X ogsa er tom.

Eksempel 1.3.3. Lad Grp betegne kategorien hvor objekterne er grupper
og morfierne er gruppehomomorfier. Komposition af morfier er den ssedvan-
lige sammensatning af afbildninger. Igen skal man vide, at sammensaetning
af gruppehomomorfier giver en gruppehomomorfi for at fa dette til at virke.
Som ovenfor kontrolleres aksiomerne (K1)—(K3) let.

Eksempel 1.3.4. Lad Top betegne kategorien hvor objekterne er topolo-
giske rum og morfierne er kontinuerte afbildninger. Da tilbagetrack har den
nydelige egenskab at (go f)"1(U) = f~!(¢g~'(U)) bliver sammensatning af
kontinuerte afbildninger kontinuert, og saledes ser man at ogsa Top faktisk
er en kategori.

Eksempel 1.3.5. Lad Ab betegne kategorien hvor objekterne er abelske
grupper, og morfierne er gruppehomomorfier. Dette er et eksempel pa en
delkategori af Grp.

Generelt far man en delkategori ved simpelthen at se bort fra nogle
af objekterne og/eller morfierne. Dette skal naturligvis veere pa en sadan
made, at de tilbagevaerende objekter og morfier i sig selv udger en kategori.
Et andet eksempel pa en delkategori er F'Vect;, kategorien af endeligdi-
mensionale F-vektorrum (f’et star for finite) og linezere afbildninger. Man
kan ogsa producere delkategorier ved at betragte en lidt mindre klasse af
morfier, fx ved at lade objekterne veere topologiske rum og morfierne veere
de kontinuerte afbildninger som er homotopiackvivalenser. Bemeaerk at sam-
mensztning af homotopisekvivalenser er en homotopisekvivalens, sa dette
udggr en kategori.

Eksempel 1.3.6. Lad n veere et positivt helt tal. Sa betegner Open¢ kate-
gorien hvis objekter er &bne delmaengder U C R"™, og morfierne Mor(U, V')
er de kontinuerte afbildninger U — V. Hvis n ikke fastholdes far man kate-
gorien Open®, hvis objekter er abne delmeengder af et eller andet Euklidisk



1.4. DIAGRAMMER 5

rum, og morfierne er de kontinuerte afbildninger. Det gvre indeks C' antyder
i begge tilfzelde at vi betragter kontinuerte afbildninger som morfierne. Vi
lader Open® og Open® betegne delkategorierne hvis objekter er de samme
som i henholdsvis Openg og Open®, men hvor morfierne er glatte afbild-
ninger (S for smooth).

Eksempel 1.3.7. Som det sidste eksempel i denne omgang lader vi Sets
betegne kategorien, hvis objekter er meengder, og hvor morfierne Mor(A, B)
simpelthen er alle afbildninger A — B.

Du har maske hgrt, at begrebet ,meengden af alle meengder” ikke giver
mening. Med indfgrelsen af kategorier lgser man i en vis forstand dette
problem, for det giver fin mening at snakke om kategorien af alle maengder.

Bemeerkning 1.3.8. Nar man taler om en kategori skal man bade speci-
ficere hvilke objekter og hvilke morfier der er tale om. Men ofte er der en
underforstaet klasse af morfier som giver mening i konteksten, og man ng-
jes derfor til tider med at angive objekterne. Fx vil “kategorien af grupper”
betyde det samme som “kategorien af grupper med gruppehomomorfier som
morfier”, altsa kategorien Grp defineret ovenfor.

Der vil senere blive givet mange flere eksempler pa kategorier, men i
fgrste omgang vil vi se pa nogle af de ting man generelt kan sige om sadanne.
Lad ikke det abstrakte sprog skreemme dig. Nar du laeser nedenstaende bor
du have et af eksemplerne i tankerne. Allerfgrst skal vi dog lige indfgre et
uhyre nyttigt veerktgj, som I vel egentlig godt kender i forvejen.

1.4 Diagrammer

Da en kategori er helt bestemt ved sine objekter, pilene mellem disse (husk
at pil er et synonym for morfi) og hvordan disse sammensaettes, viser det sig
overordentligt nyttigt at stotte sig til diagrammer. Et diagram er simpelthen
et antal objekter forbundet med pile, som repraesenterer morfier mellem
objekterne. For eksempel er

A—B——F
9 Kk (1.7)
CTA

et diagram. Objekterne er A, B,C' og E, og morfierne f, g, h,k, m og n er
repraesenteret ved pile.

diagram
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Ofte specificerer man ikke eksplicit at f € Mor(A, B), men lader dette

fremga af et diagram. Vi vedtager at A B og [ € Mor(A, B) betyder
det samme. Ogsa skrivemaden f: A — B vil til tider blive benyttet.
Det fremgar af diagrammet (1.7), at

f € Mor(A, B) g € Mor(A, C) h € Mor(C, A)
k € Mor(B, A) m € Mor(A, F) n € Mor(B, E).

Et diagram er kommutativt hvis det hver gang man har to veje fra et
objekt til et andet geelder, at de tilhgrende sammensatte morfier er ens.
Saledes er (1.7) kommutativ hvis

hog=kof og (1.8)
mok =n. (1.9)

Ganske vist er der ogsa tre veje fra det gverste A til E, nemlig m o h o g,
moko fognof. Men hvis (1.8) og (1.9) er opfyldt, er det let at se at disse
tre morfier mé veere ens (gvelse).

Diagrammet (1.7) kan vi se som “en firkant hvorpa der er klistret en tre-
kant”. Alle diagrammer er pa denne made opbygget af mindre diagrammer,
og et diagram er kommutativt hvis og kun hvis hver trekant, firkant etc.
som det er opbygget af er kommutativ (overvej dette!).

Bemeerk at jeg ovenfor implicit udnyttede aksiomet (KO) fra Defini-
tion 1.2.1, der forteeller at skrivemaden m o h o g er utvetydig.

1.4.1 Aksiomerne som diagrammer

Mange ting kan udtrykkes udelukkende ved hjeelp af (kommutative) dia-
grammer. Som et fgrste eksempel vil vi demonstrere hvordan aksiomerne
(K0)—(K2) nydeligt kan beskrives ved hjelp af diagrammer.
Lad A, B,C veere tre objekter i en kategori C, og lad f € Mor(A, B),
g € Mor(B, C') vaere to morfier. Aksiom (KO0) kraever altsa, at der findes en
morfi go f i Mor(A,C). Alternativt kunne man kraeve at der findes netop
én morfi h € Mor(A, C') som ger dette diagram kommutativt.
!
A——B
. lg (1.10)
o
C

Bemeerk ordet netop i den foregaende seetning. Det gor at det er forsvarligt
at betegne denne morfi med g o f.
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Aksiomet (K1) kan illustreres saledes: Lad A, B, C' og D veere objekter
og f,g,h tre morfier. Sa er diagrammet

ALC
DN (111)
BTD

kommutativt.
Det tredje aksiom forteeller, at der for ethvert objekt A skal findes en
endomorfi h af A saledes at diagrammet

1.2

) vh\g\ (1.12)

er kommutativt for alle objekter B, C og for alle morfier B ) A0
Vi vil om lidt vise, at h er entydigt bestemt ud fra disse krav, sa derfor kan
man roligt betegne denne med Id4 og kalde den identiteten pa A.

1.5 Morfier og objekter

I dette afsnit praesenteres en raekke fakta, som mest har teoretisk interesse.
Resultaterne og deres beviser er dog ikke szerlig indviklede, og det kan veere
instruktivt at neerlaese beviserne. Undervejs indfgres ogsa en del terminologi,
som man bgr kende.

Forst viser vi som lovet, at identitetsmorfien er veldefineret.

Lemma 1.5.1. Lad A veere et objekt i en kategori C. Sa findes netop én
endomorfi af A som passer ind i (1.12).

Beuvis. Eksistensen fglger af aksiomet (K2). Antag derfor nu, at der findes
to morfier h, h’ € Mor(A, A) som passer ind i (1.12). Specielt har vi, at de
to diagrammer

A" 4 A" 4
\,lh\hj \,lh h (1.13)
h' h
A—> A A— A
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er kommutative. Men heraf kan vi afleese, at
W =hoh'=h (1.14)

hvor det forste lighedstegn folger fra kommutativiteten af den venstre tre-
kant i det fgrste diagram, og det andet lighedstegn folger af kommutativi-
teten af den hgjre trekant i det andet diagram. O

1.5.1 Isomortfier

En morfi f € Mor(A, B) kaldes en isomorfi hvis der findes en morfi g €
Mor(B, A) séledes at go f = Ids og f o g = Idg. Dette kan repraesenteres
ved at kraeve at diagrammet

IdACA#BDIdB (1.15)

er kommutativt. En morfi ¢ med denne egenskab kaldes en invers til f. To
objekter A, B kaldes isomorfe hvis der findes en isomorfi i Mor(A, B). I sa
fald skriver vi A = B. Man kan ogsa finde pa at dekorere pilen fra A til B
med en tilde, s& A——B betyder at A og B er isomorfe.

Overvej ngje i hvert af eksemplerne i afsnit 1.3, at denne definition giver
mening (i betydningen: stemmer overens med normal sprogbrug). For ek-
sempel kaldes to vektorrum jo isomorfe, hvis der findes en lineger afbildning
mellem dem, som har en lineser afbildning som invers.

En isomorfi i kategorien Top er en kontinuert afbildning som har en
kontinuert invers. En sddan kaldes (som bekendt) normalt for en homeo-
morfi, men jeg vil i resten af noten fastholde den generelle kategoriteoretiske
terminologi. Tilsvarende kaldes en isomorfi i Sets normalt blot for en bi-
jektion, men jeg vil kalde to meengder isomorfe hvis der findes en bijektion
mellem dem.

I alle de eksempler der forelgbig er givet pa kategorier ved vi, at en
isomorfi har netop én invers. Dette er ikke nogen tilfeeldighed.

Lemma 1.5.2. Lad f € Mor(A, B) vere en isomorfi. Sa findes der netop
én invers morfi til f.

Bevis. Lad g,¢ € Mor(B, A) veere to inverse morfier til f. S& har vi at
g=goldg=go(fog)=(g0f)oyg =Idsog =4 (1.16)

hvor vi udelukkende har benyttet aksiomerne (K1) og (K2). O
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Dette lemma betyder, at det for en isomorfi f giver mening at snakke
om den inverse morfi, som vil blive betegnet f~!.

Ligeledes er vi vant til, at isomorfi af de betragtede objekter er en sekvi-
valensrelation. Dette har ogsa almen gyldighed.

Lemma 1.5.3. Lad C veere en kategori. Sa gelder for alle objekter A, B, C'
at

(1) A= A.
(3) A= B og B = C medforer A= C.

Ovelse 1.5.4. Vis Lemma 1.5.3. Veer omhyggelig med at retfeerdiggore
hvert trin.

1.5.2 Mono- og epimorfier

Hvis vi svaekker kravet til g i (1.15) ovenfor far vi fplgende definitioner: Lad
f € Mor(A, B). En morfi g € Mor(B, A) kaldes en venstreinvers til f hvis
go f =1dy. Tilsvarende kaldes en morfi h € Mor(B, A) for en hgjreinvers
til f hvis foh = Idp.

Dvelse 1.5.5. Formuler dette i termer af kommutative diagrammer.

Dvelse 1.5.6. Vis ved eksempler at venstre- og hgjreinverse ikke ngdven-
digvis er entydigt bestemte. Veer omhyggelig med at specificere hvilke ob-
jekter og morfier du betragter.

En isomorfi er altsa en morfi A — B saledes at der findes en morfi
B — A der virker bade som venstre- og hgjreinvers. Men faktisk behgver
vi ikke a priori kraeve at de venstre- og hgjreinverse er ens.

Lemma 1.5.7. Lad f: A — B were en morfi, og antag at f har bade
venstre- og hgjreinverse. Sa er f en isomorfi.

Bevis. Antagelserne betyder, at der findes g,h € Mor(B, A) sd go f = Ida
og foh =1Idg. Men sa er

g=goldg=go foh=1Idgoh=nh (1.17)

og det betyder at f o g = Idg. Altsa er g en invers til f, som derfor er en
isomorfi. O

venstreinvers

hgjreinvers
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En endomorfi som samtidig er en isomorfi kaldes for en automorfi.
Mengden af automorfier af et objekt A betegnes Aut(A), og er altsi en
delmaengde af End(A).

Ovelse 1.5.8. Vis at Aut(A) er en gruppe med hensyn til kompositionen
O.

Vi kan sveekke antagelserne i Lemma 1.5.7 en smule.

Lemma 1.5.9. Lad f € Mor(A, B) vere en morfi, og antag at der findes
g,h € Mor(B,A) si ho f og fog er automorfier af henholdsvis A og B.
Sa er f en isomorfi.

Bevis. Da h o f er en isomorfi findes der specielt en venstreinvers h’ til
ho f. Altsa er h' o (ho f) = Ids. Men si er b’/ o h en venstreinvers til f.
Pa tilsvarende vis indses at f har en hgjreinvers, og ifslge det foregaende
lemma er f derfor en isomorfi. O

Se i gvrigt Eksemplerne 1.6.7 og 2.2.9 for en anvendelse af dette lemma.

Diagrammet A B motiverer brugen af ordet parallel om to mor-
fier med samme domaene og kodomeene. En morfi f: A — B kaldes en
monomorfi hvis det for alle parallelle morfier g;, go: C' — A geelder at

fogi=fogs = g1 =go. (1.18)

Helt tilsvarende kaldes en morfi f: A — B for en epimorfi, hvis det for
alle parallelle pile g1, g2: B — C' geelder at

Gof=gof = g =g. (1.19)

Til tider dekorerer man pilene i et diagram for at angive, at en morfi er
mono eller epi. En monomorfi angives ved at seette en krog pa halen, og en
epimorfi ved at fordoble pilehovedet:

A— B A—» B

ODvelse 1.5.10. Vis at en morfi som har en hgjreinvers er en epimorfi. Vis
tilsvarende at en morfi som har en venstreinvers er en monomorfi. Gaelder
det omvendte?

En epimorfi som faktisk har en hgjreinvers kaldes split epi, og en mono-
morfi som har en venstreinvers kaldes split mono.

Det kan veere nyttigt at fordgje de netop indfgrte begreber i nogle kon-
krete kategorier*. Hvad vil det for eksempel sige, at en morfi i Grp er en
monomorfi?

*Begrebet “konkret kategori” vil i neeste kapitel fa en mere, ja konkret, betydning. . .
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Lad f: G — H veere en monomorfi i Grp. Sa gaelder det altsa at for alle
grupper K og alle gruppehomomorfier g1, g,: K — G at hvis fog, = fogs
sa er g1 = go.

Hvis specielt K = ker(f) C G er kernen af f og vi s@etter g;: K — G
til at veere inklusionsafbildningen og ¢, til at veere O-afbildningen (altsa
den afbildning der sender alting til det neutrale element i G) ser man let, at
fog1 = fogs. Begge afbildninger er nemlig 0-afbildningen fra K til H. Men
da f var antaget at veere en monomorfi medfgrer dette, at g, = go. Dette
mé igen betyde, at K = {0}, og endelig konkluderer vi at f er injektiv.

Dvelse 1.5.11. Vis omvendt, at en injektiv gruppehomomorfi er en mono-
morfi i Grp.

Dvelse 1.5.12. Vis at monomorfierne i Sets praecis er injektionerne, og at
dette igen preecis er de afbildninger som har en venstreinvers.

Vis helt analogt, at epimorfierne i Sets preecis er surjektionerne, og at
dette preecis er de afbildninger som har en hgjreinvers.

Ovelse 1.5.13. Giv et eksempel pa en epimorfi i Grp som ikke har en
hgjreinvers.

I alle de eksempler der indtil nu er givet pa kategorier, har objekterne
alle vaeret en meengde som har en eller anden ekstra struktur. I almindelig-
hed behgver objekterne dog ikke veere maengder, og begreberne “injektiv”
og “surjektiv’ kan man derfor ikke umiddelbart generalisere til alle katego-
rier, da definitionerne indeholder referencer til elementer i mesengderne. Som
velse 1.5.12 ovenfor viser, kan man teenke pa monomorfier og epimorfier
som en slags generalisation. Det er dog ikke rigtigt, at en epimorfi er surjek-
tiv bare fordi ens kategori bestar af objekter med underliggende maengder.
Eksemplet bygger pa en lidt mindre kategori end Top.

Eksempel 1.5.14. Lad Haus betegne kategorien hvor objekterne er Haus-
dorff topologiske rum og morfierne er kontinuerte afbildninger. Sa er inklu-
sionsafbildningen i: @ — R en morfi i Haus (Q og R gives deres seedvanlige
topologi).

Det pastas nu, at ¢ bade er en epi- og monomorfi. Lad Y veere et vil-
karligt Hausdorff topologisk rum, og lad g1, go: R — Y veere to kontinuerte
afbildninger. Antag at g; 07 = go0i: @ — Y. Da saledes g; og g stemmer
overens pa en taet delmaengde af det topologiske rum R (nemlig Q) ma
g1 = g2. Argumentet er som folger: Antag der er et z € R sa g1(x) # go(x).
Da Y er Hausdorff findes disjunkte abne omegne Uy 3 gi(z) og Us 3 go().
Da g, og g, er kontinuerte er g;'(U;) og g, ' (Usy) abne omegne af x, og
snittet U = g; (U1) N gy '(Uy) er sa ogsa en aben omegn af x. Da @ er teet
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i R findes der et y € U N Q. Men det betyder at ¢1(y) = ¢2(y) € Uy NUsy i
strid med at U; og U, er disjunkte. Derfor ma vi have at g; = go. Altsa er
¢ en epimorfi.

Det overlades til leeseren at vise, at ¢ ogsa er en monomorfi.

Man kan altsa godt have en morfi som bade er epi og mono uden at veere
invertibel. I gvrigt kaldes en morfi som bade er epi og mono for en bimorfi.
En isomorfi er en bimorfi, men det omvendte er ikke altid tilfseldet.

1.5.3 Faktorisering

Ofte har man brug for at udtrykke, at det er muligt at skrive en morfi
som en sammensgtning af to andre morfier. Begrebet forklares bedst ved
et eksempel.

Lad ¢: G — H veere en gruppehomomorfi. Man viser i Algebra 1 (Seet-
ning 2.5.1), at ¢ faktoriserer igennem projektionen w: G — G/ ker @, altsa
at der findes en gruppehomomomorfi ¢: G/ker ¢ — H sadan at

G—>H

Wl / (1.20)

G/ ker ¢

kommuterer.

Man kan bemeerke, at da 7 altid er surjektiv (og dermed en epimorfi i
Grp) og den inducerede afbildning ¢ altid er injektiv (og dermed en mono-
morfi i Grp) siger man, at enhver gruppehomomorfi faktoriserer igennem
en epimorfi og en monomorfi.

Generelt siger man altsa, at en morfi A B faktoriserer igennem en

morfi A—2-C' , hvis der findes en morfi C —"+B sd hog = f.

1.5.4 Universelle objekter

Ovenfor brugte jeg uden videre ordet “0-afbildningen” uden at redeggre for
det rimelige i den bestemte endelse. Vi er vant til, at vi nar som helst talen
er om “algebraiske objekter” (hermed menes grupper, ringe, vektorrum og
lignende) har et trivielt objekt, fx ’den’ trivielle gruppe {e}, nulvektorrum-
met {0} etc. Derudover har vi altid én “triviel” morfi fra et objekt til et
andet, som vi normalt bare kalder 0-afbildningen.

Hvis vi skal generalisere dette til kategorier, kan vi naturligvis ikke gore
dette i termer et neutralt element for en eller anden algebraisk operation pa
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objekterne (fx +). Man bliver ngdt til at formulere sig i termer af objekterne
og de morfier der er til og fra objektet. Med andre ord skal vi finde en
universel egenskab som de relevante objekter besidder.

De definitioner vi sgger er derfor

Definition 1.5.15. Et objekt F' i en kategori C kaldes frastgdende hvis
der for ethvert objekt A i C findes preecis en morfi FF——A . Et objekt
T kaldes tiltreekkende hvis der for ethvert objekt B i C findes preecis en
morfi B——T . Et objekt som bade er frastgdende og tiltrackkende kaldes
universelt.

Man kan ogsa finde pa at kalde et frastgdende objekt for initielt, mens et
tiltraekkende objekt kaldes terminerende. Et universelt objekt kaldes ogsa
et nulobjekt.

Man bemeerker specielt, at den eneste endomorfi af et frastodende, til-
trackkende eller universelt objekt A er identiteten Id4 (hvorfor?).

Alle grupper med netop et element (neutralelementet) er isomorfe. Noget
tilsvarende geelder generelt.

Lemma 1.5.16. Lad F' og I veere to frastgdende objekter. Sa er F' og F’
isomorfe via en entydigt bestemt isomorfi.

Bevis. Antagelsen betyder, at der findes netop en pil f: F — F’ og netop
en pil g: I’ — F. Sammensatningen g o f er en pil fra F' til F'. Men da F
var antaget at veere frastgdende findes der kun én sadan pil, og denne ma
veere Idp.

f
T ) dp )
IdeFég F;) F (1.21)
Altsa er go f = Idp. Pa tilsvarende vis ser man, at fog = Idp. Altsa er f
en isomorfi, og den eneste mulige. O

Man udtrykker dette ved at sige, at frastgdende objekter er entydigt
bestemte op til entydig isomorfi.

Ovelse 1.5.17. Vis at tiltreekkende objekter er entydigt bestemte op til
entydig isomorfi. Vis at universelle objekter er entydigt bestemte op til
entydig isomorfi.

Ofte refererer man til et nulobjekt i bestemt form og siger for eksem-
pel nulvektorrummet. Den foregaende gvelse viser, at dette er nogenlunde
forsvarligt at gore.

I en kategori med et universelt objekt Z findes der for ethvert par af
objekter A, B netop en morfi A — Z — B. Denne kaldes nulmorfien fra A
til B.

universel egenskab

frastgdende
tiltraekkende
universelt
initielt
terminerende

nulobjekt

nulmorfien
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Ovelse 1.5.18. Vis at nulmorfien fra A til B i en kategori med et universelt
objekt er veldefineret. Vis med andre ord at diagrammet

A—— 7

l l (1.22)

ZQ —— B
er kommutativt, nar Z; og Zs er universelle objekter.

ODvelse 1.5.19. Vis at en sammensatning af en nulmorfi og en hvilken som
helst anden morfi giver en nulmorfi.

I Sets er den tomme mengde ) frastgdende (jf. Bemeerkning 1.3.2),
mens enhver maengde der bestar af et enkelt element er tiltreekkende. Derfor
findes der ikke nogen universelle objekter i Sets. I naeste afsnit skal vi
indfgre en sgsterkategori til Sets hvori der findes universelle objekter. I
Grp er {e} universelt, og i FVect er {0} universelt.

Begrebet “universel egenskab” blev ganske kort nsevnt umiddelbart for
Definition 1.5.15. Lgst sagt er en universel egenskab en hvilken som helst
beskrivelse af et objekt, som bestemmer dette objekt entydigt op til entydig
isomorfi. Vi vil senere vise, at det Cartesiske produkt X x Y af to meengder
X og Y faktisk er entydigt bestemt op til entydig isomorfi. Vi vil med andre
ord fremvise en universel egenskab som X x Y besidder. Tilsvarende vil vi
vise, at det frie produkt G x H af to grupper G og H er entydigt bestemt
op til entydig isomorfi.

1.6 Flere eksempler

Tiden er inde til at give endnu en omgang eksempler pa kategorier. Vi
naevner samtidig hvorvidt kategorien har tiltrackkende eller frastgdende ob-
jekter.

Eksempel 1.6.1. Betragt kategorien Sets,, hvis objekter er par (A, zg),
hvor A er en maengde og xg er et element i A. Man kalder gerne Sets,
for “kategorien af meengder med basispunkt”. Morfierne (A, zy) — (B, o) i
Sets, er de basispunktbevarende funktioner A — B, altsa alle funktioner
f: A— Bmed f(xg) = yo. Overvej hvorfor dette bliver en kategori. I denne
kategori er objekterne ({zo},zo) universelle. Nulmorfierne er de konstante
afbildninger som sender alt i basispunktet.

Eksempel 1.6.2. Tilsvarende kan vi udstyre topologiske rum med et ba-
sispunkt. Det giver den vigtige kategori Top, som bestar af par (X, xg)
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hvor X er et topologisk rum (som vi jo egentlig burde skrive (X, 7) hvor
X er en meengde og 7 C 2% er en topologi pa X) og 79 € X er et element
i X kaldet basispunktet. Morfierne er de basispunktbevarende kontinuerte
afbildninger.

Igen er alle objekter pa formen ({zo}, zo) universelle. Dette er dog ikke
helt oplagt, men krezever et par (nemme) overvejelser. For det forste er der
kun én mulig topologi pa en singletonmaengde, og denne topologi er pa
en gang den diskrete og den trivielle (hvorfor?). Det er saledes utvetydigt
at snakke om “det topologiske rum {z(}”. For ethvert topologisk rum med
basispunkt (Y,yo) er der netop en mulig afbildning {zy} — Y og en mu-
lig afbildning Y — {z¢}. Disse bliver kontinuerte, da en afbildning fra et
diskret topologisk rum altid er kontinuert (hvorfor?), og da en afbildning ind
i et topologisk rum med den trivielle topologi altid er kontinuert (hvorfor?).

I de eksempler der hidtil er givet pa frastgdende eller tiltreekkende ob-
jekter har der veeret tale om et ret trivielt eksempel; i alle tilfeelde har der
vaeret tale om () eller en maengde med et enkelt element. Vi skal nu give et
mere interessant eksempel.

Eksempel 1.6.3. Lad Rng betegne kategorien hvis objekter er ringe (med
enhed 1), og hvis morfier er de 1-bevarende ringhomomorfier. Man viser i
Algebra 1, at Z er frastgdende i denne kategori. Det er Seetning 3.3.3 i min
udgave af Algebra 1-noterne (om den entydige ringhomomorfi Z — R). Man
kunne maske fra de foregaende eksempler have den mistanke, at nulringen
{0} er universel, men dette ville si veere en modstrid med Lemma 1.5.16.
Men nulringen er ikke frastgdende:

En let overvejelse viser, at hvis R er en ring hvori 0 = 1, sa bestar
R kun af dette ene element. Hvis nemlig x € R er et vilkarligt element
er 0 =0-2 =1-2 = x. Derfor findes der ikke ringe med mere end et
element hvori 0 = 1. Men det betyder igen, at hvis R er en ikke-triviel ring
findes der ingen ringhomomorfier {0} — R (fordi 0 bade skal afbildes i 0
og 1, hvilket er absurd). Da der findes ringe med mere end et element (!),
betyder ikke-eksistensen af morfier fra nulringen til disse ringe at nulringen
ikke er frastgdende.

Derimod er nulringen tiltrackkende, fordi afbildningen R — {0} er en
ringhomomorfi for enhver ring R.

Ganske som i Grp gaelder det, at en morfi i Rng er mono hvis og kun
hvis den er injektiv.

Det neeste eksempel bygger pa en generalisering af begrebet vektorrum.
Da det ikke er sikkert at laeseren er stgdt pa ordet modul tidligere, giver vi
forst en definition af dette.
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Definition 1.6.4. Lad R veere en ring med enhed 1. Et (venstre) R-modul
er en abelsk gruppe (M, +) sammen med en afbildning Rx M — M, skrevet
(r,v) — z.v saledes at

M1) (ab).v = a.(b.v)
1

=

2

W=

M3) (a+b).v =av+bw

(M1)
(M2)
(M3)
(M4)

M4) a.(v +w) = a.v + aw

for alle a,b € R og v,w € M.

I tilfeeldet hvor R er et legeme stemmer denne definition helt overens
med definitionen af et vektorrum over R. Man kan derfor passende teenke
pa moduler som en generalisation af vektorrum.

En R-modulhomomorfi f: M — N er en R-linezer gruppehomomorfi.
Skrevet helt ud betyder det, at

Fo+w) = f(v) + F(w)
f(a) = a.f(v)

for alle v,w € M og alle a € R.

Med disse definitioner frisk i hukommelsen iler vi videre med det naeste
eksempel.

Eksempel 1.6.5. Lad R veere en fastholdt ring. Sa betegner R-Mod kate-
gorien hvis objekter er R-moduler, og hvis morfier er R-modulhomomorfier.
Det overlades til leeseren at kontrollere, at dette faktisk er en kategori. Nul-
modulet {0} er universelt i denne kategori.

Kategorien Z-Mod af moduler over de hele tal Z er udgangspunktet
for en senere diskussion af et meget vigtigt begreb, nemlig sekvivalens af
kategorier. Vi vil vise, at Z-Mod i passende forstand er den samme kategori
som Ab. I samme boldgade vil vi vise, at hvis F er et legeme er F-Mod og
FVect de samme kategorier.

Eksempel 1.6.6. Det er ikke alle kategorier hvor objekterne “bare” er
mengder med en eller anden struktur og morfierne er de strukturbevarende
afbildninger mellem disse maengder. Som et ret simpelt eksempel pa dette
lader vi ' veere et legeme, og C veere kategorien hvis objekter er tripler
(Vi, Va, f), hvor V; og V5 er vektorrum over IF og f er en linezer afbildning
Vi — V4. Man kunne ogsa sige at objekterne i C er diagrammer i F'Vect af

formen V; %Vg . Dette synspunkt viser sig senere at veere nyttigt.
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Morfierne fra (V3, Vo, f) til (W5, Wa, g) er par (o1, p2) af linezere afbild-
ninger ¢;: V; — W;, som ggr diagrammet

Vi W,

fl l" (1.23)

Vot W

kommutativt.

Komposition af morfier er naturligvis defineret komponentvis: Lad A =
Vi, Vo, f), B = (Wy,Wa, g) og C = (Uy, Us, h) veere tre objekter, og (1, ¢2) €
Mor (A, B), (01,02) € Mor(B, C) to morfier. Sa defineres

(01,02) o (¢1,02) = (010 1,05 0 ©3).

At dette faktisk bliver en morfi fra A til C' kan umiddelbart ses af dette
diagram

[ 0
Vi W, — T

fl L" lh (1.24)

Vo Wo —— Uy
2 0

da bade det venstre og det hgjre kvadrat er kommutative.

En meget skarp laeser vil observere, at dette teknisk set ikke udggr en
kategori! Arsagen er, at en hvilken som helst morfi (¢y,p5): (V4, Va, f) —
(W1, Wa, g) ogsé er en morfi (Vi,V5,0) — (W3, Ws,0), og aksiom (K3) er
derfor ikke opfyldt. For at reparere dette kan vi definere en morfi til at veere
en kvadrupel (p1, 2, f, g) med ¢; som ovenfor. Normalt benytter man dog
en simplere notation og husker pa, at man bruger diverse tricks for at ggre
morfi-meengderne disjunkte. (Dette eksempel og dets formulering er kraftigt
inspireret af tilsvarende eksempler i [Jan04]).

Eksempel 1.6.7. En kategori som spiller en fundamental rolle i algebraisk
topologi er Toph. Dens objekter er topologiske rum, og morfierne X — Y
er homotopiklasser af kontinerte afbildninger. Altsa er

Mor(X,Y) = {[f]| f: X — Y kontinuert} (1.25)

hvor [f] betegner homotopiklassen som f tilhgrer, altsd meengden

fl={9: X =Y | f~g}. (1.26)
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Dette er en kategori fordi der findes en veldefineret sammensatning af ho-
motopiklasser: Hvis [f] € Mor(X,Y) og [g] € Mor(Y, Z), giver det mening
at seette [g] o [f] = [go f], hvor go f betegner den seedvanlige sammensatte
afbildning X — Z. Antag nemlig at [f] = [f] og [g] = [¢], altsa at f ~ f
og g ~ ¢'. Vi skal sa vise at [g o f] = [¢' o f']. Antagelserne betyder at
der findes homotopier F': X x I — Y, G:Y x I — Z med F(—,0) = f,
F(—=1) = f, G(—,0) = g, G(—,1) = ¢'. Afbildningen H: X x I — Z
defineret ved

H(z,t) = G(F(x,1),1) (1.27)

er sa en kontinuert afbildning, og en efterregning viser at det faktisk er en
homotopi fra g o f til ¢’ o f’. Derfor er [go f] = [¢' o f'].

Det overlades til laeseren at kontrollere de gvrige kategoriaksiomer.

Identitetsmorfien knyttet til et topologisk rum X ses let at veere [Idy],
homotopiklassen indeholdende identitetsafbildningen pa X. En isomorfi i
Toph er (pr. definition) en homotopiklasse [f] € Mor(X,Y') saledes at der
findes en homotopiklasse [¢g] med [g] o [f] = [go f] = [Idx] og [f] o [g] =
[f o g][Idy]. Men det betyder, at [f] en isomorfi i Toph praecis hvis f er en
homotopiskvivalens mellem de topologisk rum X og Y'!



Kapitel 2

Funktorer

2.1 Motivation og definition

Indtil nu har vi set hvordan man kan opfatte mange af de kendte mate-
matiske objekter og afbildninger mellem dem som realisationer af en meget
generel definition. Det ville veere sveert at studere grupper, hvis man ikke
ogsa studerede gruppehomomorfier, og det ville veere sveert at arbejde med
topologiske rum hvis man ikke ogsa arbejdede med de kontinuerte afbild-
ninger.

Et godt eksempel pa dette er Opgave 11.27 i [Lau03]. Man bliver bedt
om at “bestemme” gruppen G = GL2(R)/SLy(R). Pointen er, at det er
muligt at definere grupper, undergrupper, normale undergrupper og kvo-
tientgrupper uden pa noget tidspunkt at definere en gruppehomomorfi. Til
gengeeld har man ikke nogen anelse om hvordan gruppen G ser ud. Det er
forst nar man indser at determinantafbildningen

det: GLQ(]R) - (R - {0}7 )

er en gruppehomomorfi med kerne SLy(R) at man finder ud af, at G faktisk,
i passende forstand, bare “er” gruppen (R — {0}, ).

Moralen ma veere, at vi for at veerdseette kategoribegrebet skal finde
pa en slags afbildninger mellem kategorier. Disse afbildninger skal bevare
strukturen pa kategorien. I en gruppe udggres strukturen er multiplikatio-
nen -, i et topologisk rum udggres strukturen af de abne meengder. I en
kategori udggres strukturen af morfierne og hvordan disse sammensattes.
En smule overvejelse viser, at den definition vi sgger er

Definition 2.1.1. Lad C og D veere to kategorier. En funktor F' fra C til funktor
D er en “funktion”, som opfylder fglgende aksiomer:

19
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(F1) Til ethvert objekt A i C er der tilordnet et objekt F'(A) i D.
(F2) Til enhver morfi f € Mor(A, B) i C er der tilordnet en morfi

F(f) € Mor(F(A), F(B)). (2.1)

(F3) For ethvert objekt AiC er F(Ids) = Idp(a.
(F4) For f € Mor(A, B), g € Mor(B,(C) er

F(go f)=F(g)o F(f). (2.2)

Det fgrste aksiom forteeller, at vi for hvert objekt i C skal have et objekt i D,
mens det andet forteeller at vi for hver pil mellem to objekter i C skal have
en pil mellem de tilsvarende objekter i D. Det tredje aksiom udtrykker, at
en funktor respekterer identitetsmorfierne, mens det fjerde udtrykker, at en
funktor bevarer komposition af morfier.

Som al anden ny matematik kan denne definition virke noget abstrakt
ved forste gjekast, men heldigvis ligger der masser af eksempler lige for. For
vi nar sa langt vil jeg dog rette op pa den hvide lggn jeg lige har fortalt.

I virkeligheden findes der to slags funktorer. Den type som er defineret

ovenfor kaldes en kovariant funktor. Hvis vi modificerer (2.1) og (2.2) til
for f € Mor(A, B), g € Mor(B, () at kraeve

(F2)) F(f) € Mor(F(B), F(A)) (2.3)
(F4) F(go f)=F(f)oFl(g) (2.4)

far vi definitionen af en kontravariant funktor. Ligesom dens kovariante
feetter giver en kontravariant funktor altsa for hvert objekt i C et objekt
i D, og for hver pil mellem to objekter i C en pil mellem de tilsvarende
objekter i D. Men pilen vender den anden vej! Aksiomet (F4') er blot en
ngdvendig modifikation af (F4) der tager hgjde for dette.

Hvis F er en funktor (enten ko- eller kontravariant) kaldes F'(f) for den
inducerede morfi, eller eventuelt den af f inducerede morfi. Det viser sig ofte
at veere lidt tungt at sleebe rundt pa navnet pa funktoren, sa man betegner
ofte F/(f) med f, hvis F' er kovariant, og med f* hvis F' er kontravariant.
Det kraever dog, at det er klart fra konteksten hvilken funktor der er i spil.

Et par slogans som det kan veere nyttigt at huske er: En kovariant funk-
tor bevarer pilenes retning; en kontravariant funktor vender alle pile om.
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Betydningen af disse slogans kan ses i de folgende diagrammer, hvor F
betegner en kovariant funktor og G' betegner en kontravariant funktor.

A1 F(A) L F(B)
\l P N lg* (2.5)

C F(C)

A—1sB G(A) I~ a(B)
\l Q. o Tg* (2.6)

G(C)

Bemaerk, at diagrammerne til hgjre faktisk er kommutative, fordi

(gof)=Flgof)=F(g)oF(f) =g.o [ (2.7)
(gof)"=Glgo f) =G(f)oGlg) = [foyg (2.8)

ifplge aksiomerne (F4) og (F4').

Det gaelder generelt, at hvis man har et kommutativt diagram, og an-
vender en funktor pa dette diagram far man igen et kommutativt diagram
(overvej dette!).

En funktor F' er altsa defineret pa bade objekter og morfier. Vi vil
bruge ordet objektfunktionen om tilordningen Ob(C) — Ob(D), og ordet
morfifunktionen om tilordningen Mor(C) — Mor(D). Vi vil bruge betegnel-
sen F' om begge dele, da det aldrig burde give anledning til forvirring.

Som et eksempel illusterer vi aksiomet (F3) ved det kommutative dia-
gram

Ob(C) —9 Mor(C)

Fl lp (2.9)

Ob(D) —+ Mor(D),

hvor det venstre F' betegner objektfunktionen og det hgjre F' betegner mor-
fifunktionen. Id er den “funktion” som til et objekt A tilordner identitets-
morfien Idy4.

Bemazerkning 2.1.2. I almindelighed (og i hvert fald i de fleste af de ka-
tegorier vi hidtil er stgdt pa) er der alt for mange objekter og morfier til

objektfunktionen

morfifunktionen
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at Mor(C) og Ob(C) pa nogen made kan udggre maengder i streng maeng-
deteoretisk forstand. Der findes ingen “meengde af alle maengder”, ingen
“meengde af alle R-vektorrum” og ingen “meengde af alle grupper”. Pilene
i diagrammet (2.9) skal derfor ikke ses som afbildninger mellem mengder,
men lidt lgsere som “tilordninger”. I samme and kan vi opfatte dom og kod
som tilordninger Mor(C) — Ob(C).

En streng aksiomatisk introduktion til kategoriteori ville veere al for tek-
nisk, og stringens er ikke fgrsteprioriteten i denne note. I stedet appelleres
til leeserens intuition og sunde fornuft.

Den interesserede laeser henvises til [ML9S].

2.2 Eksempler pa funktorer

For vi udforsker generelle egenskaber ved funktorer, bgr der gives en raekke
eksempler som leeseren kan have i tankerne.

Eksempel 2.2.1 (Fundamentalgruppen). Fundamentalgruppen m; er
en kovariant funktor fra kategorien af topologiske rum med basispunkt Top,
til kategorien af grupper Grp. Gruppen (X, zo) der knyttes til et topolo-
gisk rum X med basispunkt xy bestar af homotopiklasser [a] af lokker «v iz,
hvor der med “en lgkke i 2" menes en kontinuert afbildning «: [0,1] — X
med a(0) = a(l) = zg. Gruppemultiplikationen defineres ved konkatena-
tion af repreesentanter; altsa [a][3] = [« - 5].

Funktoren m; virker pa en basispunktbevarende kontinuert afbildning

f: (X, zo) — (Y,yo) ved at m(f)([a]) = fu(la]) = [f o a]. Da f er basis-
punktbevarende er f o « faktisk en lgkke i q.

Der er selvfglgelig mange ting der skal kontrolleres, fgr man kan tillade
sig at kalde m; en funktor. Fx skal man kontrollere, at 71 (X, o) er en gruppe
(multiplikationen er veldefineret samt de ssedvanlige gruppeaksiomer). Se
[Hat02, Proposition 1.3] for dette. Man skal ogsa kontrollere, at f, er en
veldefineret afbildning (X, zo) — 71 (Y, y0), og at det er en gruppehomo-
morfi. Dette ggres pa ganske fa linjer i afsnittet “Induced Homomorphisms”
i [Hat02, side 34|. Endelig skal de to funktoraksiomer kontrolleres, men det
er ganske trivielt. For en god ordens skyld ggr vi det alligevel.

Vi har at (Id(x zg))«([0]) = [Id(x ) 0a] =[], 84 (Id(x )« = Idr (x,20)5
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og aksiomet (F3) er derfor opfyldt. Tilsvarende finder vi, at

(go f)(la]) =[(gof)oal
=lgo(foa)
= g+([f o a])
= g.(fi([a]))
= (g« o f)([o)),

sa (g o f)« = g« o fi. Derfor er ogsa (F4) opfyldt.

Eksempel 2.2.2 (Dualt vektorrum). Der er en kontravariant funktor
Dual: FVect — FVect som til et F-vektorrum V knytter dets duale vek-
torrum Dual(V) = V*. Husk pa, at V* betegner meengden af linesere af-
bildninger V' — [F. Det er et F-vektorrum pa den oplagte made, nemlig
(f +9)(v) = f(v) +g(v) og (Af)(v) = Af(v) for f,g € V", A € F og
v € V. Det er en god gvelse at tjekke, at f + g og Af faktisk bliver linesere
afbildninger fra V' til F.

Jeg pastod at Dual er kontravariant. Altsa skal der for en F-lineser afbild-
ning ¢: V' — W produceres en F-lineger afbildning Dual(p) = ¢*: W* —
V*. Denne defineres ved at for et element f € W* er ¢*(f) = f o . Kon-
trollér, at dette faktisk bliver en [F-lineser afbildning fra V' til IF, og altsa et
element i V*.

De to funktoraksiomer er nemme at tjekke. Da (Idy)*(f) = foldy = f

er (Idy)* = Idy+«, og hvis V; 2V, %5V er to linesere afbildninger har
vi for f € V' at

(Oo@)(f)=fobop=y"(fol) =" (0"(f))

sé (0o p)* = p* 0"

Da Dual ,ggr det samme* ved et vektorrum og en lineser afbildning
(nemlig ,seetter en stjerne gverst til hgjre”) kan man ogsé finde pa at skrive
funktoren Dual som —*, hvis man vil spare plads og forvirre leeseren.

Bemeaerkning 2.2.3. Et faktum som vi skal bruge senere er folgende: Hvis
V' har endelig dimension (fx n), sd har ogsa V* dimension n. Hvis nemlig
€1,...,€e, er en basis for V, udggr de n funktioner 4, ..., ¢, defineret ved

ei(ej) = 8, (2.10)

(og udvidet ved linearitet) en basis for V* (vis det). Basen (g;) for V*
kaldes den duale basis. Afbildningen V' — V* som er defineret ved e; — ¢;
(og udvidet ved linearitet) er altsa en isomorfi, men fordi denne afbildning
afhenger af et valg af basis for V' er den i passende forstand ikke naturlig!
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Eksempel 2.2.4 (Potensmaengde). Der findes en funktor
P: Sets — Sets,

som til en meengde X knytter dens potensmeengde P(X) = 2%, maengden
af alle delmeengder af X. Denne funktor kan faktisk bade ggres ko- og
kontravariant!

Den bliver kovariant hvis man for en funktion f: X — Y saetter

P(f) = f.: P(X) = P(Y)

til at veere den funktion, som for en delmaengde A af X giver billedet af A
under f. Vi seetter altsa

fo(A) = {f(z)|x € A} C Y.

Denne maengde betegnes seedvanligvis blot med f(A).

Tilsvarende kan vi ggre P kontravariant, hvis vi for en funktion f: X —
Y saetter P(f) = f* til at veere den funktion, som for en delmeengde B af
Y giver tilbagetraekket af B under f. Altsa sattes

F(B)={zr e X | f(x) € B} C X.

Denne maengde betegnes seedvanligvis blot med f~'(B), og det er normalt
overladt til laeseren selv at skelne mellem de tilfeelde hvor f~! betegner
den inverse funktion til f (som ikke altid findes), og de tilfeelde hvor f~!
betegner funktionen P(Y) — P(X) defineret ovenfor.

ODvelse 2.2.5. Bevis at P bliver en funktor i begge tilfeelde. Vis i seerde-
leshed at tilbagetrack har den ,nydelige egenskab“ som blev brugt i Eksem-
pel 1.3.4.

Eksempel 2.2.6 (Glemsomme funktorer). Der er en funktor FG: Grp —
Sets som til en gruppe G knytter FG(G), som er G betragtet kun som
meengde. Bogstaverne FG star for “forget”, fordi FG sa at sige “glemmer” at
G har en gruppestruktur. Den virker pa morfier ved at FG(f) simpelthen
er den samme afbildning som f, men som afbildning pa de underliggende
meengder.

Det er oplagt at FG er en kovariant funktor. Man kan konstruere masser
af andre glemsomme funktorer; fx Vect — Ab (glem den skalare multipli-
kation), Rng — Ab (glem multiplikationen), Top. — Top (glem basis-
punktet), Ab — Grp (glem at gruppen er abelsk), Fld, — Rng (glem at
der er tale om et legeme), og naturligvis er der i de fleste af de indtil videre
givne eksempler pa kategorier en glemsom funktor ind i Sets.

Det kan virke bizart, at glemsomme funktorer skulle have nogen inter-
esse. Ikke desto mindre spiller de en rolle visse steder i resten af noten.
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Eksempel 2.2.7. Det naestsidste eksempel i denne omgang er en kovariant
funktor. Hvis G er en gruppe betegner |G, G] kommutatorundergruppen;
undergruppen af G frembragt af alle elementer pa formen ghg='h~!. Man
kan kontrollere, at [G, G] faktisk altid vil veere en normal undergruppe, og
at kvotientgruppen G/[G, G| er en abelsk gruppe. I gvrigt er [G,G] den
mindste normale undergruppe af G saledes at kvotientgruppen G/[G, G| er
abelsk.

Objektfunktionen af funktoren Ab: Grp — Ab defineres derfor ved
Ab(G) = G/|G,G].

Hvis f: G — H er en gruppehomomorfi, gnsker vi at definere en af-
bildning Ab(f): G/|G,G] — H/[H, H]. Til det formal skal vi lige bruge et

nemt lemma fgrst.

Lemma 2.2.8. Lad G og M wveere to grupper, ¢: G — M en gruppeho-
momorfi og G' C G en normal undergruppe. Sa findes en gruppehomomorfi
¢: G/G" — M som gor diagrammet

G%{
l . (2.11)
G/G

kommutativt, hvis og kun hvis G' C ker ¢.
Bewis. Overlades til laeseren. O

For at vende tilbage til eksemplet observerer vi, at

9192091 '95") = f(91) [ (92) f (91) " f(g2) 7", (2.12)

(f atbilder kommutatorer til kommutatorer) og vi har derfor at f([G,G]) C
[H, H] og dermed at [G, G] C ker(mo f). Vi kan derfor ifplge lemmaet finde
en afbildning Ab(f) = f som opfylder at mo f = fom.

a—I——nm

| I 212

G/IG, Gl — H/[H, H]

Det er let at overbevise sig om, at der kun kan findes et sidant f, si Ab(f)
derfor bliver veldefineret.

At Ab: Grp — Ab faktisk er en funktor overlades til leeseren at kon-
trollere. Det er i al veesentlighed bare et spgrgsmal om at fa skrevet de
rigtige diagrammer op.
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Eksempel 2.2.9. Der findes en kovariant funktor [ — |: Top — Toph.
Pa objekter virker den som identiteten, og til en morfi f tilordner den
homotopiklassen [f] hgrende til f. En genleesning af Eksempel 1.6.7 kan
maske veere til en hjeelp.

En opgave (0.11) i [Hat02] lyder: Lad X og Y veere topologiske rum og
f: X — Y en kontinuert afbildning. Antag der findes g,h: X — Y sa ho f
og f o g er homotopisekvivalenser. Vis at f er en homotopisekvivalens.

Denne opgave er fuldstendig triviel, hvis vi udnytter bemaerkningerne
sidst i Eksempel 1.6.7, Lemma 1.5.9 og det at [ — ] er en funktor: Pr. anta-
gelse har vi nemlig at [h o f] = [h] o [f] og [f o g] = [f] o [¢] er automorfier
i Toph, men sé er [f] en isomorfi, hvilket jo igen betyder at f er en homo-
topiakvivalens.

2.3 Grundleggende egenskaber

Indtil nu har vi kun givet definitionen pa de to typer funktorer, og givet
en rackke eksempler. Dette er naturligvis langt fra tilfredsstillende, og vi vil
derfor i det fglgende opridse et par basale resultater som fglger direkte af
definitionen. Undervejs indfgrer vi en ny omgang terminologi.

Det forste resultat er samtidig et af de vigtigste. I sin korte form lyder
det simpelthen: En funktor bevarer isomorfier. Skrevet helt ud betyder det
at vi har

Lemma 2.3.1. Lad C og D veere to kategorier, og F' en funktor fra C til D.
Lad f: A — B wveere en isomorfi i C. Sa er F(f) en isomorfi i D.

Bevis. Antag for bestemtheds skyld at F' er kovariant. Det kontravariante
tilfeelde overlades til laeseren. Vi skal altsa vise, at F'(f) er en isomorfi fra
F(A) til F(B). Vi ved pr. antagelse, at f er en isomorfi, sa der findes en
morfi g: B— AiC med go f =1d4 og fog = Idg. Anvender vi funktoren
F pa disse identiteter far vi

F(g)o F(f) = F(go [) = F(Ida) = Idp(a (2.14)

F(f)o F(g) = F(fog) = F(Idp) = Idps) - (2.15)

Dette viser at F'(g) er en invers til F(f), og F(f) er derfor en isomorfi
mellem F'(A) og F(B).

Bemeerk hvordan aksiomerne (F3) og (F4) er skreeddersyet til dette be-

vis. O

Bemaerkning 2.3.2. Dette lemma er iseer nyttigt i sin kontraponerede
form: Hvis F'(A) og F'(B) ikke er isomorfe objekter i D, er A og B ikke iso-
morfe i C. Algebraisk topologi er et langt stykke hen af vejen et spgrgsmal
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om at konstruere funktorer fra kategorier af geometriske objekter (topolo-
giske rum, CW-komplekser, glatte mangfoldigheder etc.) til kategorier af
algebraiske objekter (grupper, vektorrum etc.), fordi man pa denne méade
far en reekke veerktgjer til at afggre hvorvidt to geometriske objekter er
“ens”. Eksempler herpa er fundamentalgruppen m; (og generaliseringen ho-
motopigrupper m,), homologi-grupperne H, samt de Rham-kohomologi-
vektorrummene H". Det er umiddelbart klart, at jo flere sadanne funktorer
man har til radighed, jo bedre chance har man for at skelne ikke-homeomorfe
(eller ikke-homotopisekvivalente) rum fra hinanden. Hvis for eksempel n og
m er to forskellige hele tal stgrre end 1, er S™ og S™ ikke homotopiackvi-
valente. Det kan man ikke afggre ved hjeelp af fundamentalgruppen (den er
triviel i begge tilfselde), men s& snart man har hele arsenalet af homologi-
grupper H, til radighed afslgrer det sig straks.

Det kan veere givtigt at gennemga hvert af eksemplerne i Afsnit 2.2
og overbevise sig om, at lemmaet holder i hvert tilfeelde. Hvorfor er det
fx rigtigt, at en bijektion pa meengder inducerer en bijektion pa potens-
mengderne (i bade det ko- og kontravariante tilfeelde)? Hvorfor inducerer
en gruppeisomorfi en isomorfi af abeliniseringerne af de to grupper? Hvorfor
inducerer en isomorfi i Top (= en homeomorfi) en isomorfi i Toph (= en
homotopiklasse repraesenteret ved en homotopisekvivalens)?

2.4 Typer af funktorer

Man kan spgrge, hvornar det modsatte af Lemma 2.3.1 geelder. En funktor
F:C — D som opfylder, at f er en isomorfi i C hvis blot F(f) er en
isomorfi i D kaldes en konservativ funktor. Fx viser man i Algebra 1 at en
bijektiv gruppehomomorfi er en gruppeisomorfi. Altsa er FG: Grp — Sets
en konservativ funktor. Derimod er den glemsomme funktor Top — Sets
ikke konservativ, da der findes kontinuerte afbildninger som er bijektioner
pé de underliggende maengder (og altsé isomorfier i Sets), men som ikke har
en invers morfi i Top (altsa ikke har en kontinuert afbildning som invers).

Dvelse 2.4.1. Er den glemsomme funktor Top, — Top konservativ? Hvis
(X, z0) og (Y,yo) er to topologiske rum med basispunkt, og X og Y er
isomorfe i Top, er (X, zg) og (Y, yo) s& isomorfe i Top,?

Givet tre kategorier C, D, £ og to funktorer F': C — D, G: D — & kan

konservativ funktor

man definere den sammensatte funktor G o F. Det er en funktor fra C til £ sammensat funktor

som virker pa objekter A og pile f pa den oplagte made,
(G o F)(A) = G(F(A)) og (G o F)(f) =G(F()).
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Ovelse 2.4.2. Vis at Go I er en funktor fra C til £. Forklar hvornar Go F
er kovariant og hvornar den er kontravariant.

Pa enhver kategori C findes der en funktor Ide fra C til sig selv, kaldet
identitetsfunktoren pa C. Det overlades til leeserens fantasi at gaette hvordan
denne er defineret.

En funktor F': C — D kaldes en isomorfi af kategorier hvis der findes
en invers funktor til F, altsa en funktor G: D — C sa G o F = Id¢ og
Fo G == IdD

Isomorfi af kategorier er et meget steerkt begreb. Faktisk er det lidt for
steerkt til vores formal, sa vi vil introducere nogle lidt svagere begreber
som viser sig nyttige. Dette sker dog forst i det naeste afsnit om naturlige
transformationer.

2.4.1 Troveerdighed og fuldskab

En funktor F': C — D siges at veere troverdig, hvis det for alle objekter A
og B i C og alle parallelle pile fi, fo: A — B gelder, at

F(fi)=F(f) = fi=fa (2.16)

Med andre ord er F troveerdig, hvis det for alle objekter A, B i C gelder,
at funktionen Fy g: Mor(A, B) — Mor(F(A), F(B)) er injektiv.

Tilsvarende kaldes F' fuld, hvis der for alle objekter A, B i C og alle
morfier g € Mor(F(A), F(B)) findes en morfi f € Mor(A, B) sa F(f) = g.
Sagt pa en anden made er F' fuld, hvis Fy p er surjektiv for alle objekter
A, B.

(I de foregaende to afsnit skal kodomeenet for funktionen Fy4 p selvfgl-
gelig udskiftes med Mor(F(B), F(A)) hvis F' er kontravariant).

Ovelse 2.4.3. Vis at sammensatningen af to troveerdige funktorer er tro-
veerdig. Vis at sammensaetningen af to fulde funktorer er fuld.

ODvelse 2.4.4. Lad F': C — D vere en funktor.

Vis, at hvis der findes en kategori £ og en funktor G: D — £ sa Go F
er troveerdig, sa er F' troveerdig.

Vis tilsvarende, at hvis der findes en kategori B og en funktor H: B — C
sa F' o H er fuld, sa er F fuld.

Den engelsk glose for troveerdig er “faithful”, og glosen for fuld er “full”.
Pa engelsk kalder man derfor en funktor som bade er troveerdig og fuld for
“fully faithful”. Jeg veelger sammentraekningen “fuldt troveerdig”.
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Eksempel 2.4.5. De glemsomme funktorer Top — Sets, Grp — Sets,
Rng — Sets og F'Vect — Sets er alle troveerdige. Man kan udtrykke
dette ved at sige at “en gruppehomomorfi er bestemt ved dens virkning
pa de underliggende meengder”, og tilsvarende i de andre tilfselde. Ingen af
disse funktorer er fulde; fx er det langt fra alle afbildninger Z — 7Z som er
gruppehomomorfier.

Fundamentalgruppen 7 er ikke en troveerdig funktor fra Top, til Grp.
Fx inducerer to homotope kontinuerte afbildninger den samme gruppeho-
momorfi.

Troveerdige funktorer kan benyttes til at eftervise at en morfi er mono
eller epi. Mere specifikt har vi folgende lemma.

Lemma 2.4.6. Lad F: C — D wvere en kovariant, troverdig funktor og
f en morfi i C. Sa geelder, at hvis F(f) en monomorfi, sa er ogsi f en
monomorfi. Tilsvarende, hvis F(f) er en epimorfi, sa er f en epimorfi.

Bevis. Antag F(f) er en monomorfi. Lad g; og go veere to parallelle pile i
C for hvilke fo g, = f o gy. S& er

F(f)o F(g1) = F(fog) =F(fogs) = F(f) o F(g)

men dette medfgrer (fordi F'(f) er en monomorfi i D) at F(g1) = F(g2), og
da F' var antaget at veere troveerdig betyder det at g; = ¢o. Beviset er helt
analogt 1 tilfeeldet hvor F(f) er en epimorfi. O

Da den glemsomme funktor Top — Sets er troveerdig og kovariant, gi-
ver dette et nemt bevis for den del af Eksempel 1.5.14 der blev overladt til
lzeseren: Man skulle vise at inklusionsafbildningen i: @ — R er en mono-
morfi i Top. Men i er injektiv som afbildning mellem maengderne Q og R,
og dermed en monomorfi i Sets. Sa forteeller lemmaet ovenfor at ¢ er en
monomorfi i Top. Bemaerk at ¢ er en epimorfi i Top men ikke i Sets, sa
man kan ikke ngdvendigvis konkludere den anden vej.

Ovelse 2.4.7. Antag i stedet at F' er kontravariant i Lemma 2.4.6. Hvad
kan man sa konkludere?

Leeseren har maske spurgt sig selv om, hvilke kategorier der som Top,
FVect og Grp kan siges at besta af ,;maengder med en vis ekstra struktur.
Et delvist svar pa dette er givet i den fglgende definition.

Definition 2.4.8. En kategori C kaldes for en konkret kategor: hvis der konkret kategori
findes en (kovariant) troveerdig funktor C — Sets.
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Kombinerer man denne definition med Lemma 2.4.6 ser man, at i en
konkret kategori er enhver morfi som er en injektion pa de underliggende
maengder en monomorfi, og enhver morfi som er en surjektion pa de un-
derliggende maengder er en epimorfi. Som vi har set er det omvendte ikke
tilfeeldet (i Eksempel 1.5.14 s& vi en epimorfi som ikke er surjektiv).

Hvis § er en delkategori af C findes der en oplagt kovariant funktor
S — C, inklusionsfunktoren. Denne er altid troveerdig (gvelse). En delkate-
gori kaldes fuld hvis inklusionsfunktoren er en fuld funktor. En fuld delka-
tegori er saledes helt bestemt ved sine objekter (fordi morfierne A — B i
delkategorien er det samme som morfierne A — B i “den store” kategori).
Fx udger Ab en fuld delkategori af Grp, og Sets; (kategorien af ende-
lige meengder og afbildninger mellem disse) er en fuld delkategori af Sets.
Derimod udger Open® ikke en fuld delkategori af Open®, da der findes
kontinuerte afbildninger som ikke er glatte.

En funktor F': C — D kaldes teet hvis objektfunktionen er ,essentielt
surjektiv® i fglgende forstand: Ethvert objekt D i D er isomorf til et objekt
pa formen F(C), hvor C' € Ob(C). Tilsvarende kaldes en delkategori tet
hvis inklusionsfunktoren er en teet funktor.

2.5 Naturlige transformationer

Givet to topologiske rum X og Y kan man betragte dem som ,ens* ved
hjeelp af to forskellige begreber. Man kan bruge homeomorfi (altsa isomorfi
i kategorien Top) som maélestok, men ofte viser det sig nyttigt at betragte
X og Y som ens hvis de blot er homotopickvivalente. Homotopisekviva-
lens er et svagere begreb end homeomorfi (i betydningen at hvis to rum
er homeomorfe er de ogsa homotopizkvivalente, men det omvendte er ikke
tilfeeldet).

Man far definitionen af homotopiaskvivalens fra definitionen af homeo-
morfi ved sa at sige kun at kraeve eksistensen af en invers ,,op til homotopi®,
ogsa kaldet en homotopiinvers. Der findes en analogi til dette inden for ka-
tegoriteori, sa vi vil nu ga pa jagt efter en definition af hvad man skal forsta
ved at to funktorer er ,homotope”. Vi starter med det meget vigtige begreb
naturlig transformation.

Definition 2.5.1. Lad F og G veere to funktorer fra C til D. Ved en naturlig
transformation T fra F til G (notation 7: F' ~~ () forstas en ,funktion®
som til ethvert objekt A i C tilordner en morfi 74 = 7A: F(A) — G(A),
saledes at enhver morfi f: A — B i C giver anledning til et kommutativt
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diagram

F(f)l lG(f) (2.17)
F(B) —5+G(B).

Morfierne 7A kaldes komponenterne af 7. Uformelt kan man teenke pa
7 som en tilordning Ob(C) — Mor (D) saledes at diagrammerne

Ob(C) —T Mor (D) Ob(C) — 7 Mor(D)
x ldom R lkod (2.18)
Ob(D) Ob(D)

samt diagrammet (2.17) kommuterer for alle morfier f € Mor(C).

Hvis 7 er en naturlig transformation, hvis komponenter alle er isomorfier
i D kaldes 7 for en naturlig isomorfi. To funktorer F' og GG kaldes naturligvis
naturligt isomorfe hvis der findes en naturlig isomorfi 7: F ~» G. I et sadant
tilfeelde vil vi skrive 7: F' = G eller blot F' = G. Det er naturlig isomorfi
af funktorer som skal spille den kategoriteoretiske analog til homotopi af
afbildninger.

Lemma 2.5.2. Lad F,G: C — D were funktorer. Hvis T er en naturlig

isomorfi fra F til G, udgor de inverse morfier (TA)~! komponenterne af en

naturlig transformation fra G til F', som vi vil betegne 77 1.

Bewvis. For et objekt A i C sztter vi 771A = (1A)~!. Vi skal s& kontrollere,
at diagrammet

G(A) T A F(A)
G(f)l lF(f) (2.19)
G(B) — F(B)

kommuterer for alle objekter A, B i C og alle morfier f: A — B. Da 7 er
en naturlig transformation fra F' til G ved vi, at

G(f)oTA=TBo F(f) (2.20)
og da 7A og 7B er isomorfier fplger heraf at
(TB) o G(f) = F(f)or(A)™! (2.21)

men det betyder preaecis at (2.19) kommuterer. O

komponenter

naturlig isomorfi

naturligt isomorfe
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Det er umiddelbart klart, at 77! ogsé& bliver en naturlig isomorfi (fordi
alle komponenterne 77! A = (7A)~! er isomorfier med inverse TA).

Hvis F,G,H: C — D er funktorer, og 71: F' ~~ G, 70: G ~ H er
naturlige transformationer, er det klart fra diagrammet

T1A T9A

F(A) G(A) H(A)
F(f)l lG(f) lH(f) (2.22)
F(B)—3»G(B) —5» H(B)

at man ved fastsaettelsen TA = (1, A) o (1 A) far en naturlig transformation
7: F'~~ H. Hvis 71 og 75 er naturlige isomorfier er 7 det ogsa.
Altséa er naturlig isomorfi en sekvivalensrelation mellem funktorer.

2.5.1 Eksempler
De fgrste to eksempler er rat og brutalt hugget fra [ML9S|.

Eksempel 2.5.3. Der er en funktor —, fra Fld, til Grp, som til et legeme
L knytter gruppen af enheder L,, og som til en ringhomomorfi f: L — K
knytter restriktionen f, = fz, af f til L. Da f respekterer multiplikation
vil f, veere en gruppehomomorfi fra L, til K,. De fleste steder betegnes
gruppen af enheder med en gvre stjerne, men jeg benytter bevidst en nedre
stjerne for at holde notationen konsistent (husk at —, er kovariant).

En anden funktor fra Fld, til Grp er GL,. Mere specifikt lader vi
som szedvanlig GL, (L) betegne gruppen af invertible n x n-matricer med
indgange fra L. Til en ringhomomorfi f: L. — K knytter vi afbildningen
GL, f: GL,(L) — GL,(K), som virker pa en invertibel matrix A ved at
GL, f(A) er den matrix der fremkommer ved at anvende f pa hver ind-
gang. Det er ikke svaert at indse, at GL,, f(A) er en invertibel matrix med
indgange fra K, og at GL,, faktisk er en gruppehomomorfi.

Determinanten er nu en naturlig transformation fra GL,, til —,. Til et
legeme L knytter vi nemlig determinantafbildningen dety: GL, L — L,.
Da determinanten er defineret ved den samme formel for alle legemer (og
denne formel kun involverer addition og multiplikation), bliver diagrammet

detp,

GL,L—— L,

GLn, fl lf* (2.23)
GL, K — K,
detK

kommutativt for alle legemer L, K og alle ringhomomorfier f: L — K.
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Eksempel 2.5.4. I Eksempel 2.2.7 defineredes en kovariant funktor Grp —
Ab. Ved at sammensatte denne med inklusionen af Ab i Grp far vi altsa en
funktor Ab’: Grp — Grp. Projektion pa faktorgruppen er nu en naturlig
transformation fra identitetsfunktoren pa Grp til Ab'. Til et objekt G €
Ob(Grp) knytter vi altsa gruppehomomorfien 7g: G — G/[G,G]. At 7 er
naturlig folger faktisk af definitionen af Ab!

Eksempel 2.5.5. Eksempel 2.2.2 viste, at Dual er en kontravariant funktor
fra FVect til sig selv. Ordet ,dual“ ggr det naturligt (pun not intended)
at formode, at det duale til det duale vektorrum til V' er V' selv. Dette er
faktisk rigtigt hvis vi ngjes med at kigge pa endelig-dimensionale vektorrum
over IF, i den forstand at der findes en naturlig isomorfi fra identitetsfunk-
toren pa F'Vect; til funktoren Dual o Dual. Bemaerk at Dual o Dual jeevnfgr
Dvelse 2.4.2 er kovariant.

Hold nu godt fast: Transformationen 7: Id ~» Dual o Dual defineres ved,
at 7y er den afbildning fra V' til (V*)* som for x € V er evaluering i x; altsa
Tv(x) = ev,. Dette er faktisk en lineser afbildning fra V* til grundlegemet
F, og dermed et element i (V*)*.

Nu skal vi kontrollere, at

v (v*)*

Vv
ﬂ J/(go*)* (2.24)
W —— (W*)*

™W

er kommutativ for alle F-vektorrum V og W og alle F-linesere atbildninger
p: V. — W. Altsa skal vi vise, at for enhver vektor z € V er (my o ¢)(x)
og ((¢*)* o1y)(z) det samme element i (W*)*, altsd den samme linesere
afbildning fra W* til F. Det kan vi ggre ved at lade g € W* veere et vilkarligt
element og evaluere de to afbildninger fra W* til I i dette element. Holder
man tungen lige i munden finder man pa den ene side at

((rw o 9)(2))(9) = (Tw(e(2)))(g)
eVy(2)(9)
9(e(x))

=(go¥)

o p)(z)
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og pa den anden side at

(") 0 )(@)) (9)

(") (rv(2)))(9)
= ((¢*)"(eva))(9)
= (ev,00")(g)
eva(*(g))

= evy(gop)

= (go@)(z).

Altsé er (2.24) kommutativ. Dette viser at 7 er en naturlig transformation.

Det er en naturlig isomorfi, fordi 7y, er en isomorfi for alle V: Lad = €
ker(7y). S& har vi altsa at ev, er nulafbildningen fra V* til IF, hvilket vil
sige at f(x) = 0 for alle f € V*. Men det er ikke sveert at indse (ggr det),
at dette medfgrer at x = 0. Da saledes ker(r,) = {0} og de to vektorrum
V og (V*)* har samme (endelige) dimension, mé 7y veere en isomorfi.

Bemaerkning 2.5.6. Jeg pastod i Bemarkning 2.2.3 at V' og V* ganske
vist er isomorfe som vektorrum, men at isomorfien ikke er naturlig. Nu har
jeg ganske vist ikke defineret hvad man skulle forsta ved en naturlig isomorfi
mellem en kovariant og en kontravariant funktor (som fx identitetsfunktoren
og Dual), men det er ikke s& sveert at lave forskellige krumspring for at fa en
sadan definition op at sta. Hvad der derimod er sveert er at vise, at der ikke
findes nogen naturlig isomorfi mellem dem. Men en god tommelfingerregel
er, at en hvilken som helst isomorfi som bygger pa et valg af basis (eller en
anden form for arbitreert valg) ikke er naturlig.

2.5.2 /Akvivalens af kategorier

Jeg har tidligere pastaet, at der i passende forstand geelder, at Z-Mod og
Ab er de samme kategorier. Denne passende forstand er vi nu klar til at
definere.

Definition 2.5.7. En funktor F': C — D kaldes en wkvivalens af kategorier,
hvis der findes en funktor G: D — C med den egenskab, at G o F' = Id¢ og
Fo G = IdD

En &ekvivalens af kategorier er med andre ord en funktor, som op til na-
turlig isomorfi har en invers funktor. To kategorier C, D kaldes sekvivalente,
hvis der findes en ackvivalens af kategorier C — D.

ODvelse 2.5.8. Vis at sekvivalens af kategorier er en sekvivalensrelation.
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Lemma 2.5.9. Kategorierne Z-Mod og Ab er ckvivalente.

Beviset er egentlig ret enkelt, idet det er sveert at gaette forkert pa hvilke
funktorer der skal spille rollen som F' og GG. Pr. definition er ethvert modul en
abelsk gruppe (med noget ekstra struktur), sa der findes en glemsom funktor
Z-Mod — Ab. For at ga den anden vej skal man observere, at der kun er én
méade at gore en abelsk gruppe (A, +) til et Z-modul: Ifglge et af aksiomerne
skal vi have 1.a = a for alle a € A, og ifplge et andet af aksiomerne medfgrer
dette (efter en let induktion) at n.a = a + - - - + a for alle positive n. Derefter

—_——

er det klart, at for negative n er n.a det inverse element til (—n).a i A,

og dette fastleegger fuldsteendig afbildningen Z x A — A. Tilbage er at
kontrollere at den herved definerede multiplikation faktisk ggr A til et Z-
modul, men det er ret enkelt. Hermed er objektfunktionen af funktoren
Ab — 7Z-Mod defineret. Man skal sa kontrollere, at en gruppehomomorfi
f: A — B faktisk ogsa er en Z-modulhomomorfi nar A og B opfattes som
Z-moduler.

Nar disse to funktorer er pa plads er det ingen sag at tjekke, at der
findes naturlige isomorfier til identitetsfunktorerne pa de to kategorier.

Pa helt tilsvarende vis kan man kontrollere, at kategorien [F-Mod af mo-
duler over et legeme [ er sekvivalent til kategorien FVect af F-vektorrum.

HAkvivalens af kategorier er langt mere nyttigt end isomorfi af kategorier.
Fx benytter man ved klassifikationen af endeligt frembragte abelske grupper
teorien for endeligt frembragte moduler (se [Jan04]).

Der er ogsa mange eksempler pa vigtige kategorier, som er sekvivalente
med en ,meget mindre* kategori, som derfor er nemmere at studere. Et ek-
sempel pa dette er fplgende: Lad Mat(R) betegne kategorien hvis objekter
er de naturlige tal 0,1,2, ..., og hvor morfierne Mor(n, m) er maengden af
mxn-matricer med reelle indgange (bemaerk raekkefolgen af m og n). Vi ved-
tager, at der er preaecis én 0 X n-matrix og preecis én n x 0-matrix for ethvert
naturligt tal n. Komposition af morfier Mor(m, p) x Mor(n, m) — Mor(n, p)
er den ssedvanlige matrixmultiplikation. Denne kategori er sekvivalent til
RVect/, kategorien af endeligdimensionale vektorrum over R.

Det er let at konstruere en funktor Mat(R) — RVect;: Til et objekt
n knytter vi R-vektorrummet R™, og til en morfi A € Mor(n, m) knytter vi
den tilsvarende linesere afbildning R™ — R™ repraesenteret ved A (som jo
er en m X n-matrix pr. definition).

Jeg vil ikke bevise at dette bliver en &kvivalens af kategorier direkte fra
definitionen. I stedet praesenteres folgende seetning, som ofte er nyttig til at
vise at noget er en skvivalens af kategorier.
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Saetning 2.5.10. Lad F: C — D wveere en funktor. Sa geelder, at F' er en
ekvivalens af kategorier hvis og kun hvis F' er fuld, troverdig og tet.

Det er oplagt, at funktoren Mat(R) — RVect; defineret ovenfor op-
fylder de tre betingelser i Seetning 2.5.10.

Et bevis for seetningen overlades til den ivrige laeser (eller naeste udgave
af noten...). I gvrigt kalder [Jan04| en funktor for en aekvivalens af kate-
gorier hvis den er fuld, troveerdig og teet, og neevner sa at man ,normalt
definerer skvivalens af kategorier pa en anden made“. Denne anden made
er Definition 2.5.7.

2.6 Et sidespring til algebraisk topologi

I [Hat02| defineres i forbindelse med beviset for udskeeringsseetningen (Seet-
ning 2.20) to afbildninger kaldet S og T'. Disse er faktisk naturlige trans-
formationer, men fgr man kan give mening til en sadan pastand, skal vi en
gang for alle have banket nogle algebraiske definitioner pa plads.

Definition 2.6.1 (Ksedekompleks). Et kedekompleks C er en samling
af abelske grupper C,, (en for hvert n € Z), og for hvert n € Z en gruppe-
homomorfi 9,,: C,, — C,,_1. Yderligere kraeves at 0, 0 O, 11: Cry1 — Cpq
er nulafbildningen for alle n. Et keedekompleks kan vi altsa teenke pa som
en uendelig fglge af abelske grupper og afbildninger:

Cn+1 8n+1 On an Cn_l . (225)

Ofte er man doven og kalder alle afbildningerne 0, for 0, og lader det
fremga af konteksten hvilken gruppe det pagaeldende O er defineret pa. Den
sidste betingelse skriver man saledes ofte blot som dod = 0. I gvrigt kaldes
0 for randafbildningerne.

Definition 2.6.2 (Kaedeafbildning). Lad C og D vere to keedekomplek-
ser. Ved en kedeafbildning f fra C' til D forstas en samling af afbildninger
fn, saledes at diagrammet

o o
Crnt Cn Cpo1— -

lfm lfn lfnl (2.26)

Dn+l Dn—lH"'

0 0

er kommutativt.
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Som tidligere bemeaerket er et sadant diagram kommutativt hvis og kun
hvis hvert kvadrat det er opbygget af er kommutativt. Saledeser f: C' — D
en keedeafbildning hvis 0, o f,, = fn,_1 0 0, for alle n € Z, eller hvis man er
doven og dropper indices (som det allerede er gjort delvis i (2.26))

Do f=fod. (2.27)

Egentlig er det jo snyd at bruge det samme symbol 0 som betegnelse for
en hulens masse forskellige afbildninger (i (2.26) ovenfor bruges det oven i
kobet i to forskellige keedekomplekser om de respektive randafbildninger),
men det er nu engang fast praksis. Den slags bgr man vende sig til. Man kan
ogsa overveje alternativet: Hvis hvert eneste 0 skulle veere indiceret med en
preecis angivelse af domene og kodomeene, ville alle formler, udregninger
og diagrammer hurtigt blive ganske uoverskuelige.

Hvis C' er et keedekompleks lader vi Z,, betegne kernen af afbildningen
0: C, — C,_1, og elementer i Z, kaldes cykler (Z’et kommer fra tysk, cykel
Zyklus). Tilsvarende lader vi B,, betegne billedet af afbildningen 0: C), 11 —
C,, og elementer i B,,, som altsa er billeder af randafbildningen, kaldes rande rand
(B for det engelske ,boundary). Betingelsen 0 o 9 = 0 betyder at

B, C Z, CC, (2.28)

for alle n. Hvis der er flere keedekomplekser C, D i spil, vil vi skrive B, (C),
Z,(C) for undergrupperne af C,, og B,(D), Z,(D) for undergrupperne af
D,,. Fra ligning (2.27) folger det, at en keedeafbildning sender rande i rande
og cykler i cykler.

Dvelse 2.6.3. Vis denne pastand. Vis med andre ord, at hvis f: C' — D er
en keedeatbildning, og a € Z,(C), sa vil f(a) € Z,(D), og hvis 5 € B,(C)
vil f(8) € B,(D).

En folge af abelske grupper og gruppehomomorfier A; %Ag Ay
kaldes eksakt ved Ay hvis Im(f) = ker(g). En folge af formen

C 0 (2.29)

kaldes for en kort eksakt folge hvis den er eksakt ved A, B og C. Dette er kort eksakt fglge
det samme som at kreeve at f er injektiv, g er surjektiv, og Im(f) = ker(g).
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Hvis A, B, C er kaedekomplekser og i: A — B, j: B — C' er keedeafbild-
ninger kaldes diagrammet

Bn+1 0 Bn 0 Bn—l — (230>

for en kort eksakt folge af kedekomplekser hvis sgjlerne i diagrammet er
korte eksakte fglger (for alle n).

Som den skarpe laeser maske allerede har indset, udggr keedekomplekser
og keedeafbildninger en kategori. Mere specifikt lader vi CC betegne kate-
gorien hvis objekter er keedekomplekser og hvis morfier er keedeafbildninger.
Detaljerne i dette overlades til leeseren (sasom at finde identitetsmorfien Ide
fra et keedekompleks til sig selv, og overbevise sig om at sammensaetning af
keedeafbildninger giver en keedeafbildning).

Homologi er i virkeligheden en samling af funktorer defineret pa CC.
For hvert n i Z findes der nemlig en kovariant funktor H,: CC — Ab.
For et keedekompleks C' defineres H,(C'), kaldet den n’te homologi-gruppe
af C| til at veere kvotientgruppen Z,,(C')/B,(C). Denne kvotientgruppe fin-
des pa grund af (2.28) og fordi C,, er abelsk er alle undergrupper normale,
sa kvotienten bliver igen en abelsk gruppe. Elementer i H,,(C') kaldes ho-
mologiklasser, og en homologiklasse [a] er altsd en sideklasse til B, (C)
repreesenteret ved en cykel a € Z,(C).

Til en keedeafbildning f: C — D skal vi knytte en gruppehomomorfi
H,(f) = fo: Hy(C) — H,(D). Denne defineres ved at for en homologiklasse
[a] € H,(C) seetter vi fi([a]) = [f(a)], altsd homologiklassen i H,, (D)
repraesenteret ved f(«). Man skal naturligvis tjekke at dette er veldefineret:

For det forste er o en cykel (altsa et element i Z,(C)), og f(a) er
derfor ogsa en cykel jf. Ovelse 2.6.3, sa f(«) repraesenterer i hvert fald et
element i H, (D). Hvis [a] = [f] betyder det at v — (3 er et element i B,(C),
men sa folger af samme gvelse at f(a — () = f(a) — f(5) er et element
i B,(D), hvilket igen betyder at f(«) og f(() repraesenterer det samme
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element i kvotienten H,(D) = Z,(D)/B,(D). Men det betyder netop at f.
er veldefineret.

Man kan bemsaerke, at den n’te homologigruppe H,, (C) af et keedekom-
pleks C' er triviel preecis hvis Z,(C) = B, (C), altsa hvis

ker(0: C,, — Cp—1) = Im(0: Cppqy — Cy). (2.31)

Lidt lgst sagt er den n’te homologigruppe derfor et mal for hvor langt
keedekomplekset

er fra at veere eksakt ved C,,.

Det er naturligvis udmeaerket at have en hel heerskare af funktorer fra
CC til Ab, men algebraen bliver forst rigtig sjov nar man indser, at en kort
eksakt fglge af keedekomplekser giver en lang eksakt fglge i homologi. Bag

dette slogan gemmer sig det faktum, at hvis 0 A—~B-—1>C 0
er en kort eksakt fglge af keedekomplekser, sa findes der en lang eksakt fglge
af homologigrupper

s Hp(A) = Hoy(B) 2 Ho(C) =2 Hy 1 (A) = Hy 4 (B) — - -+

hvor afbildningen 0 er defineret péa en snedig made (som jeg ikke vil komme
ind pa her; det er en ganske udmeerket gvelse i diagramjagt som jeg kun
kan opfordre laeseren til at udfgre). Ogsé i denne situation tillader man sig
at benytte det samme symbol om to forskellige afbildninger; det forste 7,
betyder den af ksedeafbildningen ¢ inducerede homomorfi mellem de n’te
homologigrupper, altsé den afbildning som egentlig hedder H, (i), mens det
andet i, betyder H, 1(i).

Homologi af topologiske rum er i virkeligheden en sammensatning af to
funktorer, nemlig en funktor C': Top — CC og H,,: CC — Ab: Fgrst knyt-
ter man til ethvert topologisk rum X et keedekompleks C'(X), og for hver
kontinuert afbildning f: X — Y en keedeafbildning C(f) = f4: C(X) —
C(Y). Da vi ikke er naet til vejs ende endnu bruger vi en firkant # til at
angive den af f inducerede kaedeafbildning. Nar man sa tager homologien
H,(C(X)) af keedekomplekset C'(X) far man hvad der kaldes den n’te ho-
mologigruppe af X. Ofte skriver man blot H,, om den sammensatte funktor
H, o C': Top — Ab idet mellemtrinnet med konstruktionen af ksedekom-
plekset er underforstaet.






Appendix A
Ordbog

Dansk Engelsk
auto(morfi) auto(morphism)
epi(morfi) epi(morphism)
endo(morfi) endo(morphism)
frastgdende initial eller repelling
fuld full

funktor functor

identitet identity

iso(morfi) iso(morphism)
kategori category
komposition composition

konkret kategori concrete category
konservativ conservative
kontravariant contravariant
kovariant covariant
mono(morfi) mono(morphism)
morfi morphism

naturlig transformation natural transformation
naturlig isomorfi natural isomorphism
nulobjekt zero object

objekt object

pil arrow
sammensatning composition
tiltreekkende terminal eller attracting
troveerdig faithful

teet dense

ekvivalens equivalence
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Appendix B

Standardkategorier

Sets Mangder; afbildninger mellem maengder. Den tomme maengde er fra-
stgdende, alle singletonmaengder er tiltrackkende.

Sets; Endelige meaengder; afbildninger mellem disse. Den tomme maengde
er frastodende, alle singletonmeaengder er tiltrackkende.

Sets, Maengder med specificeret basispunkt; basispunktbevarende afbild-
ninger. Alle singletonmaengder er universelle.

Grp Grupper; gruppehomomorfier. Den trivielle gruppe er universel.

Ab Abelske grupper; gruppehomomorfier. Den trivielle gruppe er universel.
HAkvivalent med Z-Mod.

Rng Ringe (med 1); ringhomomorfier. De hele tal Z er frastgdende; nul-
ringen er tiltrackkende.

CRng Kommutative ringe (med 1); ringhomomorfier. De hele tal Z er fra-
stgdende; nulringen er tiltraekkende.

Fld, Legemer i karakteristik p; ringhomomorfier. For p primtal er legemet
Z/pZ = F, (det endelige legeme med p elementer) frastgdende. For
p =0 er Q frastodende.

Top Topologiske rum; kontinuerte afbildninger. Det tomme rum er frastgd-
ende, ethvert etpunktsrum er tiltrackkende.

Top, Topologiske rum med basispunkt; basispunktbevarende kontinuerte
afbildninger. Alle etpunktsrum er universelle.

Toph Topologiske rum; homotopiklasser af kontinuerte afbildninger.
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Toph, Topologiske rum med basispunkt; homotopiklasser af basispunkt-
bevarende kontinuerte afbildninger.

Haus Hausdorff topologiske rum; kontinuerte afbildninger.
CW CW-komplekser; kontinuerte afbildning.

FVect Vektorrum over legemet F; F-linesere afbildninger. Nulvektorrum-
met er universelt.

R-Mod Venstremoduler over R; R-linesere afbildninger (= R-modulhomomorfier).
Nulmodulet er universelt. For R et legeme er denne kategori sekviva-
lent til RVect.

CC Kadekomplekser; kaedeatbildninger. Nulkomplekset er universelt.

Mat(F) Objekterne er de naturlige tal 0,1,2,...; morfierne er m X n-
matricer med indgange fra [F. 0 er universelt.



Appendix C

Geengse funktorer

m, Fundamentalgruppen, kovariant. Topologiske rum med basispunkt til
grupper.

H,, Den n’te homologigruppe, kovariant. Keedekomplekser til abelske grup-
per.

[ — ] Homotopiklasse af kontinuert afbildning, kovariant. Topologiske rum
(kontinuerte afbildninger) til topologiske rum (homotopiklasser af kon-
tinuerte afbildninger).

Dual Dualt vektorrum, kontravariant. Vektorrum over [ til sig selv.
Ab Abelinisering, kovariant. Grupper til abelske grupper.

P Potensmaengde, ko- eller kontravariant alt efter temperament. Maengder
til sig selv.
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ekvivalens af kategorier, 34

automorfi, 10
bimorfi, 12
cykel, 37

delkategori, 4

fuld, 30

teet, 30
diagram, 5

kommutativt, 6
domaene, 2

endomorfi, 3
epimorfi, 10

faktorisere igennem, 12
frastodende objekt, 13
fuld
delkategori, 30
funktor, 28
funktor, 19
fuld, 28
identitets-, 28
inklusions-, 30
invers, 28
konservativ, 27
kontravariant, 20
kovariant, 20
sammensat, 27
teet, 30

troveerdig, 28

hgjreinvers, 9
homologi, 38

identitetsfunktor, 28
induceret morfi, 20
initielt objekt, 13
inklusionsfunktor, 30
invers funktor, 28
invers morfi, 8
isomorfi, 8

af kategorier, 28

keedeafbildning, 36
kaedekompleks, 36
kategori, 2

ekvivalens af, 34

isomorfi af, 28

konkret, 29
kodomeene, 3
kommutativt diagram, 6
komponenter (af naturlig transforma-

tion), 31

komposition, 2
konkret kategori, 29
konservativ funktor, 27
kontravariant funktor, 20
kort eksakt folge, 37

af keedekomplekser, 38
kovariant funktor, 20

monomorfi, 10
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morfi, 2
auto-, 10
bi-, 12
endo-, 3
epi-, 10
induceret, 20
invers, 8
iso-, 8
mono-, 10
nul-, 13
parallel, 10

morfifunktionen, 21

naturlig isomorfi, 31
naturlig transformation, 30
komponenter af, 31
naturligt isomorfe, 31

nulmorfien, 13
nulobjekt, 13

objekt, 2
frastgdende, 13
initielt, 13
nul-, 13
terminerende, 13
tiltreekkende, 13
universelt, 13

objektfunktionen, 21

parallelle morfier, 10
pil, 2

rand, 37
randafbildning, 36

sammensatning, 2
sammensat funktor, 27
split epi, 10

split mono, 10

teet delkategori, 30
teet funktor, 30
terminerende objekt, 13

tiltreekkende objekt, 13
troveerdig funktor, 28

universel egenskab, 13
universelt objekt, 13

venstreinvers, 9
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