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Forord

I et studie af differentialgeometri stgder man fgr eller siden pa begrebet Lie-
grupper. En Lie-gruppe kombinerer pa smukkeste vis det bedste fra algebra
og geometri, nemlig den paene opfgrsel af grupper og de behageligheder
som glathed af afbildninger medfgrer. Til en Lie-gruppe kan man knytte
et algebraisk objekt kaldet en Lie-algebra; denne indeholder tilstraekkelig
meget information til at man i hvert fald delvist kan rekonstruere sin Lie-
gruppe fra den. Konstruktionen af Lie-algebraen fra Lie-gruppen opfarer sig
desuden pzent (funktorielt).

Det er derfor naturligt at spgrge, om der ogsa er en sammenhaeng mellem
delstrukturerne af de to objekter, altsa henholdsvis Lie-undergrupper og
Lie-delalgebraer. Svaret viser sig at veere et klart “ja”, og sammenhaengen
er sagar (i en passende forstand) naesten en bijektion. Det er blandt andet i
eftersggningen af denne sammenhaeng, at Frobenius’ seetning viser sit veerd.

Dette leder mig frem til en beskrivelse af strukturen af dette projekt.
Det fgrste afsnit er en kort gennemgang af nogle konventioner og begreber
som vil blive benyttet. I Kapitel 1 begynder det egentlige projekt. Her
bevises en raekke af de lemmaer og propositioner, som er ngdvendige for
at give et komplet bevis for Frobenius’ seetning. Visse dele er af forholdsvis
teknisk karakter, og man kan formentlig uden store tab springe over de mest
uindbydende udregninger.

I Kapitel 2 skal disse mange teknikaliteter bringes i anvendelse. Man
kommer dog ikke udenom at skulle indfgre endnu en hoben termer, men
nar dette er gjort, er vejen lagt til at bevise projektets fgrste hovedresultat,
Frobenius’ ssetning. Kapitlet slutter med en diskussion af to eksempler pa
sakaldte folieringer af torussen.

I det tredje og sidste kapitel defineres det endeligt hvad en Lie-gruppe
er, og forskellige basale egenskaber ved disse praesenteres. Derefter er det tid
til at bringe Frobenius’ ssetning i anvendelse. Den forste anvendelse ma nok
siges at veere standardeksemplet pa en anvendelse af Frobenius’ seetning.
Det er her, der findes en bijektiv korrespondance mellem Lie-delalgebraer
pa den ene side og sammenhengende Lie-undergrupper pa den anden. Her-
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iv Forord

efter diskuteres forskellige umiddelbare konsekvenser af dette; i seerdeleshed
varmes der op til den anden anvendelse.

Denne er af en lidt anden karakter end den fgrste. [deen med anvendelsen
er at vise, at “tilstraekkeligt sma” undergrupper af diffeomorfigruppen af en
mangfoldighed kan gives en struktur som en Lie-gruppe. Oven i kgbet er
denne Lie-gruppestruktur af en sadan natur, at virkningen af gruppen pa
mangfoldigheden bliver glat, og pointen er at dette indirekte giver en metode
til at studere mangfoldigheden. Sa langt nar vi dog ikke.

Jeg vil gerne benytte lejligheden til at takke Christian Zickert og Sgren
Galatius for at gennemlaese store dele af det faerdige projekt og efterfglgende
kommentarer samt for mange udbytterige samtaler over en pizza.

Endelig skal der lyde en stor tak til min vejleder, Jgrgen Tornehave,
for talmodig venten pa feerdigggrelsen af projektet, for at svare pa mine til
tider naive spgrgsmal og ikke mindst for at foresla et emne der har bragt
mig vidt omkring i litteraturen og givet mig indsigter jeg formentlig ikke
ville have opnaet ellers.

Arhus, oktober 2004 Rasmus Villemoes

The last thing one knows when writing a book is what to put first.
— Blaise Pascal (1623-1662)



Notation og terminologi

I dette korte afsnit vil jeg gore rede for noget af den notation og de kon-
ventioner, som vil blive brugt igennem hele projektet. For det fgrste vil
der med ordene “mangfoldighed”; “vektorfelt”, “funktion” etc. altid menes
glatte sadanne, med mindre andet fremgar af sammenhaengen. Hvis X er
et vektorfelt pa en mangfoldighed M, vil bade X, og X (p) blive brugt om
veerdien af vektorfeltet i punktet p; sidstnaevnte iseer i situationer hvor X i
forvejen har et index.

En mangfoldighed kraeves bade at veere Hausdorff og andenteellelig som
topologisk rum.

T M vil som saedvanligt blive brugt om tangentbundtet til mangfoldig-
heden M (den disjunkte forening af tangentrummene 7,M), og funktor-
egenskaber ved T' vil uden yderligere kommentar blive benyttet. Her op-
fattes T' som en kovariant funktor fra kategorien af (glatte) mangfoldig-
heder og (glatte) afbildninger til kategorien af (glatte) vektorbundter og
vektorbundtshomomorfier (fiberrespekterende, fibervist linesere glatte af-
bildninger). Differentialet af en glat funktion f: M — N i punktet p € M
betegnes T, f: T,yM — Ty N.

Inspireret af [Lee| benyttes TM om vektorrummet af glatte snit af T'M,
altsa vektorrummet af glatte vektorfelter pa M. Dette er i modssetning
til den gvrige (fortrinsvis eeldre) litteraturs brug af XM eller XM om det
samme.

C*(M) bruges om ringen (og vektorrummet) af glatte afbildninger
M — R. Det saedvanlige samspil mellem C*(M) og TM underforstas: TM
er et modul over ringen C*°(M) og samtidig Lie-algebraen af derivationer
af C>(M).

Jeg bruger bevidst ordene Lie-undergruppe og Lie-delalgebra, selvom
disse retteligt burde kaldes under-Lie-grupper* og del-Lie-algebraer.

Ordet delmangfoldighed tolkes i den strengeste betydning af ordet: N C
M siges altsa at veere en delmangfoldighed hvis NV i sig selv er en glat mang-
foldighed og inklusionsafbildningen i: N — M er glat og en homeomorfi pa

*Hvis dette ord udtales tilstreekkelig sjusket hgres det som “underlige grupper”!
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i(N) med sportopologien. Hvis der er brug for at fremhaeve, at N er en del-
mangfoldighed i denne betydning bruges ordet indlejret delmangfoldighed.
En immerseret delmangfoldighed er et svagere begreb. Her kraeves kun at
inklusionsafbildningen er glat som afbildning mellem mangfoldighederne N
og M, ogat T,i: T,N — T,M er injektiv for alle p € N. Ved en immerseret
delmangfoldighed N C M er der altsa to topologier der er relevante. Disse
vil blive omtalt som henholdsvis mangfoldighedstopologien og sportopolo-
gien (da i er kontinuert er forstneevnte altid finere end sidstneevnte).

En immersion er blot en glat afbildning N — M fra en mangfoldig-
hed til en anden hvis differential i ethvert punkt er injektiv. Billedet af
N under immersionen er ikke ngdvendigvis en immerseret delmangfoldig-
hed i M; men omvendt geelder at inklusionsafbildningen af en immerseret
delmangfoldighed faktisk er en immersion.

Ordet enkeltsammenhaengende bruges om et topologisk rum som er kur-
vesammenhaengende og som har triviel fundamentalgruppe.

Such is the advantage of a well constructed language that its simplified
notation often becomes the source of profound theories.
— Pierre-Simon Laplace (1749-1827)



KAPITEL 1

Flow af vektorfelter

I dette kapitel vil jeg redeggre for nogle af de resultater, der vil blive benyttet
i Kapitel 2. Visse beviser er forholdsvis tekniske, og det kan derfor maske
veere en fordel ved fgrste gennemlaesning at springe over disse.

1.1 Differentialligninger

Lad U C R"™ veere en aben delmengde, og lad der veere givet n glatte
funktioner fi,..., f,: U — R. Vi kan sa betragte systemet af differential-
ligninger

d.fEl

— ()= i@ (1) 22(t), . (1)
déEz o T T T
dry, .

(0 = fa(@a(0), 22(8), - 2a(t)

eller lidt mere kompakt

dx
5 (1) = fla(t). (1.2)

Et naturligt spgrgsmal at stille er, hvornar systemet (1.1) har en lgsning.
En konsekvens af Hovedseetning 3.1 i [Mad] er folgende.
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Saetning 1.1. Lad f: U — R" vere en glat afbildning fra en dben del-
meengde U af R™. Sa geelder:

(1) Givet et punkt p € U findes der et € > 0 og en glat funktion
x: (—e,e) = U
som opfylder (1.2) samt begyndelsesbetingelsen z(0) = p.

(2) Hvis x og y er to lgsninger til (1.2) defineret pa intervallerne I og J,
0g x(to) = y(to) for et to € INJ, sq erx(t) =y(t) for allet € INJ.

Fra Seetning 1.1 ser man nu, at givet et punkt p € U findes der et
maksimalt abent interval I og en funktion z: I — U der opfylder (1.2) samt
begyndelsesbetingelsen x(0) = p. Intervallet I er maksimal i den forstand,
at hvis y: J — U er en lgsning med y(0) = p, sa vil J C I og y(t) = x(t)
for t € J. Som I kan vi nemlig blot veelge foreningsmeengden af alle de
intervaller J, for hvilke der findes en lgsning y,: J, — U med y,(0) = p.
Afbildningen xz: I — U defineres sa ved

x(t) = ya(t) hvor t € J,. (1.3)

Dette er veldefineret, thi hvis ¢ € J, N Jg har vi at y,(t) = yg(t), da jo
0 € Jo N J5 08 ¥a(0) = y5(0) = p.

1.2 Integralkurver

Jeg vil nu vise, hvordan det ovenstaende kan benyttes til at finde sakaldte
integralkurver af vektorfelter. Lad derfor M veere en mangfoldighed af di-
mension n, X € TM et vektorfelt pa M, og p € M et punkt pa M. Vi
gnsker at finde en kurve v: I — M defineret pa et passende interval [
indeholdende 0, og som opfylder de to betingelser

7(0)=p (1.4)

V(1) = Xy (1.5)
Desuden kunne vi godt teenke os en slags entydighed; ikke blot af ~, men
ogsa en made at veelge intervallet 1.

Lad (U;z) veere en koordinatomegn af p. P4 U kan vi altsa skrive X
som

. 0
i=1
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hvor a; er glatte funktioner pa U. Hvis (¢) i disse lokale koordinater skrives
(v'(t),...,7™(t)) har vi at
“dy 0
Y =3 T (17)

Hvis vi sammenligner (1.6) og (1.7) ser man, at hvis betingelse (1.5) skal
vaere opfyldt, skal 4¢ opfylde ligningen

D (4) = air 1) (13)

for i = 1,...,n. Betingelse (1.4) er i lokale koordinater det samme som at
kraeve v/(0) = z'(p) for i = 1,...,n. Fra Seetning 1.1 ser vi nu, at der findes
en kurve v: (—e,e) — M, der tilfredsstiller de to betingelser, nemlig den
hvis koordinatfunktioner ~* opfylder ligningssystemet (1.8) og den givne
begyndelsesbetingelse.

Antag nu, at vi har to kurver -, v, defineret pa et abent interval om-
fattende [0, b], der for ¢ € [0,b] opfylder (1.4) og (1.5). Lad

A={uecl0,b] | n(t) =(t) for alle t < u}
og st s = sup A. Da M er Hausdorff er diagonalen
AM:{(p,pHpEM}QMxM
lukket. Urbilledet B af denne under den kontinuerte afbildning
[0,5] >t — (71(t), 72(t))

er derfor lukket og omfatter A. Da s tilhgrer afslutningen af A som igen er
indeholdt i B, mé vi have at s € B, men det medfgrer at v;(s) = 72(s) og
A =10,s].

Antag nu, at s < b. Veelg en koordinatomegn (V;y) om v1(s) = 72(s)
oget 0 < d < b— s saledes at v,(t),72(t) € V for |t —s| < 0. I lokale
koordinater kan vi altsa skrive

%) = (% (1), .77 (1)

fori=1,2.
Skriver vi

a 0
Xq = ;fu(q)a—yy
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for ¢ € V ser vi, at (7},...,7"), ¢ = 1,2 er to lgsninger til differentiallig-
ningssystemet

dz,
o (t) = fu(z(t)) v=1,...,n. (1.9)

Da 71 og 7, stemmer overens for t = s, folger af Seetning 1.1(2) at de
stemmer overens for alle t € (s — J,s + ) (ligning (1.9) kan ikke give os
information om v; og 72 uden for V'). Men heraf folger specielt at s+ % €A
i modstrid med definitionen af s. Altsa ma vi have s = b.

P& helt tilsvarende vis kan man indse, at hvis to lgsninger til (1.4) og
(1.5) er defineret pa abne omegne af [a, 0] vil de stemme overens pa i hvert
fald hele dette interval.

Betragt nu alle par (1,,7,) af abne intervaller I, omkring 0 hvorpa der
findes en lgsning v,: I, — M til (1.4) og (1.5). Hvis t € I, N I folger af
det foregaende at

Ya(t) = 75(t) (1.10)

thi 7, 0g 75 jo begge er defineret pa intervallet [0, ¢] (eller [t, 0], i fald ¢ < 0).

Lad nu
=1L

og definér ~v: I — M ved

Y(t) = 7a(t) forte I,.

Dette v er naturligvis veldefineret pa grund af (1.10), og I er det ,pas-
sende” interval der blev eftersggt i begyndelsen af afsnittet.
Vi sammenfatter den foregaende diskussion i en proposition.

Proposition 1.2. Givet en mangfoldighed M, et glat vektorfelt X € TM
og et punkt p € M findes der et maksimalt interval I,, og en entydigt bestemt
kurve ~y,: I, — M sdledes at

'Yp(o) =D
rY]’)(t> - X’Yp(t)
fortel,.

Enhver lgsning til (1.4) og (1.5) kaldes en integralkurve af X gennem
p. Den bestemte form, ,integralkurven af X gennem p“ refererer til den
maksimale integralkurve defineret ovenfor.

En nyttig observation er fglgende:
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Lemma 1.3. Lad X weere et vektorfelt pa mangfoldigheden M, p € M, og
lad 7y, betegne integralkurven gennem p. Lad I, = (a,,b,) betegne domeenet
for v, (vi tillader a,,b, = £00). Hvis ¢ = ,(to) 09 vy, er integralkurven af
X gennem q, er vy, en reparametrisering af 7y, i den forstand at

[q = (a’p - tO; bp - tO)
V() = 1t +to) fort € I,

Bevis. Lad a: (a, — to,b, — t9) — M veere kurven defineret ved a(t) =
Yp(t +tp). Sa har vi at

, d
a(t) = Evp(t + o)

= Xy, (t+t0)
= Xa(t) .

Da «a(0) = 7,(tp) = ¢ er a altsa en integralkurve af X gennem ¢. Heraf
folger, at a(t) = 7,(t) for i hvert fald alle ¢ € (a, — to,b, — o), da jo v,
er defineret pa det stgrst mulige interval. Tilbage er at vise, at 7, ikke er
defineret pa et interval stgrre end (a, — to, b, — to). Dette folger af, at v,
ikke kan defineres pa et interval stgrre end (ay, b,). O

Hvis X er et vektorfelt pA M og f er en glat funktion pa M er der to
integralkurver gennem p € M at betragte: Den hgrende til X og den hgrende
til fX. Antag i det folgende at f intetsteds er 0. Lad v: (a,b) — M betegne
integralkurven af X gennem p. Ved fastseettelsen

|
F(t):/o mds (1.11)

defineres en differentiabel afbildning (a,b) — R, og F'(t) = m Da savel

f som 7 er kontinuerte har dette konstant fortegn, og derfor er ' monoton.
Altsa findes en diffeomorfi G = F~': ImF — (a,b). Denne er ligeledes
differentiabel, og en udregning giver at

G'(t) = G'(F(G(1))
1
AEG)
= f(AG®))).

Uden store armbevaegelser indser man at Im F' er et abent interval omkring
0. Definerer vi kurven a: Im F' — M ved o = v o G har vi klart at a(0) =
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= f(a(t )X (1(G(1)))
fa(t))

( X)(a(?))

Altsa er a en integralkurve af f X gennem p. Vi har desuden at Im v = Im a.

Lad p: (¢,d) — M betegne integralkurven af fX gennem p. Da « er
en integralkurve har vi Ima C Im g. Men gentager vi nu den ovenstaende
konstruktion hvor vi erstatter v med p, X med fX og f med % far vi en

kurve 3, som er en integralkurve af vektorfeltet ( fX) = X gennem p. Som
fer ma vi have at Im g = Im 3, men vi ma ogsa have at Im 8 C Im~, da ~
er integralkurven af X gennem p. Ergo er Im y = Im~.

Konklusionen pa alt dette er, at billedet af en integralkurve kun afheen-
ger af vektorfeltet op til skalering.

1.3 Flow

Det viser sig nyttigt at studere mere end blot de enkelte integralkurver -,
af et vektorfelt X. Det er ogsa interessant at undersgge, hvorledes v, og 7,
heenger sammen nar p og q er ,tet® pa hinanden. Hvis X er et vektorfelt
pa en mangfoldighed M defineres

Wx=JLx{pPSRxM (1.12)

peEM

hvor I, er det i Proposition 1.2 definerede abne interval.

Det er umiddelbart klart, at {0} x M C Wy. Et vigtigt faktum, som
ikke vil blive bevist her er, at Wx faktisk er aben i R x M.

Afbildningen FI*: Wy — M defineres ved

FI* (t,p) = % (t) (1.13)

og kaldes flowet af vektorfeltet X. Det er klart fra definitionen at F1* er glat
som funktion af ¢, men faktisk er FI¥ glat simultant som funktion af (t,p).
Af seetningen nederst side 50 i [Nar| folger bade dette samt abenheden af
W, og for en god ordens skyld fremheever vi disse vigtige fakta.

Saetning 1.4. For ethvert vekterfelt X pa en mangfoldighed M er Wx aben
i R x M. Afbildningen FIX: Wx — M er glat.
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Man kan med fordel teenke pa FI1¥ (¢, p) som det punkt man nar til ved
at begynde i punktet p og fglge X indtil tiden ¢. Bemeerk, at

d d
— FI¥ = —
= X500
= X (FI*(t,p)). (1.14)

For et reelt tal ¢ lader vi U; betegne meengden pr,,({t} x M NWx); det
er meengden af de p € M for hvilke ¢ € I,. Afbildningen FI': U, - M
defineres ved FLX (p) = FI* (¢, p). Definitionsmeengden U, er aben fordi Wy
er aben. Vi far brug for fglgende lemma om FI¥.

Lemma 1.5. Huvis X er et glat vektorfelt pa M geelder identiteten
FlX(80+t07p> = FlX(807F1X(t07p>) (115>

1 den forstand, at hvis hgjresiden er defineret er venstresiden ogsd, og der
geelder lighed. Ydermere, hvis sy og to har samme fortegn og venstresiden
er defineret, er hgjresiden det ogsd og der geelder lighed.

Bevis. Antag hgjresiden af (1.15) er defineret. Det vil sige, at 7, er defineret
i hvert fald til tid ¢o; lad ¢ = 7, (o). Ydermere er altsa v, defineret i hvert
fald til tid so. Ifplge Lemma 1.3 har vi altsa sq € (a, —to, b, —ty) og dermed
so +to € (ap, by). Altsa er v, defineret i sy + to. Lemmaet giver ogsa den
gnskede identitet

FI* (so, F1¥ (to, p)) = FI* (s0,q)
= Y4(S0)
= Yp(s0 + to)
= F1*(so + to,p)

Antag nu, at sg, to begge er positive, og venstresiden af (1.15) er define-
ret. Altsa er v, defineret pa [0, so + to|; lad ¢ = v,(¢o). S& er v, defineret pa
i hvert fald [—to, so] og vi har

F1¥ (50 + to, p) = Y,(50 + to)
= Y4(S0)
= FlX(SO, q)
= F1* (50, F1* (tg, p)).

Tilfzeldet hvor sg og ty er negative er helt analogt. O
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Bemaerkning 1.6. Hvis X er et vektorfelt, hvor Wx som defineret ovenfor
(ligning (1.12)) er lig R x M, kaldes X fuldstaendigt. I et sadant tilfeelde er
afbildningen ¢ — FL en gruppehomomorfi fra de reelle tal under addition
til Diff (M), gruppen af diffeomorfier af M. Et tilstraekkeligt kriterium for
at et vektorfelt X er fuldsteendigt er, at dets stotte er kompakt (specielt er
alle vektorfelter pa en kompakt mangfoldighed fuldsteendige). Hvis M ikke
er kompakt udggr meengden af fuldstendige vektorfelter i almindelighed
ikke et underrum af TM; ejheller er den lukket under Lie-parentesen (se
side 19 i [KMS]).

1.3.1 Kommutativitet

Et centralt punkt i beviset for Frobenius’ ssetning er, at to vektorfelter
kommuterer hvis og kun hvis de tilhgrende flows kommuterer. Inden vi nar
til den formelle formulering af dette skal vi i de folgende afsnit indfgre et
par begreber. Det er ogsa pa sin plads at naevne nogle resultater vedrgrende
FL*. Det er en glat afbildning U; — M, og faktisk er det en diffeomorfi pa sit
billede, thi den inverse er FI¥,: U_, — U,. For ethvert vektorfelt X gzlder
at FI¥ = Idy,. Ligning (1.14) kan vi ogsa skrive som

%FI;X = X o FL*. (1.16)
Hvis der nu om to vektorfelter X og Y geelder, at der om ethvert punkt p
findes en lille omegn U sa F1X|; = F1)' |y for alle ¢ i en lille omegn af 0, ma
vi have at X =Y pé hele M. Dette folger af ligning (1.16), thi

X =XoFl =4|;Ff = 4|FIY =Y oFl) =Y.

Dette viser, at et vektorfelt er entydigt bestemt ved dets flow.

1.3.2 Relaterede vektorfelter

Glatte afbildninger i almindelighed skal ogsa have et par ord med pa vejen.

Lad f: M — N vere en sadan. To vektorfelter X € TM og Y € TN kaldes
f-relaterede hvis diagrammet (1.17) kommuterer, altsad hvis Tfo X = Yo f.

Tf
TM —— TN

XT TY (1.17)
f

M——N

[ det tilfeelde hvor f er en lokal diffeomorfi har vi for alle p € M en lineger
isomorfi T}, f: T,M — Ty N. Det betyder, at for et givet vektorfelt Y pa N
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findes netop et vektorfelt X = f*Y pa M saledes at X og Y er f-relaterede,
nemlig (f*Y)(p) = (Tpf)_l(Y(f(p))) eller bare f*Y =T f oY o f. Hvis
ogsa g: N — P er en lokal diffeomorfi er sammensaetningen gof: M — Pen
lokal diffeomorfi, og man kan udregne at (gof)* = f*og* (hvilket selviglgelig
er hvad der motiverer brugen af en gvre stjerne). Sammenhaengen mellem
f-relaterede vektorfelter og disses tilhgrende flows er belyst i det neeste
lemma.

Lemma 1.7. Lad f: M — N were en glat afbildning og lad X € TM,
Y € TN wvere f-relaterede vektorfelter. Si er f o FIX = F1Y o f ndr begge
sider er defineret. I specialtilfeeldet hvor f er en diffeomorfi er altsa Fl{*y =
f~to Flzf of.

Bewvis. Vi har at

d

E(foFl;X) =TfoXoFL=Yo foFl

samt at f(F1¥(0,p)) = f(p). Afbildningen ¢ — f(F1*(t,p)) er derfor en in-
tegralkurve af Y gennem f(p), hvilket vil sige at f(F1*(¢,p)) = FI¥ (¢, f(p))
eller foFIX =F1) o f. O

1.3.3 Lie-derivation

Et andet begreb der viser sig nyttigt at indfgre er Lie-derivation. Ideen
er, at man givet et vektorfelt X pa en mangfoldighed kan male hvordan
,noget gendrer sig langs X (altsa langs flowkurverne hgrende til X). Dette
,hoget” kan veere en funktion, et vektorfelt, en differentialform eller sagar
et tensorfelt. Her vil vi dog kun definere Lie-derivation af glatte funktioner
og vektorfelter.

Lad X og Y veere vektorfelter pa en mangfoldighed M, og lad f €
C*(M). Sa defineres

Lxf(p) = %‘t:o F(FI¥(t,p)) eller blot

_ d X
cer= 4 gom)

0g

d d
YV =—| (FIX)Y = —
Ex¥ = Gy L, (F10) dt

Disse kaldes de Lie-afledte af f henholdsvis Y langs X.

i (TFIX, 0 Y o FLY).
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Bemeerk, at i et givet punkt p € M giver (T'(F1,) oY o FL')(p) mening
for alle ¢ i et interval omkring 0, og t — ((FL*)*Y)(p) er en (glat) kurve
der forlgber i T, M. Saledes giver definitionen af £xY mening.

Selvom de ovenstaende definitioner kan virke bade besynderlige og sveere
at regne med, viser det sig at der blot er tale om gammel vin pa nye flasker.
Vi har nemlig at Lxf = X f og LxY = [X,Y]. Den forste pastand folger
fordi ¢ + F1* (¢, p) = 7,(t) er en kurve der opfylder 7,(0) = p og 7,(0) = X,
hvorfor

d

Xfw) =S| (For)t) =4

dt lt=0 tlizo f(FlX(t,p)) =Lxf(p).

For at vise den anden pastand skal vi forst, for fastholdt ¢, se hvordan
vektorfeltet (FLX)*Y virker pa en funktion f. Lad p € M og ¢ = FL*(p).
En udregning giver

(F)Y), f= (T(FI%,) oY o FIY) f
= (Tq(Fl)—{t)Yq)f
= Yq(f © Fli(t)
= (Y(f o FI¥,) o F1;%) (p)

hvorved altsa (F1X)*Y f = Y (f o FI%,) o FL.X.
Lad os nu se pa hvordan differenskvotienten ((F1*)*Y — (FIJ')*Y)/t =

((FLX)*Y — Y)/t virker pa en funktion f. Under anvendelse af et trick af
seldre dato og at o er distributiv over 4+ og — finder vi

(FL)'Y =Y, Y(foFIX)oFIX —Yf
t f= t
Y(foFI*,)oFLX —(Yf)oFIX + (Yf)oFIX —Yf
N t
X X X
_ (e Fl_t)t— Yf)oFl n (Yf)o Ftlt — Yf. (1.18)

Betragter vi graenseveerdien af det andet led i (1.18) néar ¢ gar mod 0, finder
vi, at det netop er den Lie-afledte af funktionen Y f langs X:

X
(V)P — Y

t—0 t

= Lx(Y[) = X(Y[). (1.19)
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Det forste led i (1.18) kraever lidt ekstra arbejde. Da F1¥, = FI;* finder vi
at

(Y(foFIY) =Y f)oFLY Y(foFL, ™~ f)oFLF
t B t

:y<—fOFlt;X _f> o FL¥.

Da FIf = Idy; og FI* er kontinuert i begge variable har vi, at der i
passende forstand geelder at lim;_,q Fl;X = Id,,s. Hvis man har to familier af
kontinuerte funktioner g;, h; hvor sammensatningen g; o h; giver mening for
alle t teet ved 0, er det let at se at der med en smule misbrug af notation
geelder

lim[g;ohy] = [111%%] o [limht].

t—0 —0

Vi har derfor at

(50 ] (25

t—0 t—0 t—0
oFI7X —
(i)
=Y(L-x/f)
— Y (—XJ). (1.20)

Kombinerer vi resultaterne fra ligningerne (1.18), (1.19) og (1.20) far vi
at

(LxY)f = &l (FI)Y f
= XY [)+Y(=X(f))
= XY [f)-Y(X/[)
— [X,Y]f (1.21)

og da dette geelder for en vilkarlig glat funktion f har vi (se fx [Mor],
Proposition 1.39) at LxY = [X,Y].

Vi far ogsa brug for at kende 4 (F1X)*Y evalueret til et vilkarligt tids-
punkt ty. Da

(FIX )" = (FIF o FIX)* = (FIY)* o (FLY)*
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far vi
% — (L)Y =lim(FL )Y
= lim(FI) )" ((FI)"Y)
= (FL¥) (;%(Flff )Y)
= (F1})*[X,Y]. (1.22)

Efter alle disse forberedelser er vi nu endelig klar til at formulere resul-
tatet om kommutativitet.

Proposition 1.8. Lad X,Y € TM wvere to vektorfelter pa M. Sa er fol-
gende ekvivalent.

(1) X og Y kommuterer, dvs. [X,Y] = 0.
(2) (FE)*Y =Y ndr defineret.
(3) FIY o FI.* = FIX o F1I¥ ndr defineret.
Bewis. Vi har at
FI* o F1' = FI! o FL¥
hvis og kun hvis
FIY = (FIX) ' o FIY o FI¥ = FIF)"Y

hvor det sidste lighedstegn folger fra Lemma 1.7. Da vektorfelter er entydigt
bestemte ved deres flow er dette sckvivalent med Y = (FLY)*Y, hvilket viser
(2) < (3).

Hvis (F1*)*Y =Y er (FLX)*Y uafheengig af ¢, og derfor er klart

d

—| (FIY)'Y =LxY = [X,Y]=0.

dt t:O( t ) X [ ) ]
Hvis omvendt [X,Y] = 0 fglger fra ligning (1.22) at

d

— (FI)'Y = (FL)*[X, Y] = 0.

Y = (Fy v =0
Altsa er (FIX)*Y uatheengig af ¢, sa vi har (F1¥)*Y = (FI))*Y =Y. Dette
viser (1) < (2). O

A modern mathematical proof is not very different from a modern
machine, or a modern test setup: the simple fundamental principles
are hidden and almost invisible under a mass of technical details.
— Hermann Weyl (1885-1955)



KAPITEL 2

Frobenius’ saetning

I dette kapitel bevises projektets fgrste hovedresultat. Men for vi nar sa
langt skal vi indfgre nogle definitioner og gennemfore et par beviser. Overalt
i det folgende betegner M en glat n-mangfoldighed. Vi starter med en slags
motivation for hvorfor vi overhovedet vil beskeeftige os med de indforte
begreber.

2.1 Motivation

Givet et vektorfelt X pa en mangfoldighed M og et punkt p € M, kan
man som vist i Kapitel 1 finde en integralkurve af X gennem p, hvilket
vil sige en kurve v defineret pa et lille interval (—e,e) — M saledes at
7(0) =pog v (t) = Xy for t € (—¢,¢). Dette folger af et velkendt resultat
om ordingere differentialligninger, og af samme resultat fglger, at en sadan
lgsning kan udvides til en entydigt bestemt maksimal integralkurve, altsa
en integralkurve : (a,b) — M hvis domaene (a,b) ikke kan udvides.

En god made at teenke pa disse maksimale integralkurver er som “flow-
linjer” af vektorfeltet. Det kreever ikke megen efterteenksomhed at indse,
at maksimale integralkurver (betragtet som delmeengder af mangfoldighe-
den) enten er ens eller disjunkte. Figur 2.1 pa den folgende side skulle
illustrere dette. Heraf ser man, at et (ikke-degenereret) vektorfelt X pa M
giver anledning til en disjunkt opdeling af M i 1-dimensionale immerserede
delmangfoldigheder.

Man ledes nu naturligt til at stille spgrgsmalet: Hvad nu hvis man har
flere vektorfelter, X, ..., X;? Kan man sa “integrere” disse og fa en samling
k-dimensionale (eventuelt kun immerserede) delmangfoldigheder? Hvis ikke
dette 1 almindelighed kan lade sig ggre, er der sa en made at afggre preecis

13
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&

Figur 2.1: Maksimale integralkurver er enten ens eller disjunkte.

hvornar det kan? Det er disse sporgsmal Frobenius’ seetning besvarer, omend
i en lidt anden formulering end givet her.

2.2 Definitioner

Givet et vektorfelt X overalt forskellig fra 0, en glat funktion f overalt
forskellig fra 0 og et punkt p € M kan man betragte de to maksimale
integralkurver 7: (a,b) — M, ji: (¢,d) — M gennem p hgrende til hen-
holdsvis X og fX. Som neevnt sidst i afsnit 1.2 pa side 6 athsenger den
1-dimensionale (immerserede) delmangfoldighed der indeholder punktet p
kun af vektorfeltet X op til skalering, eller med andre ord kun af underrum-
mene span(X,) C T, M for ¢ € M. Ved at formulere ovenstaende spgrgsmal
i termer af k-dimensionale underrum af 7, M undgar vi ogsa at bekymre os
om eventuel lineser atheengighed af Xi(q), ..., Xx(q). Dette motiverer vores
forste definition.

Definition 2.1 (Distribution). En distribution D af rang k pa M er en
tilordning til ethvert punkt p € M af et underrum D, af dimension k af
T,M. Distributionen kaldes glat, hvis ethvert punkt p har en omegn U,
hvorpé der findes glatte vektorfelter X7, ..., Xy saledes at Xi(q), ..., Xk(q)
er en basis for D, for ethvert ¢ € U. Disse X, siges at frembringe D pa U.

Fra nu af vil ordet “distribution” betyde “glat distribution”. Et vektorfelt
X siges at tilhpre distributionen D hvis X, € D,, for alle p € M. Nogle steder
bruges ordet “differentialsystem” i stedet for distribution.

Bemaerkning 2.2. I visse sammenhaenge kan det veere en fordel at taenke
pa D som et delbundt af vektorbundtet T'M. Et vektorfelt tilhgrende D er
med denne sprogbrug altsa blot et glat snit af D.
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Diskussionen af integralkurver ovenfor viste, at det egentlig ikke er selve
kurverne der er interessante, men udelukkende deres billede i mangfoldig-
heden. Generaliseringen til hgjere dimension sker derfor ikke sa overra-
skende i termer af delmangfoldigheder.

Definition 2.3 (Integral delmangfoldighed). Lad D veere en distribu-
tion af rang k£ pa M. En sammenhaengende immerseret delmangfoldighed
N C M kaldes en integral delmangfoldighed af D hvis det for alle ¢ € N
geelder at T,i(T,(N)) = D,. Her betegner i den glatte atbildning (inklu-
sionsafbildningen) N — M, og Ti(T,(N)) er billedet af tangentrummet til
N i punktet ¢ under differentialet af ¢ i punktet q.

For at lette notationsbyrden vil vi for fremtiden ikke skelne mellem 7, N
og T,i(T,N), nar N er en immerseret delmangfoldighed. Vi identificerer
altsa hvert tangentrum til N med et underrum af det tilsvarende tangent-
rum til M.

Vi kan nu definere hvad det vil sige for en distribution at veere integrabel
i et punkt. Definitionen skulle ikke komme som en overraskelse.

Definition 2.4 (Integrabilitet). En distribution D pa M siges at veere
integrabel i punktet p € M, hvis der findes en integral delmangfoldighed
N C M indeholdende p. Distributionen kaldes fuldstendig integrabel hvis
den er integrabel i ethvert punkt i M.

En distribution af rang 1 er saledes altid fuldsteendig integrabel.

Definition 2.5 (Involutiv). Lad D betegne en distribution af rang k pa
M. Hvis det for alle vektorfelter X, Y tilhgrende D geelder, at Lie-produktet
[X,Y] af X og Y ogsa tilhgrer D, kaldes D involutiv.

Man kan bemeerke, at distributioner af rang 1 automatisk er involutive.
Thi hvis X, Y tilhgrer distributionen D af rang 1 og U er en passende lille
aben maengde findes der et glat vektorfelt Z sa D er frembragt af Z pa U.
Dermed findes glatte funktioner f,g: U — Rsa X = fZ og Y = gZ pa U,
og sa folger det af regneregler for Lie-parentesen at

(X, Y] =[fZ,9Z]
= flZ,92) = (9Z)(f) - Z
=[-{912, 2]+ Z(g)- Z} — gZ(f)- Z
=fZ(9)-Z—-9Z(f) - Z
= (fZ(9) —9Z(f)) - Z

der jo er et vektorfelt tilhgrende D.
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2.3 Forberedelser

Vi er nu klar til at formulere og bevise de fgrste par resultater i de egentlige
bestraebelser pa at na frem til Frobenius’ seetning. Det fgrste er et standard-
resultat om immersioner.

Lemma 2.6. Ladi: N — M wvere en immersion. For ethvert punkt p € N
findes en aben omegn U af p sdledes at i(U) er en indlejret delmangfoldighed
af M og siily: U — i(U) er en diffeomorfi.

Bewis. Anvend invers funktions-seetningen (se [MT, Exercise 9.2|). O

Dette lemma skal iseer bruges i den situation hvor N C M er en immer-
seret delmangfoldighed og i er inklusionsafbildningen. Lemmaet forteeller
altsa, at der om ethvert punkt i N findes en aben omegn U i mangfoldig-
hedstopologien pa N, sa U er en indlejret delmangfoldighed af M.

Lemma 2.7. En fuldstendig integrabel distribution er involutiv.

Bewvis. Vi skal vise, at hvis X og Y er glatte vektorfelter der tilhgrer di-
stributionen D af rang k, sa vil ogsa [X,Y], € D, for et vilkarligt punkt
p € M. Pr. antagelse kan vi finde en immerseret delmangfoldighed N af
M indeholdende punktet p. Ved et veelge N lille nok kan vi pa grund af
Lemma 2.6 antage, at N er en delmangfoldighed. Derfor findes en koor-
dinatomegn (U;x',... 2") af p siledes at 2*"'(q) = --- = 2"(¢) = 0 for
q € NNU og x'(p) = 0 for allei. Sder (NNU; 2, ..., %) en koordinatomegn
pa N, og derfor er

0 0
Span (@(Q), cey %(Q)) = TqN = Dq C TqM

for alleqe NNU.
Udtrykker vi X og Y i lokale koordinater

"9
X:Zai% (2.1)

9
Y = Zbi% (2.2)

ser man, at da X, og Y, tilhgrer D, ma vi have a;(¢) = b;(¢) =0 for i > k
og g € NNU. Det betyder sa, at

8ai . 862 .
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for i > k og alle j < k. Efter noget regnearbejde finder man at [X, Y] kan
udtrykkes i lokale koordinater som

- " 0b; da;\ O
=5 (ol ) 2

j:]_ 1=

og da den inderste sum er 0 for j > k har vi [X,Y], € D,, hvilket skulle
vises. 0

Hvis X og Y er to vektorfelter, hvis Lie-parentes [X,Y] er identisk 0,
siges X og Y at kommutere. Vores fgrste proposition viser, at en involutiv
distribution lokalt er frembragt af kommuterende vektorfelter.

Proposition 2.8. Lad D vere en involutiv distribution af rang k pa M
ogp € M et punkt © M. Sa findes en aben omegn U af p og vektorfelter
Xy, ..., Xy som frembringer D pa U og sa [X;, X;] =0 for alle i, j.

Bevis. Vikan veelge en koordinatomegn (V'; ) af p s lille, at der pa V findes
glatte vektorfelter Y7, ..., Y} der frembringer D pa V. I lokale koordinater
kan vi altsa skrive

= 0
Y = Z;aij%' (2.3)
]:

At Y, frembringer D pa V betyder, at matricen [a;;(¢)] har rang k for alle
q € V. Lad A(q) betegne den kvadratiske matrix [a;;(q)]1<; j<k- Vi kan,
eventuelt efter omnummerering af z7’erne, antage at A(p) er invertibel. Da
savel afbildningen ¢ — A(q) som determinantafbildningen er kontinuerte,
er A(q) invertibel for alle ¢ i en aben omegn U C V af p.

Vi kan altsa definere funktioner b;; pa U ved at lade B(q) = [b;;(q)] =
A(g)~'. Da matrixinversion er en glat afbildning bliver disse b;;’er glatte.
Vi kan nu definere k glatte vektorfelter pa U ved

k
Xi=> byY; (24)
j=1

for 1 <14 < k. Indseetter vi (2.3) heri far vi

Xi= Zbij > Ujr o = > (2; bz‘jajr> o (2:5)
=

]:1 r=1 r=1
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For 1 < r < k bliver den inderste sum simpelthen 9;., da det jo er den
1r’te indgang i matricen BA, der pr. definition er identiteten for alle ¢ € U.
Altsa konkluderer vi, at X; er pa formen

a n

: Cji—
oxt + el Y O’
‘]:

Xi:

(2.6)

hvor ¢;; er glatte funktioner pa U.

Fra udtrykket (2.6) folger klart at X; er linesert uatheengige, 1 < i < k.
Da X; er en linearkombination af vektorfelter tilhgrende D ma ogsa X;
tilhgre D. Men af disse sandheder fglger at X7, ..., X, frembringer D pa U.
Tilbage er at vise at [X;, X;] = 0.

Pa den ene side kan vi beregne [X;, X;| ved brug af udtrykket (2.6). For

overskuelighedens skyld forkortes a?gi med 0. Vi far

(X X =0+ Y e &+ > 0]
r=k+1 s=k+1

= Z [cirﬁr,aj] + Xn: [8i,cj388] + Zn: [Cirar,stas]. (27)

r=k+1 s=k+1 r,s=k+1

Efter en smule regning indser man, at dette faktisk er en C'°(M)-linear-

kombination af 9*+1, ..., 0". Regneregler for Lie-parentesen giver nemlig
T j T j acir T
[Cira 76]] = Cir[a 76]] - (63?] )a
acir r
=)
% 7 S aC s S
0", ¢js0°] = ¢;5[0", O] (aazz )a
— (%) s
ox?
'8 S '8 S aC js S aCiT '8
[cl-,ﬁ ,sta ] = CZ'TCjS[a ,0 ] + C“n<87])a j5<axs )0
80 is s aCi,« r
= cr(50) 0" = ¢js(55)0
og da r og s kun antager veerdierne k + 1,...,n fas det gnskede.

Pa den anden side antog vi jo at D var involutiv. Det betyder, at [X;, X|]
tilhgrer D, og da X, frembringer D findes funktioner [/ sa

k
(X0, X1 = 1 X,
m=1
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Erindrer vi nu fra udtryk (2.6) at X, bestar af leddet axim plus en line-
arkombination af 9**! ... 0" kan vi konkludere, at 7 ma veere identisk
0, og derfor er [X;, X;] = 0, hvilket skulle vises. O

2.4 Folieringer
Endelig kan vi nu formulere og bevise dette kapitels hovedresultat.

Satning 2.9 (Frobenius). En distribution er fuldstendig integrabel hvis
0g kun hvis den er involutiv.

Bewvis. Den ene vej blev bevist i Lemma 2.7, sa antag nu at D er en involutiv
distribution, og lad rangen af D veere k. Vi skal sa gennem et givet punkt
p € M konstruere en integral delmangfoldighed. Proposition 2.8 viser, at der
findes kommuterende vektorfelter X1, ..., X} defineret pa en aben omegn U
af p som frembringer D pa U. Lad FI*¢ betegne de tilhgrende flows. For et
passende lille € > 0 kan vi for alle t = (¢, ...,t*) € R* med |t| < e definere
en afbildning f: B.(0) — M ved

f(t) = (FLY" o - - o FL*)(p). (2.8)
Af hensyn til den naeste udregning indferes notationen
fr(t) = (FIY o o FL o FI 0 -+ 0 FLY) (p)

Bemerk at f(t) = FI*(¢", f.(t)) pa grund af kommutativiteten af F1*
(Proposition 1.8), og at f,(t) er uatheengig af den r’te koordinat ¢".
Fra ligning (1.14) ser vi nu, at

6f 0 X (41
o (1) = 5 FU (7 £,(1))
= X (FIX (7, f.(t)))

= X, (f(1)). (2.9)

Da X(p), ..., Xi(p) er lineeert uathaengige er Ty f : RF — T,,M en injektion.
Altsa findes et 0 < 0 < e s& N = f(Bs(0)) er en sammenhaengende del-
mangfoldighed af M, som oplagt indeholder punktet p. Tilbage er at vise,
at N er den gnskede delmangfoldighed. Da T'4-1,) f R* — T,N er en iso-
morfi og Xi(q), ..., Xk(q) € T,N pr. ligning (2.9) folger, at T, N = D,. Da
en delmangfoldighed specielt er en immerseret ditto, er det gnskede hermed
vist. U




20 Kapitel 2. Frobenius’ seetning

Lad D veere en fuldstendig integrabel distribution. Ganske som i til-
feeldet med integralkurver af vektorfelter har vi, at ethvert punkt tilhgrer
netop en maksimal integral delmangfoldighed af D. Thi lad N; og N
vaere integrale delmangfoldigheder gennem p, og lad i1,is betegne de til-
hgrende inklusionsafbildninger. Hvis X er et vektorfelt pa M tilhgrende
D, giver ;X = (Ti;)"" o X o4; mening og er et vektorfelt pa N; (fordi
X, € Dy = Ty (TyN) C T,M for alle ¢ € N;). X og i;X er klart i;-

relaterede, og ifglge Lemma 1.7 geelder derfor at 7; o Fl? o FI* o i; nar
defineret. Lad nu Xj,..., Xy veere en lokal basis bestaende af kommute-
rende vektorfelter for D omkring p. Afbildningerne f;: R¥ — N; defineret

ved
5 X i*X
£t tF) = (FLi oo FLL ") (p)
er sa defineret taet ved 0 € R¥, og ses let at veere en lokal parametrisering
af V;. En udregning viser nu at

(i3 oiro fi)(tY ... t5) = (i3 0 o FIIM oo 0 FILIY¥) (p)
(i3 o FIX' 0~ o FIX* 04y) (p)
— (FIZ% o o FI3" 03" 0y (p)
= fo(t', ... t%)
da jo (i3 " oi1)(p) = p. Dette viser at afbildningen

1:2_1 e} ili 21_1(N1 N NQ) — iQ(Nl N NQ)

er en diffeomorfi. (Naturligvis er i; ' (N1 N Ny) = i5(N; N Ny) = N1 N Ny som
meengder; formuleringen er valgt for at fremhseve Ny N Ny som delmangfol-
dighed af Ny, N, i disses respektive mangfoldighedsstrukturer).

Lader vi L, betegne foreningsmaengden af af alle integrale delmangfol-
digheder gennem p ser vi, at dette bliver en ny integral delmangfoldighed
gennem p. Som atlas for L, kan vi nemlig veelge foreningen af atlasser for
de integrale delmangfoldigheder hvis forening er L,; det foregaende viser at
dette bliver et glat atlas. Ydermere bliver L, naturligvis en sammenheen-
gende immerseret delmangfoldighed.

For vilkarlige to punkter p,q € M geelder saledes, at enten er L, = L,
eller ogsé er L,NL, = (). Den maksimale integrale delmangfoldighed gennem
p kaldes bladet gennem p, og samlingen F = {L,},cn af blade kaldes en
foliering af M.

Nogle forfattere, fx [Loo, side 36|, definerer en foliering af M til at veere
en delmangfoldighed, der som maengde udger hele M og som desuden op-
fylder en passende lokal betingelse. Et blad defineres sa til at veere en sam-
menhangskomponent af F. Denne brug af ordet delmangfoldighed strider
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pa to punkter mod den brug jeg har valgt. For det fgrste er hvert blad ikke
(ngdvendigvis) en indlejret delmangfoldighed, hvorfor en foliering hgjst kan
vaere en immerseret delmangfoldighed. For det andet er der i almindelighed
(eneste undtagelse er den trivielle distribution D, = T,M) overtelleligt
mange blade, hvilket umuliggor eksistensen af en teellelig basis for topolo-
gien for F. Derfor kan F ikke ggres til en mangfoldighed med mindre man
dropper kravet om andenteellelighed af det underliggende topologiske rum.

To “neesten ens” distributioner kan give anledning til helt forskellige
folieringer: Lad M = T? = R?/Z? veere torussen, og lad m: R? — T? vaere
projektionen. Lad ay, ap veere henholdsvis et rationelt og et irrationelt tal.
De to vektorfelter X; = a% + ozz-a% pa R? giver to vektorfelter X, X, pa T2
ved fastsaettelsen

Xi(p) = TqW(Xi(Q)%

hvor ¢ er et vilkarligt element i fiberen 7—!(p). Det er ikke sveert at se, at
Xi(p) er uathengig af valget af q.

Pointen er nu, at X; frembringer hver deres distribution D; af rang 1,
og dette giver s to folieringer F; af T2

Figur 2.2: Et blad af F7, eller en 4, 15-torusknude.

Folieringen F; er ikke seerlig paen i den forstand, at hvert blad er diffeo-
morf med R og ligger teet i T2. Bladene af F, er dermed naesten s& langt
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fra at veere delmangfoldigheder som de kan veere; i sportopologien er der
fx ingen blade der er lokalt kurvesammenhaengende i noget punkt. Hvert
blad af F; er derimod en indlejret delmangfoldighed som er diffeomorf med
St Hvis a; = a/b, a,b > 0 og ged(a, b) = 1 kan man tzenke pa hvert blad
som det der i knudeteori kaldes en “a, b-torusknude”. En anden made at sige
dette pa er, at hvis m (T2, 29) = (71,72) = Z? er fundamentalgruppen for
torussen med basispunkt zq, og 1,72 er “standardfrembringerne”, kan bla-
det af F; gennem x, opfattes som billedet af en repreesentant for elementet
ay; + bys € mp. Figuren 2.2 pa den foregaende side skulle illustrere dette.

But just as much as it is easy to find the differential of a given quantity,
so it is difficult to find the integral of a given differential. Moreover,
sometimes we cannot say with certainty whether the integral

of a given quantity can be found or not.
— Johann Bernoulli (1667-1748)



KAPITEL 3

Lie-grupper

I dette kapitel preesenteres et par anvendelser af Frobenius’ ssetning. Den
forste er en forholdsvis oplagt konsekvens, omend der dog skal leegges noget
arbejde for dagen. Den anden kraever et noget stgrre maskineri og en del
konstruktioner der tilsyneladende dukker op ud af den bla luft. Begge in-
volverer, som kapitlets titel kunne antyde, begrebet Lie-gruppe, hvorfor vi
starter med en kort omtale af disse.

3.1 Definitioner og egenskaber

Lgst sagt er en Lie-gruppe en gruppe som samtidig er en mangfoldighed.
Yderligere kreever man, at gruppestrukturen og mangfoldighedsstrukturen
er kompatible i passende forstand. Mere formelt har vi:

Definition 3.1 (Lie-gruppe). Lad G veere en gruppe som samtidig er en
glat mangfoldighed. Hvis gruppemultiplikationen p: G x G — G er glat
kaldes G' en Lie-gruppe.

Nogle steder kraeves ogsé at inversionsafbildningen G — G, x +— 27! er

glat, men dette er strengt taget overflgdigt, da det er en konsekvens af den
her givne definition (se fx side 30 i [KMS]).

For fastholdt a € G kan vi definere en afbildning G — G ved A\ (z) =
a-x, hvor - betegner gruppemultiplikationen. Denne er (1) glat, pr. definition
af en Lie-gruppe og (2) bijektiv, idet dens inverse er A\;! = \,-1, som altsa
ogsa er glat. Saledes giver hvert a € G en diffeomorfi af G. Pa tilsvarende vis
far man at hgjretranslation med et element p,(z) = x - a er en diffeomorfi.
Alt hvad der i det folgende siges om venstretranslationen er naturligvis (med
passende modifikationer) ogsa gyldigt for hojretranslation, men vi far ikke
brug for dette.

23
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I beviset for Lemma 3.15 far vi brug for dette faktum:

Lemma 3.2. En sammenhengende Lie-gruppe er frembragt af en hvilken
som helst aben omegn af neutralelementet e.

Bevis. Lad U veere en vilkarlig aben omegn af e € GG. Det er klart nok at vise
udsagnet for en mindre aben omegn af e. Da inversion er en diffeomorfi og
el=cerU! ={z7! |z € U} ogsa en dben omegn af e. Seet V = UNU".
Lad H betegne den mindste undergruppe af G' som indholder meengden V.
Sa har vi at

H:Qvn

hvor V™ bestar af alle de elementer i G som kan skrives som et produkt af
n elementer fra V. Inklusionen C skyldes at hgjresiden oplagt er en und-
ergruppe af G indeholdende V' (fordi V™ pr. konstruktion af V' indeholder
alle sine inverse), mens inklusionen 2O skyldes at H indeholder V' og derfor
ogsa alle endelige produkter af elementer fra V.

Det er klart at hvert V™ er aben i G: Induktion i n giver at da

Vn:UU'Vn_l

veV

og venstremultiplikation er en diffeomorfi, er hvert v - V"1 pr. induktions-
antagelse aben, hvorved ogsa V™ er aben. Men det betyder sa at H er aben
iG.

Hver sideklasse til H i G er pa formen a - H og saledes aben i G. Kom-
plementet til H i G er foreningen af alle sideklasser forskellig fra H, sa dette
komplement er derfor abent. Men sa er H lukket i GG, og da H saledes er
aben, lukket og ikke-tom har vi H = GG. Da V' C U er beviset feerdigt. [

3.1.1 Venstreinvariante vektorfelter

Givet et vektorfelt X pa G og en diffeomorfi f af G far man (som neevnt i
afsnit 1.3.2) et nyt vektorfelt f*X pé& G, defineret ved f*X =T f 1o Xo f.
Et vektorfelt X der opfylder

XX =X (3.1)

for alle a € G kaldes wvenstreinvariant. Et venstreinvariant vektorfelt er
saledes et der er \,-relateret til sig selv, for alle a € G. Vi skal bruge at
meengden af venstreinvariante vektorfelter er lukket under Lie-parentesen
[-,-]. Til det formal er det nemmest at vise et lidt mere generelt lemma forst.
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Lemma 3.3. Lad f: M — N weere en glat afbildning, X; € TM, Y, € TN
f-relaterede vektorfelter for i = 1,2 og A1, Aa € R. Sd er ogsd A\ X1+ A2 X5
09 MY1+ \oYsy f-relaterede, og ligeledes er [ X1, Xs] og [Y1, Y] f-relaterede.

Bewis. Vi har givet at T'f o X; = Y, o f for i = 1,2. Af dette og linearitet af
Tf folger let at

TFo(MmX: +XaXs) = MTFo X, +ATfoXs
=M(Yiof)+ (Yoo f)
=(MY1+ XYs)of

hvilket preecis betyder at A\ X7 + A2 X5 og A1Y] + Ao Y5 er f-relaterede.
Lad nu g veere en vilkarlig glat funktion pa N. Observér, at

Xilgo f) = (TfoXi)(g) = (Yie f)g) = (Yi(g)) o f. (3.2)

Derfor er

(T'f o [X1, Xo])(g) = [ X1, Xo](g o f)
= X1(Xa(go f)) — Xo(Xi(go f))

= X1(Ya(g) o f) — Xa(Ya(g) o f) (*)
=Y1(Ya(g)) o f — Ya(Yi(g)) o f
= [V1,Y3](g) o f

= (Y1, Y2] o f)(g).

I linjen (x) blev observationen (3.2) brugt pa de glatte funktioner Y;(g),
i = 2,1. Da dette geelder for en vilkarlig glat funktion g € C°°(NV) har vi
altsd at T'f o [ X1, Xo] = [Y1, Y] o f. O

3.1.2 Lie-algebraen hgrende til en Lie-gruppe

Lad nu TG betegne maengden af venstreinvariante vektorfelter pa G. Med

M =N =G og f = A\, viser Lemma 3.3, at TG er en Lie-delalgebra af

JG. 1 det fglgende betegner e neutralelementet i gruppen G.
Evalueringsafbildningen

eve: TG — T.G (3.3)

er oplagt en lineser afbildning mellem vektorrum. Faktisk er det en isomorfi,
for til en tangentvektor x € T,.G svarer netop ét venstreinvariant vektorfelt,
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nemlig X (a) = T A\o(2) € Th, ()G = T,G. At dette bliver et venstreinvariant
vektorfelt folger af udregningen

(TAy o X)(a) =T, (X,)
= TuMp(TeAa())
= Te(Ay 0 Aa)(2)
= T Apa()
= X (ba)
— (X o M)(a).

Strengt taget skal det ogsa kontrolleres, at det herved definerede vektorfelt
er glat. I [Dup, s. 121f] gores dette ved at vise at X er glat pa en passende
lille &ben omegn U af e. Sa bliver X glat pa en aben omegn af ethvert
punkt b fordi \y: U — b- U er en diffeomorfi og X, = T, p(X,). En anden
tilgangsvinkel er den der bruges i [War, Proposition 3.7(b)|. Der defineres et
venstreinvariant vektorfelt til at veere et (ikke ngdvendigvis glat) vektorfelt
der opfylder (3.1), og derefter vises det at et sadant vektorfelt er glat.

Definition 3.4. Lie-algebraen hgrende til en Lie-gruppe G er vektorrum-
met

g=L(G)=T.G
forsynet med den af isomorfien (3.3) inducerede Lie-parentes.

For ikke at forveksle Lie-parentesen pa g med den pa TG benyttes [-, -]
om fgrstneevnte. Hvis saledes z,y € g og X,Y € TG er de tilhgrende
venstreinvariante vektorfelter er [z, y] = [X, Y](e).

Nogle steder defineres Lie-algebraen hgrende til G simpelthen til at veere
T.G. I det tilfeelde bruges (3.3) som oftest til at vise at dim g = dim 7.G =
dim G. Jeg har valgt Definition 3.4 for at fremheeve det seerlige ved punktet
e i en Lie-gruppe.

Man kan forholdsvis let vise (se fx [KMS, side 36]), at venstreinvariante
vektorfelter altid er fuldsteendige. Derfor kan man definere en afbildning
(eksponentialafbildningen) exp: g — G ved

exp(x) = F1¥(1,e).

exp(x) er saledes det punkt man nar til ved at starte i neutralelementet e
og folge det til x hgrende venstreinvariante vektorfelt til tid 1. Blandt de
mange vigtige egenskaber ved exp er at den er glat, og at det er en diffemorfi
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fra en omegn af 0 € g til en omegn af e € G. En anden vigtig egenskab er,
at exp(tr) = FI*Y(1,e) = FI¥(t,e), s

© expltr) = X(FI(1,¢)) = X(exp(t)) (3.4)

Disse fakta kan man finde i snart sagt enhver bog der omtaler Lie-grupper
og deres Lie-algebraer, og jeg vil derfor ikke ga yderligere i detaljer med
nyttige egenskaber ved exp eller beviser herfor.

3.1.3 L er en funktor

En Lie-gruppehomomorfi er en glat gruppehomomorfi. Det fglgende lem-
ma viser at £ kan betragtes som en funktor fra kategorien af Lie-grupper
og Lie-gruppehomomorfier til kategorien af (reelle) Lie-algebraer og Lie-
algebrahomomorfier.

Lemma 3.5. Lad ¢: G — H wveere en Lie-gruppehomomorfi. Sa inducerer
@ en Lie-algebrahomomorfi

E((p) :TeQO: g :TeG_> h =1T.H.

Beuvis. T.p er klart en linezer afbildning mellem vektorrum, sa det eneste
der skal vises er at T,¢ bevarer Lie-parentesen. Lad nu = € g og s&et y =
Too(x) € . Udvid z og y til venstreinvariante vektorfelter pa henholdsvis
G og H kaldet X og Y. Sa er X og Y p-relaterede, thi lad a € G veere et
vilkarligt punkt. En udregning giver

(T o X)(a) = Tup(X(a)) = Tap(TAa(z))
—T(SOO/\)() Te(Ap(a) © #) () (%)
= Tot M (@) (Tep(@)) = Tedp(a) (y)
=Y (¢(a)) = (Y o p)(a).
Undervejs, i linjen (x), benyttedes formlen ¢ o A\, = Ay q) 0 ¢ der kan veri-
ficeres ved direkte udregning.

Lad nu z; € g og set y; = Top(z;), © = 1,2. Udvid som for disse til
venstreinvariante vektorfelter X;, Y; pa henholdsvis G og H. Da er

Teo Xy, Xo] =V, Ys]0p

ifplge Lemma 3.3, og evaluering af dette udtryk ved e € G giver pa ven-
stresiden

Tep([ Xy, Xo](e)) = Tep([x1, 22])
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mens hgjresiden giver

[Y1,Y2](p(e)) = [Y1,Y2](e) = [y, 1] = [Tep (1), Tesp(a2)]
sa T,y er faktisk en homomorfi af Lie-algebraer. O
At L(Idg) = Idg() er oplagt, og lige sa oplagt er det at
L(hog)=L(h)oL(g): T.C — T.K

nar g: G — H og h: H — K er Lie-gruppehomomorfier. Dette viser pa-
standen om at L er en (kovariant) funktor.

3.2 Fogrste anvendelse

En undergruppe H af en en Lie-gruppe G kaldes en Lie-undergruppe hvis H
samtidig er en immerseret delmangfoldighed og afbildningen H x H — H
induceret fra G gor H til en Lie-gruppe. Denne sidste betingelse er selvfgl-
gelig automatisk opfyldt i det tilfeelde hvor H er en delmangfoldighed (fordi
sa er mangfoldighedsstrukturen pa H induceret fra GG), men i det generelle
tilfeelde er det en vigtig betingelse. Eksemplerne fra slutningen af Kapitel 2
er her udmeerkede til at illustrere dette. Torussen 7 kan ogsa opfattes som
S1x St og dette er en Lie-gruppe. Bladet af folieringen F; gennem (e, e) er
en delmangfoldighed, og faktisk er det en Lie-undergruppe isomorf til S?.
Bladet af F, er ogsa en Lie-undergruppe, men det er kun en immerseret
delmangfoldighed. Som Lie-gruppe er det isomorft til R.

Hvis H C G er en Lie-undergruppe er inklusionen i: H — G en Lie-
gruppehomomorfi, og Lemma 3.5 forteller si at Lie-algebraen for H (pa na-
turlig vis) er en delalgebra af Lie-algebraen for G. Til enhver Lie-undergruppe
svarer saledes en Lie-delalgebra. Den fgrste anvendelse af Frobenius’ saet-
ning er pa en made det omvendte af dette faktum.

Saetning 3.6. Lad G vere en Lie-gruppe med Lie-algebra g, og lad by veere
en delalgebra af g. Sa findes en entydigt bestemt sammenhengende Lie-
undergruppe H of G med Lie-algebra b.

Bewvis. For ethvert ¢ € G far vi et underrum af 7,G ved fastssettelsen
D, =T\ (h). Lad xq, ...,z € b veere en basis for h, og kald de tilhgrende
venstreinvariante vektorfelter X, ..., Xj. Disse er glatte, og

TAa(z1) = Xq(a),. .., T ha(zr) = Xi(a)

er en basis for D,. Altsa er D en glat distribution.
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Da [z;,z;] € b (fordi b er en Lie-delalgebra) har vi at [X;, Xj|(a) €
D, for alle 7,j5. Men heraf fglger, at distributionen D er involutiv, for
hvis Y},Y2 er to vektorfelter tilhgrende D kan de skrives som C*®(G)-
linearkombinationer af X7, ..., X}, og regneregler for Lie-parentesen viser sa
at [Y1, Y] ogsd kan skrives som C*(G)-linearkombinationer af X, ..., X}
samt udtryk af formen [X;, X;].

Ifplge Frobenius’ seetning er D saledes fuldsteendig integrabel. Lad F
betegne den tilhgrende foliering af G og lad H betegne bladet gennem neut-
ralelementet e € GG. Dette er pr. definition en sammenhgengende immerseret
delmangfoldighed, hvis tangentrum i e netop er . Tilbage er sa blot at vise
at H er en undergruppe af G og en Lie-gruppe i sig selv.

Til det formal skal vi se hvordan venstretranslation virker pa bladene
af F. Lad derfor a € G veere et vilkarligt element, B et blad og b € B. Da
Aq er en diffeomorfi afbildes immerserede delmangfoldigheder i immerserede
delmangfoldigheder. Tangentrummet til \,(B) i punktet A\,(b) = ab er

TyA(TyB) = TyMo(Dy)
= TyAa(TeNo(h))
=T Aan(h)
=D

Saledes er A\,(B) en integral delmangfoldighed af D gennem ab. Lad C
betegne bladet af F gennem ab; sa er altsd A\,(B) C C. Men et argument
analogt til det foregaende viser at A\,-1(C') er en integral delmangfoldighed
af D gennem b; saledes er A\,—1(C') C B. Disse to inklusioner medforer oplagt
at \,(B) = C, og herved indses at venstretranslation simpelthen virker pa
F ved at permutere bladene.

Hvis nu @ € H har vi at e = a™'a og derfor er bade H og \,~1(H) blade
af folieringen F der indeholder neutralelementet e. Derfor er H = \,-1(H).
Det betyder specielt at vi har a,b € H = a~'b € H, og dette (sammen
med det elementeere faktum at H er ikke-tom) er sekvivalent med at H er
en undergruppe.

Endelig skal vi kontrollere at H er en Lie-gruppe, altsa at multiplikatio-
nen py: H x H — H er glat. Vi har at afbildningen i o ug: H x H — G
kan skrives som sammensaetningen af de glatte afbildninger

ixi:HxH—GxG ta: G x G — G

saledes er i o uy glat. Nu folger glathed af puy af Seetning 3.9 nedenfor med
N=H M=G,P=HXxHogf=puy. 0
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Det er pa sin plads at knytte et par kommentarer til denne satning
og beviset herfor. P4 en made er det en oplagt anvendelse af Frobenius’
seetning: Lie-parentesen pa T,G er induceret af den pa TG, og den af en Lie-
delalgebra af T.G “frembragte” (via venstretranslation) distribution bliver
involutiv pr. konstruktion. Efter at have paberabt sig Frobenius’ seetning
er der kun et muligt bud pa hvad H skal veere. Resten af beviset handler sa
blot om at kontrollere, at dette bud rent faktisk virker. At den pa magisk vis
fremkomne immerserede delmangfoldighed faktisk udggr en undergruppe er
ikke a priori klart.

Seetning 3.6 og bemarkningerne umiddelbart for giver altsa en bijek-
tiv korrespondance mellem Lie-delalgebraer af g og sammenhaengende Lie-
undergrupper. Det betyder blandt andet, at studiet af Lie-grupper kan drage
nytte af viden fra Lie-algebrateori, og vice versa.

Et eksempel herpa er fglgende:

Saetning 3.7. For enhver reel Lie-algebra L af endelig dimension findes
en Lie-gruppe G hvis tilhgrende Lie-algebra er (isomorf til) den givne Lie-
algebra.

En made at vise denne seetning er at udnytte det faktum (kendt som
Ados se@etning), at L har en sdkaldt tro repreesentation pa et vektorrum
V' af endelig dimension, hvilket vil sige at der findes en injektiv Lie-al-
gebrahomomorfi L — gl(V'), ringen af endomorfier af V' med Lie-parentes
[f, gl = fog—go f. Et valg af basis for V' giver en isomorfi gl{(V') — gl,,. Her
er gl, vektorrummet af reelle n x n-matricer forsynet med Lie-parentesen
[A,B] = AB — BA. Siledes er L isomorf til en delalgebra af gl,, og da
dette er Lie-algebraen for Lie-gruppen GL, fglger Seetning 3.7 nu direkte
af Seetning 3.6.

Med Saetning 3.7 i handen er der ikke langt til at bevise fglgende, som vil
blive brugt i forbindelse med den anden anvendelse af Frobenius’ seetning.

Saetning 3.8. Der er en bijektiv korrespondance mellem isomorfiklasser af
enkeltsammenhaengende Lie-grupper og isomorfiklasser af Lie-algebraer.

For at vise, at der givet en Lie-algebra g findes en enkeltsammenhaen-
gende Lie-gruppe med Lie-algebra isomorf til den givne kan man bruge
Seetning 3.7 til at finde en Lie-gruppe G hvis Lie-algebra er isomorf til g.
Den universelle overlejring G' af G' kan man s& ggre til en Lie-gruppe, og
konstruktionen er af en sidan natur at Lie-algebraen for G' faktisk bliver
isomorf til den givne. At isomorfiklassen af G bliver entydigt bestemt fglger
af, at enkeltsammenhaengende Lie-grupper med isomorfe Lie-algebraer er
isomorfe (se Seetningerne 3.25, 3.27 og 3.28 i [War]).
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Et enkelt heengeparti resterer fra beviset for Seetning 3.6. Lad N C M
veere en immerseret delmangfoldighed, og betragt folgende pastand:

For enhver mangfoldighed P geelder, at en afbildning f: P — N
er glat hvis og kun hvis afbildningen i o f: P — M er glat.

f

P—N
\ | (3.5)

M
Uden bevis anfgres

Saetning 3.9. Huis N er en integral delmangfoldighed af en involutiv di-
stribution pa M har N ovenstiende universelle egenskab.

Denne saetning kan fx findes i [Boo, s. 162] og [War, s. 47]. T |[KMS]
findes en diskussion af hvilke immerserede delmangfoldigheder der har den
universelle egenskab (3.5) omtalt ovenfor.

3.3 Anden anvendelse

Vi skal nu vende tilbage til flow af vektorfelter pa en mangfoldighed, og
de diffeomorfier disse frembringer. Vi skal vise, at visse undergrupper (her
kaldet H) af Diff(M) kan gives en Lie-gruppestruktur, saledes at gruppe-
virkningen H x M — M bliver en glat afbildning (man siger at H virker
pa M som en Lie-transformationsgruppe). For vi nar sa langt skal vi dog
ggre os nogle observationer angaende produktmangfoldigheder.

3.3.1 Diverse fakta

Materialet i dette afsnit praesenteres uden bevis, da der er tale om ting som
er til at tro pa uden videre. Laeseren opfordres derfor til at ggre dette.

Lad N; og N, veere mangfoldigheder. For ethvert punkt (p, ¢) € Ny X Ny
er der en naturlig isomorfi af vektorrum

Tip,q) (N1 X N2) = TN, @ Ty N, (3.6)
Hvis f;: N; — N er glatte, i = 1,2, har vi en glat afbildning

f1Xf22N1XN2—>N1XN2
(P, q) — (f1(p), f2(a))
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P& grund af naturlighed af (3.6) gaelder der om differentialet
TwaJr % J21 Tipg) N1 X No = Ti11p), o)) N1 % N
at det ogsa kan skrives
Tpf1 x Tyfo: TyN1 @ TyNy — Ty, (5 N1 @ T, (g) No. (3.7)

Lad Y7, Y5 veere glatte vektorfelter pa henholdsvis Ny og N,. Sa fas et
glat vektorfelt (Y7,Ys) pa Ny x Ny ved fastsaettelsen

(Y1, Y2)(p, q) = (Y1(p), Y2(q))- (3.8)

Dette opfattes som element i T{p 4) (N1 x N3) ved hjeelp af isomorfien (3.6).
Denne afbildning er en injektiv Lie-algebrahomomorfi T(N;) x T(Ny) —
T(N1 X N3), og billedet er derfor en Lie-delalgebra. Lie-parentsen af to
vektorfelter pa formen (3.8) er

(Y1, Y2), (21, Z2)] = (Y1, Z1], [Y2, Za]). (3.9)

3.3.2 Formulering

Lad M veere en mangfoldighed og h veere en endelig-dimensional Lie-del-
algebra af TM, som er frembragt (som vektorrum) af fuldsteendige vektor-
felter. Erindr fra Bemeerkning 1.6, at givne fuldsteendige vektorfelter ikke
ngdvendigvis frembringer en Lie-(del)algebra af fuldsteendige vektorfelter.
Her antages altsa at der findes fuldsteendige vektorfelter X, ..., X}, sale-
des at R-spannet af disse udggr en Lie-delalgebra, men det antages ikke at
alle vektorfelter tilhgrende b er fuldsteendige. Se ogsa kommentarerne efter
formuleringen af Seetning 3.10.

Vi definerer nu undergruppen H C Diff(M) til at veere gruppen frem-
bragt af diffcomorfierne FL*, hvor X € b er et fuldsteendigt vektorfelt og
t € R. Det er denne undergruppe vi gnsker at give en Lie-gruppestruktur.

Saetning 3.10. Lad M vere en mangfoldighed, og lad by, H veere defineret
som ovenfor. Sa findes en entydig bestemt mangfoldighedsstruktur pa H som

opfylder:
(1) H er en Lie-gruppe.
(2) Afbildningen H x M — M givet ved (f,p) — f(p) er glat.

(3) Lie-algebraen for H er isomorf til b.
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Ovenfor kan man egentlig ngjes med den svagere antagelse, at b er frem-
bragt som Lie-algebra af fuldsteendige vektorfelter. Beviset for ssetningen
bliver dog en kende mere kompliceret, og derfor har jeg valgt denne lidt
mindre generelle formulering. Hvis man beviser s@tningen under den sva-
gere antagelse far man som korollar (se [Loo|, side 35) at alle vektorfelter
tilhgrende b er fuldsteendige. Sa i alle tilfaelde hvor den steerke udgave af
saetningen finder anvendelse, vil den givne Lie-delalgebra besta af fuldstaen-
dige vektorfelter. Man vil ofte have held med at starte med (formentlig pa
en ad hoc-méade) at vise dette og sa anvende den her givne svage udgave af
setningen. I mange vigtige tilfeelde er ens mangfoldighed kompakt, og sa
er der (jf. Bemaerkning 1.6) ingen vanskeligheder.

3.3.3 Bevis for Saetning 3.10

Beviset for Seetning 3.10 deles ind i adskillige trin. Ifplge Seetning 3.8 findes
der en enkeltsammenhaengende Lie-gruppe G hvis Lie-algebra g er isomorf
til h. Lad ¢: g — b veere en isomorfi. Der er a priori ingen grund til at tro,
at denne Lie-gruppe skulle have noget at ggre med diffeomorfier af M. For
alligevel at finde en sadan sammenheeng er ideen at lade G virke pa G x M
og konstruere en foliering af mangfoldigheden G x M saledes at G virker
ved at permutere bladene. Et yderligere studie af denne foliering vil afslgre
hvordan vi kan konstruere en surjektiv gruppehomomorfi G — H, og det
er ved hjeelp af denne afbildning mangfoldighedsstrukturen pa H kommer
frem.

Lad altsa G veere som naevnt, og lad G virke pa G x M ved venstremul-
tiplikation pa forste faktor:

GXxXGxM-—GxM
For et element = € g lader vi som tidligere X betegne det venstreinva-
riante vektorfelt pa G' som opfylder X, = z. Fra isomorfien ¢ ovenfor giver
x ogsi et vektorfelt pA M, og dette vil blive betegnet X. Med notationen
fra afsnit 3.3.1 ovenfor har vi saledes for ethvert x € g et vektorfelt (X, X)
pa G x M.

Den lovede foliering skal fremkomme ved hjelp af en distribution pa
G x M. Seet derfor

Dy = {(X,X)(g,p) | = € g}. (3.10)
Da afbildningen

z— (X, X) e TG xTM C T(G x M) (3.11)
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oplagt er injektiv og lineser, giver dette en distribution af rang dimg.
At distributionen er glat folger umiddelbart af glatheden af vektorfelterne
(X, X).

Bade z — X € TG og =z +— X € TM er Lie-algebrahomomorfier,
og derfor er ogsd (3.11) en Lie-algebrahomomorfi. Saledes er mengden
{(X, X)|ze g} lukket under Lie-parentesen. Da disse vektorfelter frem-
bringer alle vektorfelter tilhgrende D over C*°(G x M) fplger det nu (som i
beviset for Seetning 3.6) af regneregler for Lie-parentesen at D er involutiv.

Nu kan vi endelig benytte os af Frobenius’ satning. Lad F veere fo-
lieringen af G x M hgrende til D. For et ¢ € G lader vi med en kende
misbrug af notation samtidig g betegne diffeomorfien af G x M givet ved
g(h,p) =g - (h,p) = (gh,p). Bemeerk, at vi kan opfatte g som afbildningen
Ag x Idys (med henblik pa benyttelse af ligning (3.7)).

Lemma 3.11. G virker pa F ved at permutere bladene. Hvis N og N’ er
blade med g(N) = N’ er afbildningen g: N — N’ en diffeomorfi. Projektio-
nen w: G X M — G giver pa hvert blad en lokal diffeomorfi ind i G.

Bevis. Lad L veere et blad, og [ = (h,p) et punkt i L. Ganske som i beviset
for Seetning 3.6 finder vi, at g afbilder immerserede delmangfoldigheder
i immerserede delmangfoldigheder, og tangentrummet til g(L) i punktet

g(l) = (gh,p) er

Tig(D1) = Tingy (A x 1dar) ({ (X (R), X (p)) | = € g})
= {T A\ (X (h)), T, 1du (X (p)) | = € g}

= {X(gh),X(p) | = € g}
= D(ghm)

saledes at ¢g(L) er indeholdt i bladet L' gennem (gh,p). Tilsvarende er
¢ (L) indeholdt i L, og vi kan konkludere at g(L) = L'.

Afbildningen iog: L — G x M er glat. Derfor kan vi benytte Seetning 3.9
til at konkludere, at ogsa g: L — L' er glat. Det er en diffeomorfi da ¢ er
bijektiv og den inverse g~! er glat som fglge af et analogt argument.

Endelig er sammensaetningen moi: L — G X M — G glat. Tangentrum-
met til L i punktet (g,p) er D(y ), og billedet af dette under differentialet
Tigpmmoter

Tigp)(m0i)(Digp)) = {X(g) |z € 9} =T,G

og da Ty, m o i siledes er en surjektiv afbildning mellem vektorrum af
samme dimension (= dim G) er det en lineser isomorfi. Altsa er 7 o en

lokal diffeomorfi. O



3.3.3. Bevis for Seetning 3.10 35

Fra nu af vil bladet af F gennem (e, p) blive betegnet L,.

Lemma 3.12. Lad x € g veere givet. Sa er (exp(tx),Flf(p)) indeholdt i
bladet L, for alle p € M og allet € R. Omvendt, hvis Y er et fuldstendigt
vektorfelt pa M og der findes et x € g saledes at (exp(tw), Flf(p)) € L, for

allep € M og allet € R, sa erY = X.
Bevis. Lad ~(t) = (exp(tx),Flf?(p)). Sa er

Y(t) = (X (exp(tz)), X(FIX (p)))
= (X, X)((1))
ifplge ligningerne (3.4) og (1.14). Altsa er 7/(t) € D, for alle ¢, og derfor
mé y(t) tilhgre det samme blad af F for alle ¢. Endelig har vi at (0) =
(e,p) € L.

Lad nu y(t) = (exp(tz),FY) (p)) og antag at v(t) € L, for alle t € R.
Ifplge Seetning 3.9 er v differentiabel opfattet som afbildning ind i mang-
foldigheden L,,. Derfor er 7/(t) et element i tangentrummet til L, i punktet
7(t), og dette tangentrum er netop D.). Specielt far vi for ¢t = 0 at

7 (0) = (X (exp(0)), Y(F1y (p)))
= (2,Y(p)) € D(c )

Men ethvert element i Dy er pr. definition pa formen (z, Z (p)), sa heraf

folger at z = x og dermed at Y er det af x inducerede vektorfelt X pa
M. O

Som fglge af dette lemma far vi

Lemma 3.13. Lad x1,...,, € g vere elementer for hvilke de tilhorende
vektorfelter X1, ..., X,, pd M er fuldstendige. Sa er afbildningen f,, givet
ved

(tla s 7tm> — (eXp(tlxl) o 'eXp(tmxm)a Flfnm 0---0 Flg? (p)) (312>
en glat afbildning fra R™ ind i L,,.

Bevis. Da f,, er en glat afbildning ind i G x M er det nok at tjekke, at f,,
afbilder ind i Ly, thi sa sikrer Saetning 3.9 at f,,, bliver glat som afbildning
ind i mangfoldigheden L,,.

Tilfeeldet m = 1 er blot Lemma 3.12. Antag nu at f,,_; er en glat
atbildning ind i L,. Lad ¢ veere punktet

Fli:i;l QO-+++0 Flfl (p)
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i M og g = exp(tiry) - - exp(tm_1Tm_1). Vi har at g~'(L,) er et blad af
F, og da L, pr. induktionsantagelse indeholder punktet (g,q) vil g~'L,
indeholde punktet (e,q). Men s er g~ 'L, = L,. Igen kan vi bruge det

foregiende lemma til at konkludere, at (exp(t,@m), FL."(q)) € L, for alle
tm. Men sa vil

(g ~exp(tmTm), Flf;m(q)) = fu(t1,. .., tm) € Ly
for alle (¢1,...,t,) € R™. O

Lad nu )?1, e ’5(:“ veere en basis for h bestdende af fuldstaendige vek-
torfelter, og lad som saedvanlig de tilhgrende flows veere betegnet F1¥7. Lad

r; = ¢ 1(X;); sh er det klart at zq, . .., x, udger en basis for g. Afbildningen
P: R" — G givet

U(ty, ... t,) = exp(tizy) - - - exp(tn®n) = Hexp(tixi)
i—1

er glat, og en simpel udregning viser, at matricen for differentialet
Toy: R" = T.G

med hensyn til henholdsvis standardbasen og basen (x;) er identitetsmatri-
cen. Man kan nemlig blot betragte kurven «;(t) = te;, hvorved det er en
simpel sag at udregne Tpt(e;) = 4|,_g1) 0 oy(t) = ;. Alts findes der en
aben kugle

W= {(t,....ta) | D 17 <&} (3.13)

i R™ saledes at ¢ afbilder W diffeomorft pa en aben omegn V af ei G. Vi
kan sa bruge (¢;) som koordinater pa V', og ved hjelp af disse definere en
afbildning f: V — H ved

flg) =FlXr oo FIN (3.14)

hvor altsd g = ¢(ty, ..., t,). Dette er det forste hint til hvordan vi skal finde
en sammenhgeng mellem G og H.

Lemma 3.14. Afbildningen ®:V x M — V x M givet ved ®(x,p) =
(x,f(x)(p)) er en diffeomorfi. For ethvert p € M er afbildningen x +—
O(z,p) en diffeomorfi af V pa V,, = ®(V,p), og V,, er sammenhengskompo-
nenten af L, N (V x M) indeholdende (e, p).
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Bewis. ® er glat, fordi de enkelte flows varierer glat simultant som funktion
af p og t;. Den inverse er givet ved ®*(z,p) = (z, f(x) ' (p)) som ligeledes
er glat. For et fastholdt p € M er afbildningen x +— (x, f (:E)(p)) en glat
afbildning fra V' ind i L, (pa grund af Lemma 3.13), og det er klart en
diffeomorfi pa billedet V,. Den inverse er givet ved projektion pa V. Da
dim G = dim L, har vi at V, er en aben delmangfoldighed af L,,. Saledes er
V, ogsa aben i L, N (V x M).

Tilbage er at vise at V), er lukket i L, N (V x M). Lad (x,q) veere et
punkt i L, N (V' x M) som ikke er i V,. Seet (z,7) = ®(z,p) € V,, C L,. Da
mangfoldighedstopologien pa L, er finere end sportopologien fra G x M,
og G x M er Hausdorff, findes der disjunkte &bne (i L,) omegne U, W
sa (r,q) € U og (z,r) € W. Vi kan (om ngdvendigt) erstatte U og W
med endnu mindre maengder saledes at W C V,, og sa 7 atbilder U og W
diffeomorft pa den samme abne omegn af x € G (pa grund af Lemma 3.11).
Antag der findes et punkt (y, s) € V,NU. Saviln(y,s) =y € n(U) = n(W),
men da restriktionen af 7 til V,, er injektiv medferer dette at (y,s) € W.
Dette strider mod at U og W er disjunkte, og et sadant punkt kan derfor
ikke findes. Vi konkluderer at V, N U = (). Saledes kan komplementet til V,
i L,N(V x M) overdeekkes med abne meengder disjunkte fra V,,, som derfor
er lukket (igen i L, N (V x M)). 0O

Lemma 3.15. 7 afbilder hvert blad surjektivt pa G.

Bewvis. Bladet gennem (g, p) er lig g(L,) = ¢ - L,. Hvis pastanden blot kan
vises for alle blade af formen L, fplger lemmaet af, at 7(g(L,)) = g-7(L,) =
g -G = G (virkningen af G pa G x M er jo blot venstremultiplikation pa
forste faktor, hvilket kommuterer med 7).

Lad V, veere som i det foregaende lemma. Sa er V = n(V,) C n(L,)
for alle p € M. Vi vil nu ved induktion i n vise at V" € n(L,) for alle n.
V™ bestar af alle de elementer i G som kan skrives som et produkt af n
elementer fra V.

Antag séledes at V"' C 7(L,) oglad g € V"1, S4 findes der et g € M
saledes at (g,q) € L,. Sd er g'L, = L,, og heraf folger at

Vcnr(L)=g" n(L,)

som igen medfgrer at g-V C 7(L,). Men det betyder netop at V" C 7(L,).
Saledes er

G V" C (L) (3.15)

Fra Lemma 3.2 har vi nu at 7(L,) = G. O
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Som umiddelbar konsekvens har vi, at ethvert blad indeholder et punkt
fra {e} x M, sa alle blade er pa formen L,.

Lemma 3.16. Restriktionen af 7 til et blad L, er en overlejring.

Bewvis. For ethvert punkt g € G skal vi finde en aben omegn som er ligeligt
overdaekket. Til dette formal kan ¢ - V' bruges. Vi skal altsa vise at

Mg V) = LN (g-V x M)

er en disjunkt forening af abne meengder i L, som hver for sig afbildes
diffeomorft til g - V.

Lad (¢g-z,q9) € L,N(g-V x M), og lad U betegne sammenhzengskom-
ponenten i L, N (g -V x M) indeholdende (g - x,¢q). Sa har vi pa den ene
side at (z,q) € g~ '(L,), men vi har ogsé at (z,q) er et element 1 V x M,
og ifplge Lemma 3.14 findes der derfor et r € M sa (x,q) = ®(z,r) € L,.
Af dette konkluderes at g~'(L,) = L,, eller L, = g(L,). Derfor er

LN (g-V x M) = g(L, N (V x M)

og U er derfor det samme som billedet under ¢’s virkning af [sammen-
heengskomponenten i L, N (V' x M) indeholdende punktet (z,¢)]. Men ind-
holdet af denne kantede parentes er jf. Lemma 3.14 blot V,. Muligvis er
Figur 3.1 til hjeelp.

Figur 3.1: En skematisk fremstilling af hvad der foregar.

7 afbilder V, diffeomorft pa V', og som tidligere neevnt kommuterer 7
med virkningen af G (pa henholdsvis G x M og G). Saledes er n(U) =
g-n(V.)=g-V. O]

Inden vi gar videre skal et forholdsvis simpelt resultat naevnes:
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Lemma 3.17. Huvis p: X — Y er en overlejring af topologiske rum hvor X
er kurvesammenhengende og Y er enkeltsammenhengende, sd er p injektiv.

Beuisskitse. En made at vise dette pa er at starte med to punkter x,y € X
med p(z) = p(y). P4 grund af kurvesammenhang kan man veelge en kurve
v fra x til y, og po~y er sa en Igkke i Y. Da Y er enkeltsammenhaengende er
p o~y nulhomotop. Veelges en homotopi (som fastholder endepunkter) fra en
konstant lgkke til p o~ kan man lgfte til denne til en homotopi forlgbende i
X (som igen fastholder endepunkter) fra den konstante kurve i z til 7. Hvis
man regner efter finder man sa at z = y. O

For ethvert blad L, ved vi altsa nu om projektionen 7: L, — G at
det er en surjektiv overlejring og en lokal diffeomorfi. Da L, er kurvesam-
menhaengende og G er enkeltsammenhaengende ma 7w veere injektiv, og vi
kan derfor konkludere at 7 faktisk er en diffeomorfi. Men det betyder at
hvert blad kun skeerer {e} x M i et punkt, og der er saledes en bijektiv
korrespondance mellem punkter i M og blade af F (givet ved p < L,,).

Virkningen af G pa F inducerer altsa en virkning af G pa M, nemlig den
der er givet ved relationen L, = ¢g(L,). Med andre ord er ¢ - p det punkt i
M med egenskaben at bladet gennem (g, p) skeerer {e} x M i (e, g - p).

Lad f veere defineret som tidligere. Sa har vi for alle ¢ € M og g € V at
(9, f(9)(q)) € Ly, og seetter vi g = f(g)~*(p) har vi (g,p) € Lyg)-1(). Altsa
kan vi for g € V “beregne” g - p; nemlig som f(g)~!(p). Da V frembringer
hele G ser vi saledes at virkningen af G pa M er glat.

En virkning af en Lie-transformationsgruppe pa en mangfoldighed in-
ducerer en afbildning fra den til Lie-gruppen hgrende Lie-algebra til vek-
torfelterne pa mangfoldigheden givet som fglger: Hvis x € g definerer vi et
vektorfelt pa M ved

X(p)

exp(—tx) - p. (3.16)

t=0

T dt

Hvis specielt © = z; er en af de valgte basisvektorer far vi at det inducerede
vektorfelt bliver

d d .,
2|, exp(te) - p= | flexp(—tz:))” (p)
d %
= @ 0 FI7 (p)
= Xi(p)

sa den af virkningen inducerede afbildning stemmer (via linearitet) overens
med den givne afbildning ¢: g — b (dette er grunden til det minus der
optreeder i ligning (3.16)).
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Vi kan definere en afbildning n: G — H ved n(g)(p) = g - p. Det er
umiddelbart klart, at dette bliver en gruppehomomorfi.

Lemma 3.18. 1 er surjektiv, og kernen K = kern er diskret i G.

Bevis. Hvis X € b er et fuldsteendigt vektorfelt, svarer det til et element
o 1(X)=x € g, og vi har at
n(exp(—tz)) = n(exp(F2)") = nlg)"

= (flo) )" = (FX, ) " =PI

hvor N € N er valgt s& stor at |t/N| er mindre end det ¢ der optreeder
i ligning (3.13) (altsa s& g = exp(ftx) € V). Saledes rammer 7 enhver
frembringer for H, og 7 er derfor surjektiv.

For at vise at K er diskret er ideen at finde en lille &ben omegn U af e,
saledes at det for g € U geelder at n(g) = Idyy = g = e. Sa vil det for
alle k € K geelde at k- U N K = {k} hvoraf det gnskede folger.

Lad derfor py, ..., p, veere r indtil videre uspecificerede punkter i M, og
lad ev: H — M" betegne evalueringsafbildningen

eV(F) = (F(pl)>F(p2)a>F(pr))

Vi har ikke endnu nogen differentiabel struktur pa H, men vi ved at den
sammensatte afbildning evon: G — H — M" er glat. Differentialet af
denne afbildning i punktet e er sa en afbildning

T.(evon): T.G =g — T(evon)(e)MT =T, pT)MT = @ijM.
j=1

Vi kan beregne billedet af en af basisvektorerne x; under dette differential
som folger: Lad a;: R — G veere kurven defineret ved «;(t) = exp(tz;). Sa
er o;(0) = e og a}(0) = X;(e) = x;. Derfor er

Te(evon)(x;) = 7 t:O(eV onoa;)(t)

_a X;
=l ev(FL*)

= 2] EE ), PR )

- ()A(/z'(]h), cee 75(/1'(1)7“))'
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Lad pry,: @;:1 T,;M — T, M betegne projektionen pa den k’te summand.
Sa har vi at

ker (T.(evon)) = ﬂ ker (pr; oT.(evon)).

j=1

Da vektorfelterne X; er linesert uafhaengige (specielt er de alle forskellige fra
0-vektorfeltet) er det nu ikke sveert at se at det er muligt at veelge punkterne
p1,- .., pr induktivt pa en siddan made, at T.(ev o ) bliver injektiv: Lad
p1 € M veere vilkarlig. Hvis ker (Te(ev o 77)) = 0 er vi feerdige. Ellers findes

et element 0 # Y. \;x; € ker (Te(ev on)). Da ), )\Z-)zi ikke er 0-vektorfeltet

findes et ps hvor Y, A\ Xi(p2) # 0. Herved ses dimensionen af ker (7, (evon))
at falde med mindst 1, og processen kan gentages indtil T¢.(ev o i) bliver
injektiv.

Men sa medfgrer invers funktions-seetningen at ev o 7 er injektiv pa en
lille aben omegn U af e. Hvis sa et g € U har den egenskab at n(g) = Idy,
vil specielt n(g)(p;) = p; for de valgte punkter p;. Men s er (evon)(g) =
(p1,...,pr) = (evon)(e) hvilket som gnsket medfgrer at g = e. O

En diskret delmaengde af et andenteelleligt topologisk rum er teellelig.
Det betyder, at enhver diskret undergruppe af en Lie-gruppe faktisk er
en Lie-undergruppe. Seetning 6.18 i [Boo| forteeller s at K er lukket som
delmaengde af G.

Da K desuden er normal (fordi det er kernen af en gruppehomomorti)
kan vi benytte Seetning 3.64 i [War| til at konkludere, at gruppen G/K er
en Lie-gruppe. Fra en standardisomorfiseetning er G /K isomorf med H som
grupper, og ved at erkleere denne isomorfi til at vaere en Lie-gruppeisomorfi
far vi den eftertragtede Lie-gruppestruktur pa H.

Vi mangler at tjekke, at denne Lie-gruppestruktur opfylder de postu-
lerede egenskaber. Da K er en diskret mangfoldighed ma den til K hg-
rende Lie-delalgebra af g veere 0. Men det betyder at Lie-algebraen for
G/K (og dermed for H) er isomorf til g/0 = g = h. Desuden har vi, at
projektionen 7: G — G/K er en surjektiv submersion, og derfor er ogsa
mxIdy: Gx M — G/K x M en surjektiv submersion. Betragt nu falgende
kommutative diagram:

GxM < M (3.17)

M/

G/K x M
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Her betegner « virkningen af G pa M og a er den inducerede afbildning.
Da a o (m x Idy) = « er glat folger det nu af en universel egenskab (se
2.4 1 [KMS]) vedrgrende surjektive submersioner at ogsa a er glat. Men
det betyder netop at virkningen af H pa M er glat, sa H virker som en
Lie-transformationsgruppe. R

Endelig skal vi vise, at mangfoldighedsstrukturen er entydig. Lad H
betegne en Lie-gruppestruktur pa gruppen H som opfylder betingelserne i
Seetning 3.10, og lad Id: H — H betegne identitetsafbildningen. Vi gnsker
at vise at Id er en isomorfi af Lie-grupper. Til det formal er det tilstreekkeligt
at vise at Id er kontinuert (Saetning 4.22 i [KMS]). Oven i kgbet kan man
ngjes med at vise at Id er kontinuert pa en aben omegn af e € ITI fordi sa
bliver den kontinuert pa en &ben omegn af et hvilket som helst andet punkt
h € H. Vi har nemhg Id = Ay oldo);_y, hvor h = Id(h) € H.

Da H og H er ens som undergrupper af Diff(M) virker de pa samme
made pa M. Derfor vil diagrammet

ﬁ] Id H
MT

kommutere. Her er év: H — M" afbildningen der evaluerer i de samme r
punkter som defineret i beviset for Lemma 3.18 ovenfor. Da H var antaget
at virke glat pa M er év glat.

Ved at veelge e € V C H lilAle nok kan vi sikre os, at ev: V — M" er
en homeomorfi pa ev(V). Lad V = Id~ (V). Hvis s&a W C V er en aben
delmzengde er ev(W) aben, og dermed er Id™ (W) = &' (ev(W)) aben i H.
Saledes er Id kontinuert pa ‘A/, og beviset for Seetning 3.10 er fuldbragt. O

Hermed er vi naet til vejs ende.

I think I’ll stop here.
— Andrew Wiles (1993)
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